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oo Definizione

pefinizione  Data una funzione f : t € R — f(t) € C sommabile su R (cioé [*2° |f(t)] dt < +o0), la

znlalprieté trasformata di Fourier di f & la funzione
ella

Trasfor-

mata di /f\:wER—>/f\(w)E(C

Fourier

Trasformata definita da

della con- F e ,
ST f(w) == / f(t)e it dt.
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Definizione

Definizione  Data una funzione f : t € R — f(t) € C sommabile su R (cioé ff;’j [f(1)| dt < 400), la
trasformata di Fourier di f & la funzione

frweR—flw)eC

definita da oo
Flw) = / f(1)e " dt.
—o0

Controlliamo che la definizione & ben posta

400 . +oo .
‘/ f(t)e—l“fdt’ g/ ’f(t)e"“" at

1) = [iollef o= [ a

< +oo poiche f & sommabile

ricordando che |e=/«!| = 1.
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Definizione

Data una funzione f : t € R — f(t) € C sommabile su R (cioé ff;’j [f(t)] dt < 4+00), la
trasformata di Fourier di f & la funzione

frweR—flw)eC

definita da

Flw) = /jw f(1)e " dt.

Controlliamo che la definizione & ben posta

400 . +oo .
‘/ f(t)e—l“fdt’ g/ ’f(t)e"“" at

1) = [iollef o= [ a

< +oo poiche f & sommabile

ricordando che |e=/«!| = 1.

Osserviamo che

70) = / i at

—o0
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Definizione

:;ﬁr;riefé Alcuni autori pongono

s ) = —— / - f(tye ™t at
Fourier T Ver )ow ‘

estermata La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune

voluzione formule, ma non tutte.
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Definizione

:;zgrieté Alcuni autori pongono

Trasfor- ?(w) _ 1 /‘+OO f(t)e—l'Wt ot
Fourior T Ver )ow ‘

estermata La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune

voluzione formule, ma non tutte.

Trasfe . .
JonemmEE Intepretando w come pulsazione, w = 271 con v frequenza. Allora possiamo pensare

Celivata f come funzione della frequenza v e porremo con abuso di notazione
Derivata
della

-~ +oo .
Tasior F(v) = / F(H)e 2 ot.
— 00
Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Definizione

Alcuni autori pongono

Hw) = \/%r | [ " et dt.

La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 27 con v frequenza. Allora possiamo pensare
f come funzione della frequenza v e porremo con abuso di notazione

f(v) = / - f(tye 2t dt.

—o0

La funzione 7(0,') si denota anche con F[f(t)](w).
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Definizione

Alcuni autori pongono
~ 1 +oo joot d
f(w) := —/ f(t)e™ t.
(w) ) (0
La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 27 con v frequenza. Allora possiamo pensare
f come funzione della frequenza v e porremo con abuso di notazione

f(v) = / - f(tye 2t dt.

— 00

La funzione 7(w) si denota anche con F[f(t)](w).

A volte si usa anche la notazione F(w).
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Definizione

Alcuni autori pongono

—~ 1 +o0o joot
fw::—/ f(t)e™/“" dt.
(w) ) (0
La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 27 con v frequenza. Allora possiamo pensare
f come funzione della frequenza v e porremo con abuso di notazione

f(v) = / - f(tye 2t dt.

—o0

La funzione 7(w) si denota anche con F[f(t)](w).

A volte si usa anche la notazione F(w).

Loperatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile f(t) una nuova

funzione f(w), i.e.

F 1 f(t) — f(w)
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Nota storica

La trasformata di Fourier & una trasformata integrale, cioé un operatore che trasforma
una funzione in un’altra funzione, sviluppata dal matematico francese Jean Baptiste
Joseph Fourier nel 1822, nel suo trattato "Théorie analytique de la chaleur”.

Trova numerose applicazioni nella fisica e nell'ingegneria ovvero uno degli strumenti
matematici maggiormente utilizzati nel’ambito delle scienze pure e applicate,
permettendo di scrivere una funzione dipendente dal tempo come combinazione
lineare continua di funzioni di base esponenziali, dandone in questo modo una
rappresentazione nel dominio delle frequenze.
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Quando applichiamo la Trasformata di Fourier i dati non sono cambiati, ma li stiamo
guardando in maniera differente. Lesempio pill comune pud essere dato dal guardare
i dati nel dominio della frequenza. Sommando tutti le onde nel dominio della frequenza
si otterrebbe il segnale originale.

/ frequency

time
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Definizione

Un vantaggio: le operazioni in un determinato dominio hanno delle operazioni
corrispondenti in un altro dominio. Ad esempio la derivazione in uno corrisponde alla
moltiplicazione di frequenze nell’altro. In questo modo le equazioni differenziali
risultano molto piu facili da risolvere nel dominio delle frequenze.

La Trasformata di Fourier & uno strumento importantissimo nell’analisi dei segnali,
lavorazioni di immagini, ottica, ecc...



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Video 1
Video 2
Video 3

Approfondimenti



https://www.youtube.com/watch?v=U1L9vSjwXPA
https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
https://www.youtube.com/watch?v=4KW6tp05OmQ
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Usando la (1) otteniamo che

per ogni w € R.

Prime proprieta

fels [ i) ot



Trasformata
di Fourier

. Feo Prime proprieta

Definizione

Usando la (1) otteniamo che
~ +oo
el [ i) o

per ogni w € R. Ovvero la funzione ?(w) e limitata. In particolare il modulo di?(w) e
maggiorato dall'integrale del modulo di f(t).
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Sia—o<a<b<txe

@)

f(t) =

1

0

set e [a,b]

altrove

Esempio
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Sia—o<a<b<txe

1 setelab]
) f(t) =

0 altrove

Per poterla trasformare coma prima cosa controlliamo se & sommabile. E una
funzione reale non negativa, continua in [a, b] e nulla altrove e quindi &€ sommabile
(=integrabile in questo caso).
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Definizione

Sia—o<a<b<txe

1 setelab]
) f(t) =

0 altrove

Per poterla trasformare coma prima cosa controlliamo se & sommabile. E una
funzione reale non negativa, continua in [a, b] e nulla altrove e quindi &€ sommabile
(=integrabile in questo caso).

Procediamo al calcolo.



Esempio

- _ | N
f(w)=/ f(t)e—lwrdt:/ ey
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Trasfor- —jw ] - j sew#0
mata

Applicazione b _ _
o J,dt=b—a sew =0

Funzioni

ade-

crescenza

rapida




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Vale la seguente proposizione.

Proposizione

Se f(t) € una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di ?(w) e
limitata, continua e ~
lim f(w)=0.

|w]—+o0
(senza dimostrazione)

La limitatezza € gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).
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Proprieta della Trasformata di Fourier

Vale la seguente proposizione.

Proposizione
Se f(t) € una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di f(w) €
limitata, continua e ~

lim f(w)=0.

|w]—+o0
(senza dimostrazione)

La limitatezza € gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).

L'operatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile f(t) una

funzione f(w) continua e limitata su R e infinitesima all’infinito.
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di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier
Definizione
Proprieta
della
o Vale la seguente proposizione.
Fourier .
Trasformata Proposmone
delle con Se f(t) € una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di f(w) &
voluzione . . n
limitata, continua e ~
Trasformata .
lim f(w)=0.
della
derivata |w]—+o0
Derivata
della (senza dimostrazione)
Trasfor-
mata
applicazione L@ limitatezza e gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).
Funzioni s . . . . .
. Loperatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile () una
e funzione f(w) continua e limitata su R e infinitesima all'infinito.

Osserviamo che la proprieta lim,|_, 4 f(w) = 0 non & sufficiente per concludere che
7(w) € sommabile.
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Esempio: Trasformata dell’impulso

SiaT>0e
1 sete[-T/2,T/2

f(t) =

0 altrove

Abbiamo gia visto che &€ sommabile (a= —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata
vale

/f\(w):,i w#0
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Proprieta
della
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mata di
Fourier

Esempio: Trasformata dell’impulso

SiaT>0e
1 sete[-T/2,T/2
f(t) =
0 altrove
Abbiamo gia visto che &€ sommabile (a= —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata
vale

N jw L _ 7jw1
Fwy= &2 o

Jw

Dalla formula di Eulero (¢/ = cosf + jsinf 6 € R)

2jsin(Fw) Tsin(gw) _ 2sin(fw)

Jw %w

f(w) = perw # 0

f0)=T
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Definizione

Proprieta SiaT>0e

Tastor- 1 sete[-T/2,T/2]
f(t) =

mata di
Fourier

0 altrove

Trasformata

oo Abbiamo gia visto che € sommabile (a = —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata
vale

Trasformata

della

derivata N e/w% _ efjw%

Derivata f(w) = W ;é 0

della Jw

Trasfor- i

mata Dalla formula di Eulero (¢/ = cosf + jsinf 6 € R)

Applicazione T T T
Funzioni 7 2./Sin(§w) Sin(fw) 2Sin(§w)
Fune fw) = 1= =T 227 =

crescenza Jw W

rapida

perw # 0

fo)=T

Osservazione. Si osservi che f(t) e?(w) sono pari, reali di variabile reale.
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Impuiso unitario con T=1

H

Proprieta
della E LI S B B B B ] 1 T T T
Trasfor-
mata di T o -
Fourier =2 7 =
Trasformata bl L L .
della con- =% 4 20 1 4 68 -8 08 o 08 18
5 b T
voluzione
Impuiso unitario con T=2
'Id'ra"sformata T T i T y T
ella s 1
derivata
ot 1 Bler ]
Derivata |_|
della | I T I I L 1 1
Trasfor- s~ =203 ¢ 68 -5 08 o 3 18
mata 1Y f
Impulso unitario con T=4
A
o T T 1 T
- i+ g
Funzioni
ade- B Eosk o
Zos| = il
crescenza
rapida
P 1 1 1
il
£

LN P e 3 T T
W\ _
T L | M”m\'hvv‘_
1 T Ll “w L
o
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Proprieta

della

Tras'or_- R

mata di E sommabile su R.

Fourier

Trasiormata - Sono possibili due motivazioni.
della con-

voluzione ® (usando i criteri di sommabilita) f(t) & una funzione continuain R e

Trasformata

della e_|t|

derivata Iim —— =0 VYa>0
Derivata \t|—>+<x>

della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Trasformata di Fourier di f(t) = eIl

E sommabile su R.

Sono possibili due motivazioni.
® (usando i criteri di sommabilita) f(¢) & una funzione continuain R e

® (usando la definizione di integrale in senso improprio/generalizzato) Usando la
simmetria della funzione basta infatti far vedere che

b
— It

b
lim eim dt = lim = |im _ef‘b‘ +1=1
b—+oco Jo b—+oo —1 0 b—+oc0
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Trasformata di Fourier di 7(t) = e !

+oo . +
_/ e~ lflg=jwt dt:/
e _

e 1!l cos(wt) dt — j

oo

—+ 00
/ el sin(wt) dt
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Proprieta
della
Trasfor- ~ +oo . +oo +oo
o flw) = / e ltlg=iwt gt = / eIl cos(wt) dt —j/ e~ sin(wt) dt
Si ha che

+oo
/ e llsin(wt)dt =0

(oo}

perche la funzione integranda € dispari. Inoltre

2
1+ w?

—~ +o00
f(w) = 2/ e~ cos(wt) dt =
0

perché la funzione integranda ¢ pari.
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Trasformata di Fourier di 7(t) = eI

~ +oo . +oo 400
flw) = / e~ ltlgmiwt gt = / eI cos(wt) dt —j/ e~ ! sin(wt) dt

oo [e’s}

Si ha che oo
/ e llsin(wt)dt =0

(oo}

perche la funzione integranda € dispari. Inoltre

2
1+ w?

—~ +o00o
f(w) = 2/ e~ cos(wt) dt =
0

perché la funzione integranda ¢ pari.
Infatti

+oo +o00 +oo
/ e~ cos(wt) dt = —e~! cos(wt)] - / e~ lwsin(wt) ot
0 0

“+o00

=1-w {—sin(wt)e_t]:o +w/0 e~ ! cos(wt) dl‘] =1- w2/0

oo

e~ ! cos(wt) dt
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Allora

( +w2)/+oo e~ cos(wt) dt =1
0

+oo 1
/ e~ cos(wt) dt =
0

T tw?

—~ +oo
flw) = 2/ e~ cos(wt) dt =
0

2
14+ w?
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Allora
+o0
(1 +w2)/ e~ cos(wt) dt =1
0

t dt= ——
e cos(wt t
/ ( ) 1 2
2

~ +oo ¢
flw)=2 e~ Hdt = ——
(w) /0 cos(wt) i

Osservazione 1.Si osservi che f(t) e f(w) sono reali, pari di variabile reale.

Osservazione 2.Come noto dalla Proposizione precedente, f(w) & continua limitata e
infinitesima.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

0.9

0.8

0.7 F

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Gaussiana

o
S=9
oo

EEETE
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Moo
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Trasformata della gaussiana

Sia f(t) = e—t. Tale funzione & sommabile e quindi e trasformabile.
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della
Trasfor-
mata di
Fourier

/—
]
Trasformata

della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della gaussiana

Sia f(t) = e—t. Tale funzione & sommabile e quindi e trasformabile.

et =7



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della gaussiana

petinizione  Sia f(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.
Proprieta o

della 2

Trasfor- / ! at = f

mata di

Fourier

L [ Lot naay = [ [ oy

voluzione

Tasomats  dove B(0, R) = {(x,y) € R? : x? 4 y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha

derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della gaussiana

petinizione  Sia f(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.

Proprieta

della o et

Trasfor- / T dt= f

mata di

Fourier

Trasformata X +v%) ax dy = ||m (E+y?) ax dy
della con- 2

voluzione R B, H)

Jesemats  dove B(0,R) = {(x,) € R? : x? 4 y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha

derivata

27 R R R
Lo // e~ (%) gy dy = / d9/ pe_“’2 dp = 27r/ pe_”2 dp=m [—e‘f’z]
. B(0,R) 0 0 0 0

Trasfor
mata

L _R?
Applicazione =1 (—e + 1)
Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della gaussiana

petinizione  Sia f(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.

Proprieta

della o et

Trasfor- / at = f

mata di

Fourier

Trasformata e*(Xery dxdy = ||m (4% dx dy
della con- 2 R

voluzione R B(o, )

Jesemats  dove B(0,R) = {(x,) € R? : x? 4 y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha

derivata

27 R R R
Lo // e~ (%) gy dy = / d@/ pe_“’2 dp = 27r/ pe_”2 dp=m [—e‘f’z]
. B(0,R) 0 0 0 0

Trasfor
mata

L _R?
Applicazione =T (_e + 1
Funzioni
ade-

2
L lim // —(E4y?) dxdy = I|m 71'( e f +1>:7r
B(0,R)

R— oo



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della gaussiana

Sia f(t) = e—t. Tale funzione & sommabile e quindi e trasformabile.

/Oo e dt=/x

// e~ (49 dxdy = I|m // —(4y?) dx dy
R2 OH)

dove B(0, R) = {(x,y) € R?: x?> + y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha

27 R R R
// e~ (F+r%) gy dy = / d@/ pe_“’2 dp = 27r/ pe_”2 dp=m [—e‘f’z]
B(O,R) 0 0 0 0

=a(—eF 41
( )

. —(x%+y?) _ —R? —
Ffll—>moo//oﬂ dxdy = I|m 71'( e +1>

Ricordando le formule di riduzione e osservando che e~ (*+*) = e=(**)e=0/®) sj ha

// e~ ¥+ dxdy == / / e eV dxdy = (/ e dx) (/ eV dy)
R2 RJR R R

quindi I'asserto.



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana.

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di

Fourier Sia f(t) = e Sappiamo che & sommabile su R.
Trasformata

della con- —~ +oo .
voluzione f(w) — / 6712 ef]wt dt
Trasformata —00

della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata della Gaussiana.

Sia f(t) = et Sappiamo che & sommabile su R.

~ +oo 2 ;
f(w) :/ e e iwtat

— 00
2 +oo cw\2
—e T / e~ (HH%)" gt
— 00
Lo s . 2
Lultimo integrale ¢ l'integrale della funzione e~% con z € C su una retta parallela

allasse x e si dimostra (usando le tecniche di analisi complessa) che & eguale a

2

2 +oo
_w? _ 52 _w®
e 4/ e 7 do=+rme 1
— 00



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano f;(t), f>(t) due funzione sommabile su R e a4, ap due costanti complesse, allora

Flaafi(t) + ozf(D](w) = a1 FH(D](w) + aa Fl(D)](w).



Trasformata
di Fourier

F Feo Proprieta della Trasformata di Fourier
Proprieta .
della Linearita
o Siano f;(t), fz(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse, allora
Fourier

Flatfi(t) + azlo((w) = ar F[H (](w) + a2 F[f2(1)](w).

Esempio

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
f(t) = { b(t) = {

0 altrove 0 altrove

Flh () + R(D)(w) = FIA(D](w) + Fll(](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano f;(t), f>(t) due funzione sommabile su R e a4, ap due costanti complesse, allora
Flonfi (1) + azfo()](w) = a1 F[A(D)](w) + aa Ff(1)](w).

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
f(t) = { b(t) = {

Flh() + (D)(w) = FIA(D](w) + Fll(D](w)

_ 2sin(1w) 4 2sin(3w) perw # 0
w

w

Flh(t) + £(0])(0) =2+6



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano f;(t), f>(t) due funzione sommabile su R e a4, ap due costanti complesse, allora
Flonfi (1) + azfo()](w) = a1 F[A(D)](w) + aa Ff(1)](w).

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
f(t) = { b(t) = {

Flh() + (D)(w) = FIA(D](w) + Fll(D](w)

_ 2sin(1w) 4 2sin(3w) perw # 0
w

w

Flh(t) + £(0])(0) =2+6

Foh(D)(w) = 5F[R()](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano f;(t), f>(t) due funzione sommabile su R e a4, ap due costanti complesse, allora

Flatfi(t) + azlo((w) = ar F[H (](w) + a2 F[f2(1)](w).

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
f(t) = { b(t) = {

FIHO + RO1) = FIHON) + Fla(0](w) = 2200 4 2e03)

w

perw # 0
FlH() + £(1)](0) =2 +6

Fah(D))(w) = 5F[L(1)](w) =5

2SinT(3w) perw #0, F[56(1)](0)=5x%x6



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e t, € R, allora

FIH(t — to)](w) = e /o~ FIF(1)] ().



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e t, € R, allora

FIH(t — to)](w) = e /o~ FIF(1)] ().

Esempio
Calcolare la trasformata di e—!t+2!.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e #) € R, allora

FIH(t = o)(w) = e/ FIH(D](w).

Esempio
Calcolare la trasformata di e~11+2|. Se f(t) = e~ !!l si ha

Fle "2 (w) = FIf(t +2)|(w) = P2 FIA(1)](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e #) € R, allora

FIH(t = o)(w) = e/ FIH(D](w).

Esempio
Calcolare la trasformata di e~11+2|. Se f(t) = e~ !!l si ha
2

FloT It w) = FIf(t +2))(w) = P F(D](w) = 62 =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e #) € R, allora

FIH(t — to)](w) = e /o~ FIF(1)] ().

Esempio
Calcolare la trasformata di e~11+2|. Se f(t) = e~ !!l si ha

Fle™ M2 (w) = Ff(t + 2))(w) = &2 FIf(D](w) = & 2w1+iw2

Calcolare la trasformata di e=1t=3!.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e t, € R, allora

FIf(t = to)l(w) = e Mo FIf()] (w)-

Esempio
Calcolare la trasformata di e~ 11+2l. Se f(t) = e~ !l si ha

Fle™ 72 (w) = FIA(t + 2)](w) = &2 FIH(D)](w) = &2 Hiwz

Calcolare la trasformata di e~1!=3I. Se f(t) = e~ !l si ha

Fle I3 (w) = Flf(t - 3)|(w) = e B Ff(1)](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia f(t) una funzione sommabile suR e t, € R, allora

FIf(t = to)l(w) = e Mo FIf()] (w)-

Esempio
Calcolare la trasformata di e~ 11+2l. Se f(t) = e~ !l si ha

Fle™ 72 (w) = FIA(t + 2)](w) = &2 FIH(D)](w) = &2 Hiwz

Calcolare la trasformata di e~1!=3I. Se f(t) = e~ !l si ha

Fle 1" ¥)(w) = FIA(t - 3))(w) = e BFI(D](w) = 1 =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta Esercizio

della

Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Calcolare F[f(t — 1)](w).

f(t) =

1

0

sete[-1,1]

altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta Esercizio

della
Trasfor- 1 sete [71 , 1]

mata di

Fourier f( t) =

Trasformata 0 altrove
della con-

voluzione Calcolare ]:[f(t —1 )](w)

Trasformata

della Risoluzione.
derivata

g"f| FIf(t = D(w) = e FIH(D](w) =

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizio
1 sete[-1,1]

0 altrove
Calcolare F[f(t — 1)](w).

Risoluzione.
FIf(t = )](w) = e Flf(D)](w) = €

Flf(t—1](0)=eP2=2

_jw 2sin(1w)
w

perw # 0



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta Esercizio

della
Tasior 1 sete[-1,1]
Fourior f(t) =
0 altrove
Calcolare F[f(t — 1)](w).

Risoluzione.

FIf(t = Dl(w) = e Ff(t)(w) = e

_jw 2sin(1w) per w £ 0
w

FIf(t—1)])(0) = e P2=2

Osserva che

FIF(t = 1)](0) := /m f(t—1)dt = /_ﬂo f(t) dt == F[F(1)](0)

— 00 [e o]



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta

della

Trasfor- izi
Trasfor. Esercizio
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata

della Calcolare F[f(t + 2)](w).

derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

1

0

sete[-1,1]

altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizio

Calcolare F]

Risoluzione.

1 sete[-1,1]

0 altrove
[f(t+ 2)](w).

FIH(t +2))(w) = & FIH(D)](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizio

Calcolare F]

Risoluzione.

1 sete[-1,1]

0 altrove
[f(t+2)](w).

FIH(t+2))(w) = ¥ FIH(1)](w) = esz%(‘w)

FIf(t+2))(0) = e¥°2=2

perw # 0



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

— Comportamento rispetto al riscalamento
della Sia f(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R\ {0}, allora

Trasfor-
pasd 1 )
Trasformata ’F[f(Ct)](w) = H}—[f(t)] (E) .
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

— Comportamento rispetto al riscalamento
della Sia f(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R\ {0}, allora

Trasfor-
pasd 1 )
Trasformata ’F[f(Ct)](w) = H}—[f(t)] (E) .
della con-
voluzione

Trasformata

della Esempio
derivata "
Calcolare la trasformata di e 141l

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier
22:::9 Comportamento rispetto al riscalamento
gella Sia f(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R\ {0}, allora
mata i 1
Fourier w
Ff(elw) = 7101 (%).
voluzione

Trasformata

della Esempio
derivata .
Calcolare la trasformata di e~ 141l

Derivata
della

Trasfor- Se f(t) = eIl allora

mata

icazione — 1 w

o Fle=)(w) = FIAn)w) = 7 FIHON (3) = 3 ——=
Funzioni

ade- 42
rapida



Trasformata
di Fourier

F Feo Proprieta della Trasformata di Fourier
z::r':;ne Comportamento rispetto al riscalamento
Sk Sia f(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R\ {0}, allora
rasfor-
mata di 1
Fourier w
Ff(elw) = 7101 (%).
voluzione

Trasformata

della Esempio
derivata .
Calcolare la trasformata di e~ 141l

Derivata
della

Trasfor- Se f(t) = eIl allora

mata

icazione — 1 w 1 2
o FlemM)(w) = FI@E0Iw) = 27U (5) = 3 ——=
Funzioni 1 + we
ade- 42
fapida

ot
Calcolare la trasformata di e~ 's!.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto al riscalamento
Sia f(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora

Flene) = 1) ().

||

Esempio
Calcolare la trasformata di e~ 141l

Se f(t) = eIl allora

Fle~\w) = Flranie) = 71 (£) = 3

41+
Calcolare la trasformata di e~ 5!
Se f(t) = e~ Il allora

Fle~§)(w) = FIf (é)](w) = 6711(0](6w) = 63~z 5



Trasformata
di Fourier

F. Feo
Esercizio

Definizione

:r?lprielé 1 sete[-1,1]
ella
Trasfor- f( t) =

mata di 0 altrove

Fourier

Trastormata - Galcolare F[f(3t)](w).
della con-
voluzion . .
e Risoluzione.
Trasformata

della

derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo
Esercizio

Definizione

:rllalprielé 1 sete[-1,1]
ella
Trasfor- f( t) =

mata di 0 altrove

Fourier

Trastormata - Galcolare F[f(3t)](w).
della con-
voluzione . .
Risoluzione.
Trasformata

della

derivata 1 w
. FIUEHw) = 27O 7 ) =
Derivata 3 3
della

Trasfor-

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo
Esercizio

della

Trasfor- f( t) _
mata di

Fourier

Proprieta { 1 setc [_1 7 1]

0 altrove
Calcolare F[f(3t)](w).

Risoluzione.

w 2sin(¥
FI(B)](w) = %}'[f(t)]( )_ 12sin(3)

3)=3 3

1
3 > perw # 0 FIf(3](0) = 22

Calcolare FI[f (*é)](w).

Risoluzione.



Trasformata
di Fourier

F. Feo
Esercizio

della

Trasfor- f( t) _
mata di

Fourier

Proprieta { 1 setc [_1 7 1]

0 altrove
Calcolare F[f(3t)](w).

Risoluzione.

w 2sin(¥
FI(B)](w) = %}'[f(t)]( )_ 12sin(3)

3)=3 3

1
3 > perw # 0 FIf(3](0) = 22

Calcolare FI[f (*é)](w).

Risoluzione.

Ff (fé)](w) = 5F[f(1)](—5w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

{ 1 sete[-1,1]
f(t) =

0 altrove
Calcolare F[f(3t)](w).

Risoluzione.

w 2sin(¥
FI(B)](w) = %}'[f(t)]( )_ 12sin(3)

3)=3 3

1
3 > perw # 0 FIf(3](0) = 22

Calcolare FI[f (*é)](w).
Risoluzione.

2sin(—5w) _ g2sin(5w)
—5w - 5w

7t (5 1) = SFION(-52) =5 perw 7 0

FIf (—é)](O) _5x2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della Gaussiana
fa(t) = e a>0

Sia fa(t) = e-a® a>0. Bisogna pensarla come funzione riscalata di f(t) = e

quindi f,(t) = e~(Va’ = f(\/at).
Flfa(h)](w) =

E ancora una gaussianal!

’
va

#reo1

w

_ 2

e



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

della

Trasfor-

mata di L X . , .

Fourier Le due proprita precedenti possono essere scritte usando un’unica formula.

Trasformata

della con- Proprieta
voluiens Sia f(t) una funzione sommabile su R, ty e Re ¢ € R \ {0}, allora

Trasformata
della 1 w
derivaa Flf(ct — tp)(w) = e o —F[F()] (=) .
Derivata |C‘ C
della

Trasfor-

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

u]
o)
I
ul
it




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Le due proprita precedenti possono essere scritte usando un’unica formula.

Proprieta
Sia f(t) una funzione sommabile suR, fp € Re c € R\ {0}, allora

Flf(et - t)](w) = e 0% L F[f(1) (%) .

Ic]

Infatti combinado le due precedenti proprita si ha che

—jto %y _ *'o%i w
Flf(et = ))w) = e 0 E Af(e](w) = 0% = FT0] (%)




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Sia f(t) una funzione sommabile su R e wp € R, allora

FI(B)](w) = FIDI(w — wo)-



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

della

Trasfor- . . .

mata di Sia f(t) una funzione sommabile su R e wy € R, allora

Fourier
o FIEO(D](w) = FIAD](w — wo)-
voluzione

Trasformata

allE Esempio

derivata

e 1 osetel-t
Trasfor- f( t) —
mata 0 altrove

Applicazione

:i,"zfc‘::; FI()](w) = FI(D)](w—1) =



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

della

Trasfor- . . .

mata di Sia f(t) una funzione sommabile su R e wy € R, allora

Fourier

rasformata jwnt _

della con F[e¥oHf(1)](w) = FIF(1)](w — wo)-
voluzione

Trasformata

gl Esempio

derivata

dD;ellii;/ala 1 sete [_1 5 1]
Trasfor- f( t) =

mata

0 altrove

Applicazione

FIEH(DI(w) = FIF(D)(w—1) =

% per w # 1, FleMf(1)](1) = FIF(1)](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Sia f(t) una funzione sommabile su R e wp € R, allora

FIE (D] (w) = FIHD)](w — wo).

Esempio

1 set
f(t) =
0 altrove

2sin(w —1)

FIEH(D)](w) = FU(DI(w—1) = —

Fle #1(B)](w) = FIH(O(w +2) =

e [-1,1]

per w # 1, FIe"(1)](1) = FIf(1)](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Sia f(t) una funzione sommabile su R e wp € R, allora

FIE (D] (w) = FIHD)](w — wo).

Esempio

1 sete[-1,1]
f(t)={

0 altrove

FIE 1) = FUDw—1) = 22D perss 24, Flet (o)1) = FIN(D)(0) = 2
Fle 2 (](w) = AU +2) = 20 EE) pery 2 2

Fle @' f(t)](—2) = FIf(1)](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata Siano
della con- 1 sete [_1 s 1]

voluzione

Trasformata f1 (t) =
della 0 altrove
derivata

Derivata Calcolare per w # 0
della 1)

Trasfor-

mata Flfi(t=1) = £(D](w)

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

1

0

Esercizi
sete€[-3,3]
altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizi
Siano
1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
fi(t) = b(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0

1)
Flfi(t=1) = (O)(w) = FlA(t - D](w) = Fl(D](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizi

Siano

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
() = { h(t) = {

0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
1)
Flf(t=1) = 2(O)(w) = Flf (t = )])(w) — F()](w)

= e FIR(D](w) ~ FI(0](w) = oo 2] 2sn(3)

w



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta .
della Siano

Tras'or_- 1 sete [_1 , 1]
:':l:::rl fi(t) =

0 altrove

Trasformata
della con-

voluzione Calcolare per w # 0
Trasformata 2)

della

derivata _F[f1 (41L — 1) — 2f2(—4t + 5)](w)
dela

Trasfor-

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

1

0

Esercizi

sete [_373]

altrove



Trasformata
di Fourier

F.Feo Esercizi

Definizione

Proprieta H
e Siano

Trasfor- 1 sete [—1, 1] 1 sete [—3,3]
mata di f1 (t) — fz(t) —

Fourier
0 altrove 0 altrove

Trasformata
della con-

voluzione Calcolare per w # 0
Trasformata 2)

della

derivata f[f1 (4t — 1) — 2f2(—4t + 5)]((,,)) — ]-‘[f1 (4[ _ 1)](w) _ 2.7'-[f2(—4t + 5)](w)
dela

Trasfor-

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata

di Fourier P
HlFeo Esercizi
Gl Siano
Trasfor- 1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3
Fourier f(t) = b(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flfi(4t — 1) — 2f(—4t + 5)]|(w) = Flfi (4t — 1)](w) — 2F[fo(—4t + 5)](w)

= e/ % F[f, (41)](w) — 26~ %j“]:[fz(—M)](w)



Trasformata
di Fourier

Esercizi
F. Feo
Proprieta Siano
Tastor 1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
Fovnr h(D) = B() =

0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flfi(4t — 1) — 2f(—4t + 5)]|(w) = Flfi (4t — 1)](w) — 2F[fo(—4t + 5)](w)
— e71% Flf; (40)](w) — 26~ ¥ Flho(—41)](w)

= e7/% FIf (4)](w) — 267 % Ffp(—41)])(w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizi

Siano

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3
f1(t){ B(t) {

0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

FIfi (4t = 1) = 26(—4t 4 5)|(w) = FIf (4t — 1)](w) — 2F[fo(—4t + 5)|(w)
= e/ % F[f, (41)](w) — 26~ %jw}'[fz(—M)](w)
= e7/% FIf (4)](w) — 267 % Ffp(—41)])(w)

= o T FIROIE) - e H RIS



Trasformata
di Fourier

F.Feo Esercizi
Gl Siano
Trasfor- 1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3
Foe () = B0 =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flfi(4t — 1) — 2f(—4t + 5)]|(w) = Flfi (4t — 1)](w) — 2F[fo(—4t + 5)](w)
— e71% Flf; (40)](w) — 26~ ¥ Flho(—41)](w)

= e7/% FIf (4)](w) — 267 % Ffp(—41)])(w)

= o T FIROIE) - e H RIS

e s w
6_1%12sm(?) _ge_%jw2sm( 34)
T



Per casa fare il conto quando w = 0

«O>» «F»r <

DA



Trasformata
di Fourier

AR Esercizi per casa
Proprieta
Trastor Siano |
m i —_ |t
Fourier h(t)=e
1 sete[-1,1] 1 setel2,3]
() = f3(t) =
0 altrove 0 altrove
Calcolare

O Flfi (1) + (1) + B(1)](w)
@ F[-f(t) + 3h(H)](w)

© Flhi(t—1) — K(t/3)](w)
0 FleMfi(t) + f(t — 2)](w)
0 Fle () + b(t+ 2)](w)
0 Fle=1f (t - 1)](w)

@ FleH3f (t + 3))(w)

0 Fle=h(t - 1)](w)



Trasformata
di Fourier

F.Feo Esercizio

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-

mata di Siano £, (t) = e~ !l (1) = £ (21), (1) = f;(t — 3), f4(t) = f (2t — 3), f5(t) = %1y (1).
R Calcolarne le trasformate.
Trasformata

della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F.Feo Esercizio

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-

mata di Siano fi(t) = e~ 1l f(t) = f(21), 5(t) = f(t — 3), (1) = fi(2t — 8), f5(t) = eV (¢).
Fourier Calcolarne le trasformate.
Tesiomata Ricordiamo che f (w) = H%, allora

della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

AED Esercizio
Proprieta
della
Trasfor- .
e Siano £ (t) = e~ I, K(t) = £(2t), (1) = fi (t — B), (1) = £ (2t — 3), f5(t) = €3f ().
Fourier

Calcolarne le tragformate.

Ricordiamo che f;(w) = 12, allora

T+

Blw) = FIH @) = 37160 (5) = 5 —us



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano f(t) = e~ !l () = f1(21), f5(t) = fi(t — 3), fa(t) = f(2t — 3), f5(t) = €¥f(1).
Calcolarne le tragformate.

Ricordiamo che fi(w) = szz‘ allora
Blw) = FIh@0)w) = JF6 01 (2) = ﬁ
2

Bw) = FIA(t - 3)](w) = e P FIR() () = e =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano f(t) = e~ !l () = f1(21), f5(t) = fi(t — 3), fa(t) = f(2t — 3), f5(t) = €¥f(1).
Calcolarne le tragformate.
Ricordiamo che f (w) = H%, allora

Bw) = FIh(@0]w) = JFIR 0] (5) = %1 +?w)2
2

Bw) = FIA(t - 3)](w) = e P FIR() () = e =

Bw) = Ff (2t - 9)](w) = I 2t~ 3/2)](w) = 37l (t-3/2)] (%)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano f(t) = e~ !l () = f1(21), f5(t) = fi(t — 3), fa(t) = f(2t — 3), f5(t) = €¥f(1).
Calcolarne le tragformate.
Ricordiamo che f (w) = H%, allora

Bw) = FIh(@0]w) = JFIR 0] (5) = %1 +?w)2
2

Bw) = FIA(t - 3)](w) = e P FIR() () = e =

Bw) = Ff (2t - 9)](w) = I 2t~ 3/2)](w) = 37l (t-3/2)] (%)




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Definizione di convoluzione di due funzioni
Siano f;, f> due funzioni sommabili su R definiamo

—+0o0o
(o)) = [ A©OR(E-Ode



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Definizione di convoluzione di due funzioni
Siano f;, f> due funzioni sommabili su R definiamo

—+0o0o
(o)) = [ A©OR(E-Ode

Proprieta
® fi x fp = fp * f{ (p. commutativa)
® (fixf)«xfy ="M *(f*f3) (p. associativa)
® fix(fo+f3) = fy x fo + f = f3 (p. distributiva)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h * B)(D](w) = FH )W) Fl(D](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h = L) (](w) = FlH(ON(w)Ff(1)](w)
Dimostrazione

Passo 1. La funzione (f; = f)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della convoluzione

Definizione Proposizione

Proprieta Se fi, f, sono due funzioni sommabili su R allora

ella

Trasfor-

mata di Fl(h * R)(D)(w) = FlA (D) (w) FlR(D](w)

Fourier

Trasformata
della con- R .
voluzione Dimostrazione

Tasiormats Passo 1. La funzione (f; = f,)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni

el sommabili su R. Infatti
derivata

Derivata +oo +oo oo

[ Tiemoia= [ [ h@ni- o de o
Trasfor- — 00 —oo —0o0

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h * B)(D](w) = FH )W) Fl(D](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (f; = f)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

/f: I(h * B)(D)] dt = ‘/ ARt - ds' ot

<[ T m@ne-onaca= [ [ in e - e dra



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h * B)(D](w) = FH )W) Fl(D](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (f; = f)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

/f: I(h * B)(D)] dt = ‘/ ARt - ds' ot

<[ Tmenu-ordea= [ [ i@ ol oo
+o00o o)
:/_ M(f)\/_+ R(t = &)| dtde



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h * B)(D](w) = FH )W) Fl(D](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (f; = f)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

I GUUES ]/ ROt — ¢ ds' ot

g/: /:’Wg)fz(t_gn dgdt:/:: /:jlﬁ(ﬁ)llfz(f—f)\ dt de
= [T [ i -o o
e o s ([ o ae) (/o)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(h * B)(D](w) = FH )W) Fl(D](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (f; = f)(t) € sommabile su R se fi, f> sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

I GUUES ]/ ROt — ¢ ds' ot

g/: /:’Wg)fz(t_gn dgdt:/:: /:jlﬁ(ﬁ)llfz(f—f)\ dt de
= [T [ i -o o
e o s ([ o ae) (/o)

< +oo



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

400

Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

— 0o



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

400

Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

— 0o

oo ptoo +oo ptoo
:[ e_,er n(&)fz(tfs)dsdt:[ [ eIty (€)hy(t — €) e o

]



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+00 .
Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

:/me—f“/f+ F(E)h(t — €) dé dt = /m/ eIt (€)h(t — €) d ot

= [T e mne-gade= [ (/ (- o) o



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+00 .
Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

=/+°°e—f“/7+ F(E)h(t — €) dé dt = /M/ eIt (€)h(t — €) d ot

,/W/ eIt (E)h(t — €) dt dE = / (/ e /‘*”fz(t—f)dt>
_(r=t—¢) /_; (€) (/_Oc e I+ () d ) de



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+00 .
Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

=/+°°e—f“/7+ F(E)h(t — €) dé dt = /M/ eIt (€)h(t — €) d ot

_ [ e (O h(t— &) dtd¢ = e Mt —¢) dt
-] [owa(f
_(r=t—¢) /_; (€) (/_Oc e I+ () d ) de
_ L :O f(¢)e I ( L :O e hy(r) dT> de



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se fi, > sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(fr = R)(D)(w) = FIA (D) (w) FlR(D])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+00 .
Flth < R)O)w) = [ (e R) (e et

=/+°°e—f“/7+ F(E)h(t — €) dé dt = /M/ eIt (€)h(t — €) d ot

= [T [T erment-aaae= [ ae ([ e tne-gar) g
= ([ Tnoerca) ([T e hmar) = Ak



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata Fourier della derivata

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata  Proposizione
della

derivata Se f & una funzione sommabile e continua su R con derivata continua a tratti e
Derivata sommabile su R allora
, .
Trastor- FIF(H(w) = juFf(1)](w)
mata

Applicazione  (senza dimostrazione)

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Derivata della Trasformata

Proposizione
Se f(t), tf(t) sono funzioni sommabili su R, allora f(w) & derivabile suR e

7(w) = FI(-)f(D](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Derivata della Trasformata

Proposizione
Se f(t), tf(t) sono funzioni sommabili su R, allora f(w) & derivabile suR e

7(w) = FI(-)f(D](w)
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di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia f(t)=e

_12

Trasformata della Gaussiana




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia f(t)=e

_12

Trasformata della Gaussiana

f/(t) = —21f(1)

FIF (H)(w) = F[-2tf(1)](w)




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia f(t)=e

_12

Trasformata della Gaussiana

f/(t) = —21f(1)
FIf' (O)(w) = F[-2tf(1)](w)

jwk(w) = —2jf' (w)




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia f(t)=e

_12

Trasformata della Gaussiana

F(t) = —2tf(t)
FIF (D)(w) = Fl-21f(1)](w)
jwk(w) = —2jf' (w)

P(w) = —g?(w)




Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana

Definizione

S . 2
Proprieta Sia f(t) — e 1.
della
Trasfor-

mata di -~ oo 2
Fourier f(O) = e at = \/77'
Trasformata

della con-
voluzione

Trasformata f’ ( f) =-2 ff( f)

della

derivata

perivat FIF(D)(w) = FI-2()](w)
ella

Trasfor-

mata ~

jwk(w) = —2jf' (w)

Applicazione
Funzioni w
ade- 2 . 7
crescenza f (UJ) - E f(w)
rapida

Problema di Cauchy R N
{ f(w) = -5 f(w)
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Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy

Definizione 7 7
fllw) = -Yflw

Proprieta ( ) 2 ( )

della -

Trasfor- =

mata o H0) = vim

Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy

Definizione 7 1
fllw) = -Yflw

Proprieta ( ) 2 ( )

della e

Trasfor- —

o f0) = v

Fourier

eeiormar  Dalla condizione iniziale si evince che f(0) = 0 non € soluzione. Per cercare soluzioni
della con- non nulle 'equazione differenziale diventa

voluzione

Trasformata Iz
della f ) —

derivata f( w ) 2
Derivata

della

Trasfor-

mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy

F(w) = —$Fw)

f(0) =7
Dalla condizione iniziale si evince che f(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Plo) __w
fw) 2

Integrando si ha
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy

F(w) = —$Fw)

f(0) =7
Dalla condizione iniziale si evince che f(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Plo) __w
fw) 2

Integrando si ha
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della Gaussiana
{ﬂ@——ﬁ@)
7(0) = 7

Dalla condizione iniziale si evince che f(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Problema di Cauchy

flw)  w
floy 2
Integrando si ha
2
In([f(w))) =~ +k ki €R

Ricordando che f(0) = /7 si ha

f(w) =1(0)eF = me T

E ancora una gaussiana!
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Ulteriore trasfomata notevole

7

1412

[

Te

[w]




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizio: provare che

1

1+82

Ulteriore trasfomata notevole

“[rfslor-re

€ sommabile.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Il circuito RC mostrato in figura & composto da una resistenza e da un condensatore
carico di capacita C. Nel nostro caso & presente una sorgente esterna di tensione e(t).

DA



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Il circuito RC mostrato in figura & composto da una resistenza e da un condensatore
carico di capacita C. Nel nostro caso & presente una sorgente esterna di tensione e(t).

Sia s(t) la tensione alle facce opposte del condensatore. Essa verifica la seguente
equazione differenziale

RCs'(t) + s(t) = e(t) (equazione di Kirchhoff).

Infatti e(t) = Ri(t) + s(t) con l'intensita di corrente i(t) data da i(t) = C s'(t).
(=] = = =
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

RC S (1) + s(t) = e(t)

Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza v) ad entrambi i
membri

RC F[s' ()](v) + FIs()l(v) = Fle(D](v)

RC27jrs(v) +3(v) = e(v)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

RC S (1) + s(t) = e(t)

Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza v) ad entrambi i
membri

RC F[s' ()](v) + FIs()l(v) = Fle(D](v)

RC2mjus(v) + 3(v) = e(v)

Siricava che R
e(v) .

5(v) = TrRCI 8(v)h(v)

dove ﬂ(u) = m e detta funzione di trasferimento del circuito e permette di
ottenere s(t) dalla conoscenza di e(t).
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

RC S (1) + s(t) = e(t)

Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza v) ad entrambi i
membri

RC F[s' ()](v) + FIs()l(v) = Fle(D](v)

RC2mjus(v) + 3(v) = e(v)

Si ricava che )
e(v ~ T
= — h
15 RC2mjy - CWNW)

s(v)

dove ﬂ(u) = m e detta funzione di trasferimento del circuito e permette di
ottenere s(t) dalla conoscenza di e(t).

Dalla formula sulla trasformata della convoluzione segue che

s(t) = (hxe)(1)
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di

Nel nostro caso

h(v)

tensione (facoltativo)

1
RC HicZle/




Trasformata
di Fourier

ST Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier
Nel nostro caso

Trasformata —~ 1 1

della con- h(v) = —
@) RC HicZle/

voluzione

Trasformata

s Osservando che se a > 0 e g(t) = e~ pert > 0 e g(f) = 0 per t < 0, allora
Celivsia Fla(t)](v) = == (fare il conto usando la definizione), si ha che

Derivata a+t2jmv ’

della

et ice’TIC set>0
Applicazione (3) h( t) -

Funzioni
ade-

ciSsconze Ne segue che
rapida

0 set<0

s(f):(h*e)(t):/o*“’ ot — ) oo™ dr



Trasformata
di Fourier

ST Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di

Feo 1 - _ Foo 1 t—o
s = (et = [ et—r)pge Fdr == [ eo) e R do
Trasformata 0 RC 0 RC
della con-

voluzione Se e(t) =1se0 < t < T e zero altrove, allora

'|d'rea"s;ormata e pert< Tsiha
derivata
; t 1 ot L !
S:Irlgaza s(t) = (hxe)(t) = / AiRCe RC do = A —Hce RC do
Trasfor- 0 0
mata
Applicazione = A I:e RC ] = A(1 - eW)
Funzioni 0
ade-
crescenza
rapida
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Trasformata
di Fourier

ST Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Definizione

Proprieta

della

Trasfor-

mata di +o00 1 . B +oo 1 Y
s = (et = [ et—r)pge Fdr == [ eo) e R do
Trasformata 0 RC 0 RC

della con-

voluzione Se e(t) =1se0 < t < T e zero altrove, allora

Trasformata

b ® pert < Tsiha

derivata

Derivata s(t):(h*e)(t):/iALe% do=A tie% do
1d'fa"safor- 0 RC 0 RC

mata

Applicazione = A I:e%]i = A(1 — e%)

Funzioni 0

ade-

crescenza

rapida ® pert>Tsiha
(t) = (h* e)(t) "al e do—a [ Lewd
S = e = —e — — e
) /0 RC 7 /0 RC 7

o—t1T _ . _
:A[eTGt]O :A(e% —e/Tct):AefTé(efTTC —1)
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Riassumendo, se

e(t) =

1 se0<t<T
0 altrove

allora »
A(1 — erc) set<T
s(t) =

Aef%ct(eﬂic —1) set>T



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione (facoltativo)

Riassumendo, se

1 sel0<t<T
e(t) =
{ 0 altrove
allora .
A(1 — erc) set<T
s(t) =

Aef%ct(eﬂic —1) set>T

Abbiamo usato

+o00 . +o00 .
st) = (h=e)t)= [ elt—r)gze Fodr = [T eo) 2z do
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Le funzioni a decrescenza rapida sono delle funzioni regolari tali che le funzioni stesse
e le derivate decrescono piu velocemente di una qualsiasi potenza.

Tale insieme & indicato con S(R) ed ¢ caratterizzato dallimportante fatto che su di
esso la trasformata di Fourier € un automorfismo e grazie a questa proprieta &
possibile definire la trasformata di Fourier delle distribuzioni temperate (Esame di
Metodi).
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Le funzioni a decrescenza rapida sono delle funzioni regolari tali che le funzioni stesse
e le derivate decrescono piu velocemente di una qualsiasi potenza.

Tale insieme & indicato con S(R) ed ¢ caratterizzato dallimportante fatto che su di
esso la trasformata di Fourier € un automorfismo e grazie a questa proprieta &
possibile definire la trasformata di Fourier delle distribuzioni temperate (Esame di
Metodi).

Abbiamo visto che tanto piu veloce f(t) tende a zero per |¢{| — oo tanto piu € regolare

?(w), quindi S(R) e un buon candidato affinché la trasformata di Fourier sia un
automorfismo.




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C,, 3 > 0 tale che

[t]|DPf(t)] < Cup VEER.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C,, 3 > 0 tale che

[t]|DPf(t)] < Cup VEER.

Esempio: f(t) = e~ 4> 0&adecrescenza rapida.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C,, 3 > 0 tale che

[t]|DPf(t)] < Cup VEER.

Esempio: f(t) = e~ 4> 0&adecrescenza rapida.

Esercizio: provare I'affermazione precedente.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C,, 3 > 0 tale che

[t]|DPf(t)] < Cup VEER.

Esempio: f(t) = e~ a> 0&adecrescenza rapida.

Esercizio: provare I'affermazione precedente.

Risoluzione esercizio: Facendo le derivate d’ordine n di e*a'g, ci si convince che e
sufficiente provare che t7f(t) con v > 0 ¢ limitata V¢ € R.
Osservando che lim;_, ;.o [t|7f(t) = 0 segue che

[t|7]f(t)| < costante per |t| > M
per un certo M > 0. Per |t| < M le funzioni t¥ e f(t) sono limitate e quindi

[t|7|f(t)| < costante per [t| <M



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C, g > 0 tale che

[t||DPf(1)] < Cap VEER.

Proprieta: f € S(R) = f(t) sommabile su R e quindi & trasformabile.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida: S(R)

Una funzione f : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Vo, 8 € Ny
esiste una costantte C, g > 0 tale che

[t|*|DPf(t)] < Cup VEER.

Proprieta: f € S(R) = f(t) sommabile su R e quindi & trasformabile.

Per dimostare la sommabilita basta osservare che la funzione & continua e si ha
t2If(t) < Cop VEIER

da cui segue che
Cop0
f(t) < — t|>M
o< 55 1
con M > 0. Per il teorema dei Carbinieri lim|;_, ; o, f(t) = 0. Tale funzione &
infinitesima con ordine almeno 2 (segue dalla stima) e quindi & sommabile.




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Applicazione

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Proposizione
Se f € S(R) allora f € S(R), i.e.

F:feSR)—feSR).

Inoltre F & un automorfismo (applicazione lineare biunivoca di S(R) in S(R)).



Trasformata
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Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Testi consigliati:
® M. Bramanti, C.D. Pagani, S. Salsa - Analisi matematica 2 - Zanichelli
® G.C. Barozzi - Matematica per I'Ingegneria dell'Informazione - Zanichelli

Si possono inoltre consultare:
® M. Codegone - Metodi Matematici per I'lngegneria - Zanichelli
® S. Abenda, S. Matarasso - Metodi Matematici - Progetto Leonardo
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