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ACS poarte 2: ACS_l4a
Argomenti trattati

» Cenni a Fourier 2D (oFT, Fs, F1).
» Cenni alle proprieta diFT 20. -




DFT 2D ¢ IDFT 2D
DEFINIZIONE
Sia f una matrice MxN f= (fh,k)e(CM"N: la Trasformata di Fourier
Discreta 2D di f & Ia matrice Fe CM*Nj cui.elementilsono:
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M-Iy e uh+%) S

Fu,v = Z th,k e ‘M N u=0,1,.,M—1,v=0,1,...N —1 5

h=0 k=0 S

e, viceversa, la Trasfarmata di Fourier Discreta Inversa 2D di Fe | ¢
la matrice £icui elementi sono: i
M—1y +2m uh vk) )

by i = MN Z) 2; e ] | |

=

in MATLAB: tTf€2(), LEft2() e TEtshiftt()




Trasformata di Fourier Discreta 2D

u=0,1,....M —1,v=0,1,.... N —1
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M—1n_4 S Wi
—2751(”—4—"—)
Fu,v = t, e Mo
h—=0) k=0 —,
separa
M—1rnv l. J .'\:)'
—%vk y2nigp
Fu,v = Z £, le %E s
h=0 Lk=0_
%,
per ogni /i, e una DFT ...

u=0,1,.... M —1,v=0,1,.... N — 1

Una DFT 2D puo essere calcolata mediante piu DFT 1D,
ciascuna calcolata lungo una dimensione.
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Trasformata di Fourier 2D
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Una DFT 2D (fft2() in MATLAB) puo essere espre&s)é medlante
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piu DFT 1D, ciascuna calcolata lungo una dlmensJ,/eme (? N
; ) -
>3 . 9//
Esempio: M=2, N=3 L lé,\‘ >
J
e
N b :

Yo’ o
1{| 3 DFT(V=2) lungo le colome\)@ QM\ gDFr(N_3) lungo le righe | | ;
oy S ) \’ S
£=[1 2 3;4 5 6]; disp( fft(l £FE(F) |. ") [ f:!ll 2013 | 'S
21 + oi -3 + 1.73211 -3 - 1.7321i 14_ 5[Le)| | &
-9 + 01 0 + i 0 + i q%_
XS }/ ) \ 7 8
R A —

2 Dl‘\'l“\g@"—:fé)\m?orle\g/tg}e’ ——112) 3 DFT(M=2) lungo le colonne
f=[1 2 3;4 5 6]; disp( |[Fft( Fft(f.')l ) ~
21 + 01 -3 + 1.73211 -3 - 1.73211 §
-9 + 0i 0 + 91 0 + 01 =
7> )~ =
j f=[1 2 3;4 5 6]; disp(fft2(f)) s
21 + 0i -3 + 1.7321i -3 - 1.7321i =

~ -9 + 0i 0 + oi 0 + 9i




Dalla forma scalare di una DFT 2D spiegare
perché la si puo ottenere anche come segue:

Esercizio

e |

—y T

f=[1 2 3;4 5 6];
21.0000 + 0.00001
-9.0000 - 0.00001

[M,N]=size(f);

disp(fft2(f))
-3.0000 + 1.7321i
0.0000 + 0.0000i

-3.0000 - 1.7321i
-0.0000 + 0.00001

wM=exp(-2i*pi/M); k=0:M-1; WM=wM.~(k'*k);

wN=exp(-2i*pi/N);

k=0:N-1; WN=wN.~(k'*Kk);

WM * £ * WN

ans =
21.0000 + 0.00001
|| -9.0000 - 0.00001

forma matriciale della DFT 2D

-3.0000 + 1.73211
0.0000 + 0.00001

-3.0000 - 1.7321i
-0.0000 + 0.00001

]
!:! =|® )
M ( M k,j=0,1, ., M-1
Q, = (o)
=|®
N ( N k,j=01,.,N-1 ?

—j2m

, M, =e ¥

. ::::j>> Q, Q.

— N
Qy =€
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Trasformata di Fourier 2D
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Quando gli mtegrah esistono, la FT 2D é definita corhe, ‘{

Trasformata di Fourier 20 (2D F‘I’)

I\
/

»

+oo0 400
F f ffxy —Lxco—i-y(o)dxdy
o —oo o, ®, are angular frequencies
+00 400
F(vov)= [ [ Foy)e ™™ dxdy
o —oo v,, v, are angular frequencies
RSN o
La Trasformata di Fourier havérga&!b (ZQIEP) e definita come
7 +o00 +00
ﬂ: o oo ®,, ®, are angularfrequenues
+0o0 400 .
flx,y)= f f F(vx,vy)e+2nl(XVX+yVy)dvxdv
o oo v,, v, are angular frequencies

\

F(o,y)= ffxy e " dx
F((Dg,'wy)_ f E(wx,y)e_iwyydy

F

Come ypaf Df‘l‘@g una\(’fjo/puo egprlmer5| come combinazione di due FT 1D:
\ >

+o00

(voy)= [ floy)e e
400

V{,l"y)— f F.(vy,y)e ™™ dy

rispetto a frequenza angolare @

rist. the circular frequency V

Tutte le proprieté della FT 1D si applicano alla FT 2D
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Trasformata di Fourier 2D
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Esempio di FT 2D: 2D square pulse

T=6: N=60:
[x,y]=meshgrid(linspace(-T/2,T/2,N+1))
f=zeros(size(x));
L=0.5;[h,k]=find(abs(x)<L & abs(y)<L);
f(h,k)=ones(size(f(h,k))); mesh(x,y,f)

mesh(x,y,f); axis tight

f e il prodotto di due funzioni regt p

La FT 2D di f & il prodott nvo-
...‘> RF éhztgacrvéb

luzione di 2 fur@mrfn s\yl

Spettro di Fourier di “2D square pulse”

0.8

u.a e

0.4

f=rectpuls(x,2*L).*rectpuls(y,2*L);

) ) codice non efficiente! }
r\

O e

et

fn=f(1:end-1,1:end-1);

[h,k]=meshgrid(0:N-1, 0:N-1);

F=fftshift(fft2(fn)).*(-1).A(h+k)*(T/N)"2;

mesh(abs(F)); axis tight

si vedono 2 sine: ciascuna
lungo la direzione di un asse
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Trasformata di Fourier 2D
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Esempio di FT 2D: 2D circ

pulse
AN ¢ )’)

)
» NS

T=6; N=80;
[x,y]=meshgrid(linspace(-T/2,T/2,N)); z=x+i*y;
k=find(abs(z)<1);

f=zeros(size(z)); f(k)=ones(size(k));
mesh(x,yv,f): axis tight
[h,k]=meshgrid(@:N-1, O:N-1);
F=fftshift(fft2(f)). .*(-
mesh(abs(F)); axis tight
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Esercizio: scrivere un codice migliore | . .
\< 9 ‘ 0) . L
.\ 7 ‘) . 4

f), 5
q}) d Spettro di Fourier di “2D circ pulse”

¢ J
('ft’ (\ \
(:\_)& R (J> {\}D_J/
A7 ) \
; \\'_‘4\‘{) )\ . \) S oo
NV 5 ()X\ It\ / \( o

o> AN .
_.st vedono infinite funzioni sine
" lungo qﬁ/a) qualsiasi direzione
nel piano orizzontale

<)~
>
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Trasformata di Fourier 2D
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o tey | G
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Esempio di FT 2Dt gaussiana 2D F(o,,0,})=e = |5
3
<<
+00 0 omi
— —2i. - —2T
F(o,.y)= [ flxy)e?™™dx = F(o.0)s [ Flo,y)e™>dy
-0 : =00
FT 1D di gaussiana TQ’D 1D di gaussiana
La FT di una gaussiana 2D e ‘ancora una' gaussiana, ottenuta | ,
. (§V)
componendo le FT delle due gaussiane-1D. 5
syms X y wl w2 real; f=exp(-pi*(x~2+y”~2)); ezmesh(f) | 1 ug_
simbolico| Fl=fourier(f,x,wl); F=fourier(Fl,y,w2); ezsurf(F) 2 5
syms vl v2 real; Fv=subs(F,{wl,w2},{2*pi*vl,2*pi*v2}); Fv=simplify(Fv); S
ezsurf(Fv) |3 =
— o
¢l P RP ] NN . T— 2 > 21 r *2 2 ‘é’
1 exp(-r (x2 + y?)) 2 exp(-w, /(4 m) - w,"/(4 7)) 3 exp(-r (v, 2 +v,%) =
N :‘:ﬁ"‘:‘\\‘{ :C:;
ORASI %
N
&
=
S
z

2 k W 2 v

1 1
F(o,,m,) risp. alle frequenze angolari  F(v,, v,) risp. alle frequenze circolari




Esempio: convoluzione 2D (conva())

Noisy 2D square pulse Double convolution Triple convolution
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Spectrum of noisy 2D square pulse Spectrum of the double convolution Spectrum of the triple convolution
0.25 L 800 4
0.2 4
600
0.15 4
400 -
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ACS2_14a.ll

Z=zeros(100,200);
FZ=fftshift(fft2(z));
figure; mesh(Z)
title('zero matrix')
figure; mesh(abs(FZ))

Ja)
title('FT of zeros') Py
I £
<f9 RN \j\\ >
PT R J N -
La FT della funzione xgos‘ta@té uguale a’1 e una delta di Dirac E
) r\&) v s
O=ones (100, 200) ; A7 "I, 8 di Dirac 2D $
FO=fftshift(fft2(0)); . g
figure; mesh(0) =
title('matrix of ones') I"'
figure; mesh(abs(FO))
title('FT of ones"') =
\\ 4 é
?@éﬁe il viceversa ] S
iFO=fftshift(ifft2(0)); s
figure; mesh(iFO0) «
I IFTI title('matrix of ones') §
| figure; mesh(abs(iF0)) =
title('IFT of ones')




e o e . -
... dal punto di vista dell'immagine [RGB) 3
N
[y \ . §
La FT della funzione nulla e la funzione nulla <
spectrum of 2D FT of zeros
Z=zeros(100,200);
Fz=fftshift(fft2(2));
figure; imshow(Z) |FTI
title('zero matrix') Ja
figure; imshow(abs(FZ)) <2
title('spectrum of 2D FT of zeros') ” 2
>
o
in MATLAB [RGB] 0 corrisponde al nero e ¥ corrisponde al bianco 5
£
la FT della funzione cestante yguale a 1 e una delta di Dirac
spectrum of 2D FT of ones ~
©
O=ones(100,200); §
FO=fftshift(fft2(0)); - * &
figure; imshow(O) S di Dirac 2D =
title('matrix of ones') %
figure; imshow(abs(F0)) s

title('spectrum of 2D FT of ones') ”




Esempi di alcune FT 2D

la FT 2D di funzioni trigonometriche consiste di 2 ‘delta.di Dirac
simmetriche

cos2m(z + y)] cos[2m (27 + 3y)] . t:t[?( y)-{— :0[2(2 é)] .

ACS2_14a.13

4 4 i i : i 4 [

P i -5 TR B R PR e e S TR P e

-6 -6
-4 2 0 2 4 6

= cos|2r(x + )} ey b= cosl2n(2x +dy)]

Trasformata di Fourier 2D

Fourier Spectrum of cos[2n(z + y)] Fourier Spectrum of cos[2w(2z + f_,); Fourier Spectrum of cos[2m(@-y)] + cos[2w (22 + éy)]
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Esempi di alcune FT 2D

La FT 2D di funzioni trigonometriche consiste di 2 ‘delta.di Dirac
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simmetriche
cos2m(z + y)] cos[2m(2z + 3y)] cos(2m(z + y)] + cos[2r(2z + 1y)]

6 1 i 6 ] i H 1 it 5 5]

4 ] 4 it H : 4

2 i 2 _E i i 2

0 0 0
/a
N
7 -2 2 [
: kS
4 4 4 <
H e
6 6 -6 e
] -4 2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6 ©
: £
(=}
a=cos|2r(x+y)] b= cos[Zn(Zx+=% y) a+b E
Y=
cos(2mvy): funzione periodica di frequenza circolare v §

Fourier Spectrum of cos[27(z + y)] Fourier Spectrum of cos[27(2z + é?,r)} Fourier Spectrum of cos[2m(x + y)] + cos[2w (22 + é?,r)]
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