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Un raggio di luce (come onda elettromagnetica) € formato da "luci" di differenti
colori o frequenze, che possono essere separate da un prisma ottico. Ogni
componente e una luce monocromatica con andamento sinusoidale di una

certa frequenza.

Jean-Blste Joseph iéourer |
(1768 - 1830)

THE VISIBLE SPECTRUM * Wavelength in Nanometers

400 450 500 550 600 650 700 800
(ultra) Viclet Blue Cyan Green Yellow Orange Red Magenta (infra)

Idea di Fourier

Fourier sosteneva che qualsiasi funzione di una
variabile reale, sia essa continua o discontinua, puo
essere espansa in una serie di funzioni seno di
multipli della variabile. Sebbene questo risultato non
sia corretto senza condizioni aggiuntive, |'osservazio-
ne di Fourier secondo cui alcune funzioni discontinue
sono la somma di serie infinite e stata una svolta.

continua (x) — Ly —sinx—JLsin2x —|—l

2 2 3

discontinua f(x) = sgn(x =4 [sm - %s1n(3x) — ésm(Sx) }

sin3x —---
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?... cosa si puo dire
sulla convergenzain |||,

per gli Spazi a ...

dimensione infinita
?2??
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Gia visto

Si dimostra che le funzioni trigonometriche
{cos(kx), sin(kx) },, o equivalentemente le funzio-

ni esponenziali {e™},, costituiscono un sistema_

ortogonale* completo rispetto alla |[|-[|, nello
Spazio di Hilbert L?([-m,+x]) delle funzioni a

quadrato sommabile su [-n,+x].

formula di Eulero
e® = cosO+isin®

Nello Spazio di Hilbert L?([-m,+m]) e garantita la conver-
genzain ||-||, della Serie di Fourier.

* | corrispondenti sistemi ortonormali sono dati rispettivamente da

e e NI v
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generale dell’integrabilita di Riemann* perché, anche se la funzione non e
contmua garantisce Ie5|stenza e la finitezza dell’integrale, cioe:

f""(")'d" 1mt/ﬁ|<l><x>ldx<oo s ]_ /ﬂ“rrm

ACS2_125

I La sommabilita di una funzione @(x) nell’intervallo [a, b] & una proprieta piu
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Esempi: funzioni sommabili e non [ otora

syms X n positive; f0=1/x;

Jo=int(f0,1/n,1) J
J0=int(f0,1/n, TAGH
log(n)

[int(f0,0,1) 1limit(JO,n,inf)]
ans =

[ Inf, Inf ]

fplot(JO,[1,1000], 'Color','g")

syms X n; f2=1/sqrt(sqrt(x));
J2=int(f2,1/n,1)
2= oAG)

4/3 - 4/(3*n"~(3/4))
[int(f2,0,1) 1limit(J2,n,inf)]
ans =

lfgewwos ojespenb e () Ul 3jIgeWWOS UOU

-ou!ar

[ 4/3, -.
fplot(J2,T1,1000], 'Color','b")
) —F@) = !
w 12 _f(f):%fJ
A — @)= ¢
¢(x)

singolarita inx=0 o

X

0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9

1

syms X n positive; fl1=1/sqrt(x);

Jl:int(fl,l/n,l) {Jn(f)}

J1 =
2 - 2/n"(1/2)

[int(f1,0,1) limit(J1,n,inf)]
ans_=

[ 2]
fplpt(J1,[1,1000], 'Color','r")

J(n)= Llfcpu)dx

1/n
J(n,9)

m— (X )=1/x

— (X )=1/sgri(x)

—x)E1/sart(sart(x))

0 Ul 3jIgewwos

1 1 1
500 600 700
n

ol I I I I
0 100 200 300 400

1 1
800 900 1000
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o ° ° ° ° ° ° N
Esempi: ridotte della Serie di Fourier in [0,1]di ... |
N
_1/sqrt(sqrt(t)) S
4r (a quadrato sommabile in 0)
2.8 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3.5] 26]] "I zoom ultime 5 ridotte
2.4+ I
3,
2.2+
2.5 2-
1.8+
2F (&
1.6+ &)
150 1.4 sg-
lori visibil | 5
11 tutti i colori visibili — I . Al |
onde colorate non sincrone ML ' onde colorate sincrone TR | 2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 Q
t t n
1t /2 (continua)
*rzoom ultime 5 ridott
gl convergenza in |||,
031 %
2 | -
(=}
N
02} - o
o™ .
0.1} \GO, '4_
2
°f'convergenza in ||-||., VV/ convergenza puntuale | <
5 07 07 0s 08 ; 12 tutte le ridotte passanno per la

t media dei limiti sinistro e destro




Serie di Fourier (FS) di f in [-n,+x]

Ridotta di ordine (N+1)

Una generica serie trigonometrica (polinomio trigonometrico di grado N)

o N 0. 2

. 0 .

704— ;[ak cos(kx)+B, sm(kx)] (forma reale) BX + ;[Oﬁk cos (kx)+ B, sm(kx)]
I W2 | N deVv’essere pari
Z v.e™ (forma complessa) Z v e’
k=—o00 k=—N/2
e detta Serie di Fourier di f(x) in [-m,+7|, per definizione, se i suoi
coefficienti sono definiti come:

Q ( n . . .
e (f.coskx) collegamento tra coefficienti
oo, = == | f(x)coskx dx : ,

§ k Jeos ko[ j; L reali e complessi

5 <f,sinkx> f . Yo :70

S| B ==t =1 [ f(x)sinkx ax . @y =27,

T fsinie " o= P o =Y+
S (f.e™) T , ot k=240 By =—i(Y =)
.. A\ 1 —ikx o, +if

X Y=———F=5 | f(x)e dx =S

3 e i

Esercizio: Verificare mediante il Symbolic Math Toolbox le
relazioni tra coefficienti di Fourier reali e complessi
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2
k

coskx sinkx funzioni periodiche con periodo =

WA

periodo comune: 27

Y ¥y

Q = -
70 —+ Z [ak COS KX|+ Bk s1n KX onde elementari

B

Una serie trigonometrica, se convergente, ha
sempre una somma continua e periodica di periodo 2.

Le ridotte di una serie trigonometrica sono polinomi trigonometrici

ACS2_12.9
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Interpretazione fisica: richiami

onde elementari

ACS2_12.10

moto armonico semplice

periodico di periodo P

P—= 275

frequenza VvV =

P Se il periodo P € misurato i

X(t)= Asin|o+ ot]
0 equivalentemente
X (t)= Acos|o + |

]

ampiezza
P fase

Serie di Fourier

fase iniziale
n secondi, allora la

frequenza v e misurata in Hertz = CIC|I sec”!

Hz = cicli sec™!

frequenza v:
numero di cicli completi o
oscillazioni per unita di tempo

radianti sec™!

frequenza w:
velocita angolare, cioe la veloci-
ta di cambiamento dell’angolo

(prof. M. Rizzardi)




/s7Polinomi Trigonometrici di periodo 27

O

ACS2_12.11

Polinomio algebrico di grado N (N+1 coefficienti)
N

Py (X) = Cgt C; X+ Cy XA =+ +Cy X

Polinomio trigonometrico di grado N (N+1 coefficienti)
funzione periodica di periodo 2n

Serie di Fourier

Sy(x)=0a,+0a, cosx +f,sinx +a, cos2x+fB,sin2x +---
-+ 0y COSSX 4By sinx

S N(X ) € ]R, coefficienti reali

— e

eikx _l_e i . \
2 ’ 21

sostituendo: coskx =

|
o)
%
5
>~
o
I
QN
g
|
ml
g
| | a[eal ew.oy

.. diventa: 5
L —ilx —i2x —ix C—_D: §
TN(X)—Y_%e B e i Y TY_ € TYe T S &
ix i2x —|—i%xl}8 E
TN(X)E(C, coefficienti complessi + YIe + YZe tot y+% -cg_; qg_
@ |

o

|



Polinomi Trigonometrici
U

h particolare polinomio trigonometrico Q(x)
con N+1 coefficienti ¢ il sequente:

. N B "
Q(x)=c,+ce” +c,e' +ce +--+cye™

Q(x) €& un particolare polinomio tfrigonometrico d
gmdo@con N coefficienti nulli (quelli con indici negativi)

Q e una funzione periodica di periodo 2n

Con la sostituzione Z:eix, per xeR, Q diventa N
5 3 N 1'(0,1

in complex form (Q(x)eC)

)

8 ~

(O sembra un polinomio algebrico di grado N, calcolato in
z=e*e]'(0,1) (cioe sulla circonferenza unitaria di centro O): z € periodica

~
7
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yRelazmne tra polinomi trigonometrici ed algebmcu

In generale, se si scrive
TN(x):y_%e—i%x _|_..,_|_y_ze—i2x_|_y_1e—ix _|_,Y0_|_yleix _|_yzei2x _|_”._|_y+%e+i%x

come
Ty(x)=e ™ (v_% FY_y g€ Yy e e
‘|"Y1 z(N—l—l)x 4 Y,e l(N—|—2)x e y+%eiNx

posto |[z2=¢"| per‘xeR, si ottiene

TN(Z) EX Z_% (Y_% -I-Y_%HZ—I-V_%HZZ _I__l_'Y()Z% 14
_|_,Y1Z%+1 _I_,YZZ%H _|_..._|_y+%ZN)
e f

T,(z)=7"0(:) €@ O(2) = ¢y + ¢ 2+, 2" +¢;2° +--+cyz

ACS2_12.13
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ome valutare un polinomio trigonometrico in MATLAB

ACS2_12.14

3 O(x)= ¢, +cie” +c,e™" +Fcye™
n :
y— 2 N
< Q(z)=c,+cz+c,2 +-+cyz 7=e"
; z=exp(i*x); Q=polyval(fliplr(c), z);
flip left right F fliplr(A): perche c=[c,, Cy, Cy,..., Cy] € UN Vettore riga,
% flipud(A): fse C € un vettore colonna, )
flip up down flip(A,dim): funziona come flipud() se dim=1; come fliplr() se dim=2. f 5
5 > N =
T,(z2)=z2 Yo Ty 2V, 2 YT 2
(')
N+ N2 N
. +y1Z2 +YZZ2 +"'+’Y+%Z )
E _% 2 X
ZCL Ty (2) =z (co+clz+czz T Z=e
A N
+oo ey ) =
N
\0)/ E

z=exp(i*x); T_N

z.~(-N/2)| .* polyval(fliplr(c), z);




Esempio di Serie di Fourier in [—n,+7]

ACS2_12.15

o, = %]¢(t>cos(kt) dr

70+Z o, coskx + B, sin kx], )
k=1 1 \
| ‘ 1. 1. B. = [ o(t)sin (kt) ar
d)(x):—xNsmx——sm2x+—s1n3x— <
2 2 3
ordine ridotte
| .
syms t; f =t/ 2; k=(0:60)"; 2
a(1+k)=1/pi*int(f.*cos(k*t),t,-pi,pi); 3
b(1+k)=1/pi*int(f.*sin(k*t),t,-pi,pi); =
double([a' b']) S
ans = ‘ | | | | | | '%’
@ @ -3 2 -1 0 1 2 3 Q)
0 1 1 N
(%] -0.5 -1/2 5-
0 9.3333 1/3 |4l
(%] -0.25 -1/4
0 9.2 1/5 3%
2,
1,
d e
(=}
-1 N
Y N
2F o
3l =
“
“4r o
sf N




Esempio di Serie di Fourier

d)(x) :lx Y Sinx—lsin2x—|—lsin3x_...

2 2 3

Approximation of the function f(z) = £ in [0,+27]

2

Approximation of the function f(z) = § in [—7,+7]

f(x)
partial sum (ord. 61) of Fourier Serics

6t f(x)
partial sum (ord. 61) of Fourier Series

4t /
x*

2t %@\//ﬁ
-4/

Vo 5 10

La Serie di Fourier si adatta allandamento della restrizione
della funzione f(x) all’intervallo dove viene costruita, per poi

ripetersi periodicamente.
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La Serie di Fourier di ¢(¢) in un intervallo di ampiezza T
descrive la ripetizione periodica (o estensione periodica)
di ¢(¢), dove ¢(¢) € la restrizione di ¢(z) all'intervallo.

ACS2_12.17

.

In generale la ripetizione periodica di ¢,(¢) di periodo T
nell'intervallo [0,7] e definita come

o () o) €[0T \ \ \

=16, (1=T) 1€[T,+oq| T \ ~

(prof. M. Rizzardi)

0, (1+T) te]-00,0]




Ovviamente, nella precedente definizione della
Serie di Fourier, l'intervallo [-n,+x| (o [0,+27]) e il
periodo 27 hoh costituiscono una limitazione.
Infatti mediante la seguente affinita si puo

scrivere una Serie di Fourier relativamente ad
un generico intervallo [a, b] e di periodo b —a:

2T
b—a

t €la,b|——x= (t —a)—n€|—n,+n]

Di quali
trasformazioni
affini elementari

~ ~
1 ~ ~
~ ~
| So S<
! S BRI
1 ~ =
\\
1 ~
~
1 ~o
~
1 -~
! \\ \\\
1 ~ ~<
1 ~ ~<
L ~ . )
| \\\ SI CO O e
1 ~< l I I l l .
\ ~
N
TCI - n
— ~
~
1 ~
<
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Serie di Fourier (FS)di f in [a,b] di periodo b—a

_2m
S+ S ) t €la,b|——x = - (t—a)—me|-m+x]
( b
G @, = f f(7) COS{k[bz“a(ra)nH’ dt
O+Z{ COS |k + B sin k2 | )—n} ] ‘
B, == T) SN {k[-25 (c—a)—xt dt
forma reale b [f( )Sin 22 c—a)—r|
coefficienti reali
T ik 2% (t—a)-m ’ —ik| -2 (—a)—r
Z Vi€ ’ ‘ Y :b—iaff(T)e = ]dr
k_— a
forrﬁoa complessa coefficienti complessi
caso ° ° ° ° ° ° _1 1
o Serie di Fourier (FS) di f con periodo 7 in |-7.+7]
re|-L 1] e | v
E[ 272 T Sl w ockz%ff(x)cos[zéf’%] dr
(0 =S . =7
70—|— Z[Oﬂk COS 2;37[1? ‘|‘Bk SN 2;7[1? 4= formareale - +T/é
= ' . :%ff(x)sm[z" ] dr
L -
lkzn % —ik

Z Y€ T r— forma complessa vk:%ff(x)e L
k=—00 1y
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Esempio di Serie di Fourier in [a,b]

ik bz_“a(t—a)—n] . L3k

400
in forma complessa > 7,€ / V=35 [ F@)e
k=—o0

iIsegna tutte le ridotte

f=@(tau)tau/2; a=0; b=1; T=b-a;

syms t real

Nmez=30; k=(-Nmez:Nmez)'; m=Nmez+l1ly”7% indice centrale dei coefficienti
c(m+k)=double( [1/T*int(f(t).*exp(-1i*k*(2*pi/T*(t-a)-pi))} t,a,b));
c=fliplr(c); % per polyval

t=linspace(a-2,b+2,101); x=2*pi/T*(t-a)-pi; % proietta da [a,b] in [-pi,+pi]
z=exp(1li*x); % sostituzione

S=zeros(numel(t),Nmez); % matrice delle ridotte valutate in t
for k=1:Nmez

S(:,k)=z.~(-k).*polyval(c(m-k:m+k),z); % ridotta di ordine 2*k+1
end valuta un polinomio trigonometrico

figure; plot(t,real(S)',t,f(t),'-.k'); axis equal; grid

zoom 1

151 —
."’
-
.

1t

0 s/ ' ) 'V - 4

intervallo

02 01 0 01 02 03 04 05 2 15 05 0 0.5 1 15 2 25 3

ACS2_12.20

Serie di Fourier

(prof. M. Rizzardi)




Esistenza e convergenza della Serie di Fourier
(condizioni sufficienti)

1
el [a,b] ||» la Serie di Fourier di f esiste

(f sommablle

f(X) eL2[a,b] la Serie di Fourier di f conver-

(f a quadrato sommabile)

f(X) eL2[a,b] la Serie di Fourier di f conver-

I ge puntualmente a f ed uni-
efsoddlsfa le condi- formemente (||-||,) dove f &
zioni di Dirichlet

continua
condizioni di Dirichlet
= £ ¢ una funzione limitata in [a,b]; )
" esiste una decomposizione finita di [a,b]: ciog: f & limitata e con sole
a=x,<x,<--<x,=D>b - discontinuita di 12 specie
tale che fsia monotona inogni |x;, x,,,].

J
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Convergenza della Serie di Fourier
(condizioni sufficien’ri)

. ) Serie di Fourier di f conver-

Teor. :| f(x)eL?(ab] " ge puntualmente a f ed uni-

ESOdd|Sfa le condi- formemente (“ ” ) dove f e
zioni di Dirichlet continua

\ 4

piu precisamente:
la Serie di Fourier di f converge puntualmente in [a,b]:
la sua somma e uguale a

> fx) se f e continua in x;
> W[fx)+f(x)] sef édiscontinuain x;

attorno ad un salto di discontinuita, essa mostra il fenomeno di Gibbs.

Inoltre, la convergenza e uniforme in ogni sottointervallo di
la,b| dove f & continua.

IIIJE} f e sviluppabile in Serie di Fourier

ACS2_12.22
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Esempio: funzione sviluppabile in Serie di Fourier

ACS2_12.23

Xe[-m,m] f(X)=signum(x)=%[sinx |- SRX e SO ]

\ \ \ T
convergenza uniforme | convergenza unlforme

Serie di Fourier

| nver‘genza unlfofme
| | \ \
0 2 4 6 8

T=n

(prof. M. Rizzardi)

fenomeno di Gibbs in ogni salto di discontinuita




Vicino ai punti dove la ripetizione periodica di f(x)
presenta un salto di discontinuita, le somme
parziali della FS mostrano delle oscillazioni
spurie che, al crescere dellordine N della
ridotta, non si riducono in ampiezza anche se si
presentano in intervalli sempre piu stretti. Tale

fenomeno & chiamato fenomeno di Gibbs.

salto
salto

5 salto
salto
salto
salto |

ripetizione periodica della funzione signum() in [—m,+7]

ACS2_12.24
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Esempio: funzione sviluppabile in Serie di Fourier

ACS2_12.25

. sin2X | sin3X sin 4 X
Xe [_TC,TC] f(X) =X =2 lSIH X 7 | 3 4 f ° .]
S I I I I I I
. tutte le ridott% passano pér la media ciei limiti f(x) :
777777777777 ‘"""""737"""""i""sﬁlhisffrfdefaéfsfti'bﬁﬂ‘"7"""";7"""""T"""""*
S R AN DN (0 I — ]
| i . | 7 | )
oo o e R / 3
. \\\\& v ; \\ i \‘«\\\\ A : \ i i \x\& E
| ‘ | \ | ‘ 9
' T 3
s :
: (=}
‘ N
8 6 4 / 5 2 4 6 8 2
< — > :
1=2r g

fenomeno di Gibbs in ogni salto di discontinuita




Esempio: funzione sviluppabile in Serie di Fourier

4 3 5
xe[-n,m] f(X) =[x =7 W[cosx | Co;x | COSSZX

N e

convergefﬁza in ||||oo

| LY (uniforme)
3 | | S S b
| | :
|
| | | : | | |
o5 g N N |
| 1/ | | | | |
|
|
|
|
L L 77777777777"‘( 777777777777777777777777777777777777777777777 -
) : |
| | |
| | |
15N \ N
\ | |
\ 1 /|
| |
| \ | |
1 e N
| | |
| | |
/ : \ : :
| | |
0.5 N
| \ | / |
\ / ‘
\/
0 Ve ___ ' N ________ |
| | | | |
-8 6 4 2 0 2% 4 6 8

Nessun fenomeno di Gibbs | [ =27
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Esempio: funzione non sviluppabile in Serie di Fourie

X €

_m.=n ~ 2[si _ g : g
>t tan(x) ~ 2|sin(2x)—sin(4x)+ sin(6x) —sin (8x ) +
si dimostra che la Serie di Fourier esiste,
ma noh converge in hessun punto (tranne 0) alla funzionel

Ridotte di ord. 146-150 della FS della tangente

10
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Esempio: funzione non sviluppabile in Serie di Fourie

0 0
la funzione delta 6 di Dirac* S(x)z{ t

oo x=0

+o0
:> f_oo f (X) 0 (X o C)dx N\ f (C) 20 pe(z) = 1/[s«/ﬁ]e*1/2§z/s)2

(sifting property - filtraggio) “‘a=0.01

. | 8=0.%8=0.1

-1 -0.5 0 0.5 1
X € |-m,+7| 8(x)Nzl[l+2cosx—|—200$2x—|—20033x—|—---] f’”
(1"
a=-pi; b=pi; N=101; 35
maxY=1.1; l % .
x=1@nspace(a,b,N)'; 30,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,} ,,,,,,,, Paul Adrien
y=dirac(x); | Maurice Dirac
idx=y == Inf; 25 l
y(idx)=maxy; :
stem(x,y, '.k") 20 ‘
Dirac delta function: y=4§(x) i
‘ ‘ ‘ ‘ 115 !
1r 1 |
0.8} 10 i
06 15 i
04f o 1
7 : | | I | | | Premio Nobel in
027 5 ; ; Fisica nel 1933
0 ! ! ‘ ! ‘ con Erwin
L — e | | ; : : )
3 2 A 0 1 2 3 g 6 -4 2 0 2 4 6 s Schroedinger

La FS esiste, ma non converge in x=0 a 8(x)
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Comb function di Dirac (o treno di impulsi
o sampling function)

La Serie di Fourier di 8(t), nell'intervallo [- 772, 772], é:

O(t) ~L[1+2) cos2st| forma reale
k=1
+oo iz—k”t
~L N T forma complessa

k=—00

e si assume che definisca una funzione periodica di periodo T, 5(t),
detta funzione impulsiva periodica (o treno d’impulsi o Dirac

di solito € usata nelle applicazioni per descrivere il campionamento

Per enfatizzare la sua caratteristica di essere per convenzione una
ripetizione periodica della 6 di Dirac, tale funzione e anche
denotata come oo

ACS2_12.29

Serie di Fourier

(prof. M. Rizzardi)




Fourier Series Applet
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File Actions Options
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i Cosine
Triangle
Sawtooth
Square
Noise
Phase Shift
Clip

Resample

Serie di Fourier

Quantize

ey Rectify

l e 0 0% 0%0%0%0%0%0040004030,0,0,0000000000000

Full Rectify
High-Pass Filter

Clear

Sound
Mag/Phase View

Cosines

Number of Terms
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> Proprie di Fourier.

> Esempi.
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Principali proprieta dei coefficienti di Fourier [1] | ¢
gj))I
Sia ¢# la trasformazione che associa ad una funzione f(x) i suoi coefficienti di ||| <
Fourier {FC,[ f]} reali {(o,B,)}, o complessi {y,},
:f—> @99—[]"] — {Fck[f]}k FC: Fourier Coefficients
= o# [f] elineare.
= Se f e una funzione pari, allora 3, = 0 Yk, cioé la FS € una serie di soli coseni. g
e
= Se f e una funzione dispari, allora o, = 0 Yk, cioé la FS € una serie di soli seni. 8
= Se f &avalorireali, allora y ,=7.,. ”
= Proprieta dello Shift: alla traslazione x—/ corrisponde una rotazione del ksime
coefficiente di un angolo —k#, cioé
FC[f(x=h)] = e ™ FC,[f(X)] Vk ~
= Derivazione: se anche f'(x) e sviluppabile in FS, allora la sua FS si ottiene E
derivando termine a termine la serie di Fourier di f(x), cioé Z
> FC[f'(¥)] = ik FC,[ f(X)] 5

Usata in ACS1 04f per la derivazione numerica




Principali proprieta dei coefficienti di Fourier [2]

Proprieta della convoluzione: al prodotto usuale di due funzioni f-g
corrisponde il prodotto di convoluzione * dei loro coefficienti di Fourier e

viceversa, cioe:
FC|fg] =FC[f]«FC[g] e FC[fxg]=FC[f] FC[g]

dove FC[f]:{Vk} . Fc[f.g]:{gn}: €, ijiooykun—k
FClg|={m:} FC[f+gl={a,}: a,=71,n,

e la convoluzione « tra due funzioni f, gELl([—TE + 1t]) e definita come

f*g ff ’E—t dt

Uguaglianza di Parseval
esprime l'energia di un

+7 0
f|f(x)|2 dx =2n Z |yk|2 segnale mediante i suoi
— k=—o00

coefficienti di Fourier
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+00 ° S ° ° ] o <
3yl Proprieta dei FC: esempi | oo [ 2
¢ I
k=—o00 5 (Gl)
ol — . S
70 > |o, cos(kx)+ B, sin(kx)| 3
k:1 1
Se f & funzione pari, allora la sua FS @ ||, ||T%scacescssc00000000
o della funzione f(z) = z in [, +7] una Serie di SOIi Coseni' CiOé Vk Bk: 0' 1 B clellafunzionef‘(k.r): 2 in [, +7)
Esempio: fX)=x* —=p ||
G-6-6-0-6-60-006006060006000 00-6-6-0-06-0-06-0000000000000 b
T
3
0.5 0.5 LE
L | Se fe funzione dispari, allora la sua FS e s
k \ . . . . . N k Q
5, det funsone 10— o0 n e | | € UNASEriE disoli seni. Cioé Vk o= 0. —— <
oo . Rccvk. della unzir:inc T :mii—ﬁ in [-m, +7 (V)
Nlllllé““““’“"’“ <:I Esempio: fix)=x e
2 ¢ \ o o [l . . ?
R Se f e funzione a valori reali, alloraisuoiFC || .. .. . | |
sono complessi e risultay ,=v,. ] dl ions f o3 in om -g
- — 2 (y— N
Esempio: flx) =x*(x-3) —» m N
, ’mmTTTTTTm =
““““HMHMH g
o
N
-20 -15 -10 5 ﬁ 5 10 15 20




Applicazione della Proprieta dello shift

Avendo gia calcolato i coefficienti di f(x) in [-n,+x], si puo determinare

lo sviluppo in Serie di Fourier della funzione traslata f(x—h), h=n,
nell'intervallo [0,27] o in qualsiasi intervallo di ampiezza 2x:

FC,[flx — h)] = e FC,[f(x)] ~mmmmp

in [-n+h, T+h| in [~ +7] FC,[f(x — )]

in [0, 27]

il | e—ink

in [-m, +7]

FC[f(x)]

Funzione ¢(x) = f(x — n)

funzione f(x)=sign(x)
funzione traslata o (x)=f(x-h)

o N o - N
T T T T

—_—
shift

-6 -4 -2 0 2 4 6

|

pf=@sign; T=2*pi; N=60;
.. ¢: (vettore colonna) FCs in [-m,+

cT: FCs della funzione traslata

ST: ridotta della FS della fupzione traslata
h=pi; k=(-N/2:N/2)'; cT=exp(-1i*h*k)|.*c;
ST=exp(-i*N*pi/T*x).*polyval(flipud(cT),exp(2i*pi/T*x));

-2

0

2 4 6

Serie di Fourier in [0,7271]

funzione f(x-h)
ridotta 851()()
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FC,[flx - h)|= e FC,[f(x)]  mmmmp

in [~rth, meh) nlEmAm B [ f(x + 2)] = etk FC,[ f(x)]

in [-n=2, 1-2] in [, +n]

h=—2
Funzione ¢(x) = f(x + 2)

2t funzione f(x)=sign(x)
funzione traslata o(x)=f(x-h)

Serie di Fourier in [—7, +7]

2t funzione f(x)
ridotta S_, (x)

I

PR 2 0 2 :
Serie di Fourier in [-n—2, +1—2]

pf=@sign; T=2*pi; N=60;
.. ¢: (vettore colonna) FCs in [-m,+7]
cT: FCs della funzione traslata

2t funzione f(x-h)
e fidoOM @ S, (X)

ST: ridotta della FS della funzione traslata 4- \ }

h=-2; k=(-N/2:N/2)'; cT=exp(-1i*h*k).*c;

ST=exp(-i*N*pi/T*x).*polyval(flipud(cT),exp(2i*pi/T*x));

Esercizio

Ritrovare I'algoritmo per approssimare i FC nell’intervallo [0, 27t] come applica-
zione della Proprieta dello Shift ai FC nell’intervallo [-7, +71t|. Analogamente per

I'intervallo [0, 7] rispetto a [-7/2, +1/2].
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Derivazione: Se anche f’ e sviluppabile in FS, allora la sua Serie di Fourier si

Proprieta dei FC: esempi

ottiene derivando termine a termine la serie di Fourier di f(x), cioe

=

Vet ‘ FC[f'(X)] = ik FC, [ f(X)]

k=—00
Esempio
fun=@(x) x.”72; funl=@(x) 2*x; T=2*pi; N=50;
f <x> — xz % ... ¢, S: coefficienti e ridotta della Serie di Fourier di fun in [—m,+7]
/ _9 k=(-N/2:N/2)"'; cl=1i*k. *C; % coefficienti della serie derivata

f ()C) =<k Sl=exp(-i*N*pi/T*x).*polyval(flipud(cl),exp(2i*pi/T*x));
Approximation of the function f(z) = 2% in [—7, +7] Approximation of the function f'(z) = 2z in [—=, +7

12 - : : : : : :

f(X)_ 10+ fl(x) |
10} partial sum FS,, (1] partial sum S, [f']|

1

S1

0 /
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Derivazione: Se anche f' & sviluppabile in FS, allora la sua Serie di Fourier si

Proprieta dei FC: esempi

ottiene derivando termine a termine la serie di Fourier di f(x), cioe

RACS ;
Z Vkelkx

k=—00

Flx)=lv

f'(x)=signum/x)

Approximation of the function f(z) = |z| in [—m, +7)

- FC[f'(X)] = ik FC, [ f(X)]

Esempio

fun=@abs; funl=@sign; T=2*pi; N=50;

% ... ¢, S: coefficienti e ridotta della Serie di Fourier di fun in [—m,+7]
k=(-N/2:N/2)'; Cl=1 *k.*c 3 % coefficienti della serie derivata
Sl=exp(-i*N*pi/T*x).*polyval(flipud(cl),exp(2i*pi/T*x));

f(x)
. - 3 -
partial sum FSM [f]

f'(x)

partial sum FS, [f']

Approximation of the function f’(z) = sign(z) in [—m, +7]

(e)) -
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Proprieta dei FC: esempi
Proprieta della convoluzione: al prodotto usuale di due funzioni f-g
corrisponde il prodotto di convoluzione * dei loro coefficienti di Fourier e

viceversa, cioé: FC[fg]=FC[f]*FC[g]

onda quadra r‘ectpul_s()"e onda triangolare tr‘_ipu}rs()

funzione square pulse

i

[f® @)
funzione triangle pulse

modulo dei 65 coeff. di Fourier

—— coeffs of rectpuls()
—— coeffs of tripuls()

0.15

0.1

0.05

o

? Illlr.ﬁg,l”h]lm” |“”||11m[n]2|([)l.ﬂh il

-40 40

Esempio

e FC[fxg|=FC[f] FC[g]

La convoluzione di due square pulse € un triangle pulse

in Signal Processing Toolbox (num)

Calcola N+1 coefficienti di F. di square pulse (rectpuls()): F1
Calcola N+1 coefficienti di F. di triangle pulse (tripuls()): F2
Esegue il prodotto di Hadamard dei coefficienti: F = F1.*F1
Valuta la ridotta S della serie di coefficienti F
Produce il grafico della ridotta S

i coefficienti di F. vanno
calcolati numericamente

Al ridotte di ordine 65
delle due serie

-3 -2 -1 0 1 2

ridotta di ordine 65 con coeffs F1.*F1
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> Errori di Windowing e di Aliasing.
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Approssimazione numerica dei
Coefficienti di Fourier in [-7/2,+T/2]

idea pili semplice & quella di ricorrere a formule di quadratural

+00 i&X "'%=|2_knx E
Z ve T = Z V.6 T ridotta
k=—00 =

1‘— polinomio trigonometrico

parametri di discretizzazione: T e N

Tuttavia questo approccio si rivela inefficiente e
soprattutto inaccurato rispetto all’'uso della DFT ...
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Esempio: approssimazione numerica dei coeff.
di Fourier mediante quadratura numerica

Si supponga che la Serie di Fourier sia convergente. Cosa succede
alle sue ridotte “numeriche”* all'laumentare dell’'ordine?

* cioe i cui coefficienti sono approssimati mediante quadratura numerica

=Q,...[f)e ]

A i&x +AV —~ z&x —
f(x)z Z V€ ' RSy (x): Z Vi€ ! Yk
k=—o00 ordine k=—N,
~ — +10 i@x
Su(x)= 2 e S (x)_
v k=—10 21
E __ 20 2km 11 2kn +10
S < S41(x):ZykeT :ZykeT +Zyk
- k=—20 k=—20 k=—10
™M . +30 _ 2kn 21 2k | 420
\561<X>ZZY1<€T :ZYkeT +ZYk

k=30 k=—30 k=—20
@ Su (x )

J

Y
formula di quadratura

+20 2k

—x
‘|' E : Yk
k=+11
+30 @x
‘|‘ § : Yk
k=+21

Per ottenere le tre ridotte, si calcolano i coefficienti di quella di ordine
massimo; poi per le altre si selezionano opportunamente i coefficienti

simmetricamente rispetto all’indice centrale.
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Esempio: approssimazione numerica dei coeff. di

.1 f +(vye ", Fourier mediante quadratura numerica
kK — T T

T=4; Nmax=60; fun=@sign; x=linspace(-T/2,T/2,401); ytrue=feval(fun,x);
gfun=@(X,K) fun(X).*exp(-2i*pi/T*K*X); % funzione integranda
coef=[ ]; Nfun=0; % Nfun: numero di valutazioni della funzione integranda nella quadratura num.

for k = -Nmax/2 : Nmax/2 quad é una funzione di quadratura (Simpson rule) ! -

[Q,fcnt] = quad(@(X)gfun(X,k),-T/2,T/2);

Nfun=Nfun+fcnt; coef=[coef Q/T]; % coef: vettore riga 3 | |
end calcola tutti i 61 coefficienti Simpson rule :
m=Nmax/2+1; % indice centrale T— .
N1=Nmax/3; % 21 coefficienti simmetrici rispetto all’indice centrale
Sl=exp(-i*N1*pi/T*x).*polyval( fliplr(coef(m-N1/2:m+N1/2)),exp(2i*pi/T*x) );
N2=Nmax*2/3; % 41 polyval( coef(m+N1/2:-1:m-N1/2),exp(2i*pi/T*x) )
S2=exp(-1*N2*pi/T*x).*polyval( fliplr(coef(m-N2/2:m+N2/2)),exp(2i*pi/T*x) );
N3=Nmax; % 61 polyval( coef(m+N2/2:-1:m-N2/2),exp(2i*pi/T*x) )
S3=exp(-1*N3*pi/T*x).*polyval( fliplr(coef(m-N3/2:m+N3/2)),exp(2i*pi/T*x) );

polyval( coef(m+N3/2:-1:m-N3/2),exp(2i*pi/T*x) )

plot(x,ytrue, 'k',x,real(s1),'b',x,real(s2), 'r',x,real(s3),'g")

fliplr(A) flip left right: ribalta I'array orizzontalmente

out
\\7 flipud(A) flip up down: ribalta I'array verticalmente %)
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Ridotta di ordine 21 mediante quadratura Ridotte di ordine 21 e 41 mediante quadratura

15+ = part. sum S,, | 15! ——part. sum S,

= signum funct. = part. sum 821

i 7 1 | | signum funct.
0.5r 1 0.5¢
0F | ol
-0.5r 1 -0.5¢
1t ’ | 1l
(o KD : 1.5¢

| : 2

-2 -1 0

Ridotte di ordine 21, 41 e 61 mediante quadratura

part. sum S Nfun numero|di valutazioni di funzione
’ 61 i
_part o S41 !1! ‘ l' l ll l l.l e N-Fun =

oo I 1111 Lt 34857 | INEFFICIENTE!

1.5}

= signum funct.

05¢
_0:: | INSTABILE (amplifica
;1_ ool {lf l”l’, PP oY | I'errore di roundoff)
151 "HHH'” ® & 0 | Anche usando una funzione MATLAB piu

, | | | | accurata [quadl(), quadgk()], questo
2 -1 0 1 2 effetto si presenta comunque in seguito!
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Approssimazione numerica dei coeff. di
Fourier mediante quadratura numerica

Se, invece dell’espressione della funzione f{x) (come nell’esem-
pio precedente), si hanno solo dei suoi campioni, (x,, y;), per
poter usare una funzione di quadratura, € necessario creare

una funzione interpolante o approssimante f~ =~ f da passare
come parametro alla funzione di quadratura.

In tal modo si introduce, in piu, un
errore di approssimazione.
I risultati saranno peggiori dei precedenti!

ALGORITMO DA NON USARE!
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Esempio: approssimazione numerica dei
coeff. di Fourier mediante DFT

1 7 —ik2nt
Yk:Tff(T)e T de
-7

T=4; Nmax=60; fun=@sign; x=linspace(-T/2,T/2,401); ytrue=fun(x);

f=[.5*(fj(1)+fj(end)); fj(2:end-1)];
c=fftshift(fft(f)); c=[c; c(1)]/Nmax;
c(2:2:end) = -c(2:2:end); algoritmo

m=Nmax/2+1; % indice centrale

tj=linspace(-T/2,T/2,Nmax+1)"'; fj=fun(tj); (t]-,f]-): 61 campioni di f(x)

c: vettore colonna
mediante DFT

N1=Nmax/3; % 21

coefficienti simmetrici rispetto all’indice centrale

Sl=exp(-1i*N1*pi/T*x).*polyval(flipud(c(m-N1/2:m+N1/2)),exp(2i*pi/T*x));

N2=Nmax*2/3; % 41

S2=exp(-1i*N2*pi/T*x).*polyval(flipud(c(m-N2/2:m+N2/2)),exp(2i*pi/T*x));

N3=Nmax; % 61

S3=exp(-1i*N3*pi/T*x).*polyval(flipud(c(m-N3/2:m+N3/2)),exp(2i*pi/T*x));

plot(x,ytrue, 'k',x,real(s1), 'b',x,real(s2),'r',x,real(s3),'g")

out

‘i\\\\\//;;;77 flipud(A) flip up down:

fliplr(A) flip left right: ribalta I'array orizzontalmente r

ribalta I'array verticalmente %D
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1.5+

1 -

05+

0 _

-0.5

-1

'15 C 1
-2 -1

1.5}

Ridotta di ordine 21 mediante DFT

= signum funct.
m— part. sum 321

0

1

2

1.5}

Ridotte di ordine 21 e 41 mediante DFT

m—— part. sum 841

= signum funct.
m— part. sum 821

-2 -1 0 1 2

Ridotte di ordlne 21, 41e61 medlante DFT humero d| VGIUTGZIOHI dl funz|one

= signum funct.

— Part. sum 821

m— part. sum 841

part. sum 861

2

Nfun=61

EFFICTENTE!

La DFT richiede solo i campioni di input

nessuna amplificazione
dell'errore di roundoff

' (cond(DFT)=1)

| La DFT, calcolata mediante |'algoritmo FFT, produ-

ce un algoritmo stabile, accurato ed efficiente
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Approssimazione numerica dei coeff. di Fourier
in [—T/2, +T/2] mediante DFT

Mediante la DFT si possono approssimare simultaneamente tutti i
coefficienti di una ridotta della Serie di Fourier di f

ACS2_12.48

e 25Ty s 25Ty 2 _j2km
ZykeT RSy X>:ZYkeT 'Yk=%ff(t)e T dt
k=—00 k== -1 g
Idea dell'Algoritmo: per trovare Ialgoritmo si parteapplicando la &
Formula Trapezoidale Composita Ty, all'integrale, con N=2mj ¢
(pari). ?
: Richiami
: (*) Formula Trapezoidale Composita Ty 4 4
: su N+1 nodi equispaziati a b i
. o IE
(b—a) N
[TolasTy,lo)=1 l%[@(a)+q><b>]+ @(f,-)} :
=1 .
.(b—a) g




Derivazione dell'algoritmo: applicando Ty, (N=2m) all’integrale, si ha

l ‘
I = 0.1, 3 - 2km

N+1nodiin [-T/2,+T/2]: t,

=t f®Oe T
Ty o] = &5 {%[@(a)W(b)HZ(P(%)} N
o)
- , _2kn 2k ] Nl j2kn( T T
yk%”Yk:%‘%ﬂ—%)e r )—I-f(+%)e il —I—Zf(tj>e A
. =1

’ - ) } N-1 ik ﬂ— ]
:%*%f<_% ezkn _|_f<+%>e—lknl_|_zf(tj)ek +N< kl)l:

0 ;
‘/ ¢ e’ = cos(0)-+isin(0)| : funzione periodica di periodo = 27

J > formula di Eulero

r'0,1) (_1>k ] ) ) N_1 254
V= =N Elf<_7>+f(+7>]+ f(l‘].)e N ]»

approssimazione numerica del k5™° coefficiente di Fourier
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In particolare, il primo ed ultimo coefficiente sono uguali

Allora, si calcolano N coefficienti, invece di N+1: k = —%,...,0,...
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Infatti, dati N+1 campioni (N pari), si possono ottenere solo
N coefficienti differenti. Se si cerca di calcolarne di piu (al di

fuori degli indici {-N/2,...,+N/2—1}) si ottengono di nuovo gli
stessi coefficienti! (cio & conseguenza della periodicita della DFT,)

4 > i% B %—i_l)j] — e—inje_lz_]\?]
I
&0 uguali
= .2n N X
\/ I»e’w -5+ _letimig N

Per esempio, da 5 campioni (N=4) si hanno solo 5 coeff.: @ Y VooV @

Essi si ripetono periodicamente

~ ~ ~ A~ ~ ~ ~ A~

VoV Vo V¥ ooV Vo VoY oo Voo Vo

‘<2
‘<2
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in [-T/2,+T/2] Sy, (X) ~

ACS2_1252

N

Y=Y :ﬂ{%[f (—%)+f (+%)]+N_

j=1
k [N=T
— (_ 1) .
— Jk
yk — fj Wy for
N- =0 ) 3
N ma g indici differiscono da 2
sembra una DFT I, o) /o] oo Tle quelli in una DFT L_g
= o
k-, m2m1| ki _ et _ w0 =Nk N-2,N-1 3
A
Riordinamento delle componenti
=201 N1 XN 1. N1l
Lol [, 5+
17 ?
DFT,[f] Y
I
~ =
! Quiz ||§




~ _ ()= ik N N
’Yk :T.ij (DIJ\I per k——7,...,0,...,7—1
J'=01

Si pud calcolare la sommatoria mediante una DT [f] purché si operi un
riordinamento delle N componenti (per la periodicita della DFT):

ACS2_12.53

coefficienti di Fourier g
I e e i Rkl LT (>
C+= < 9
35 % DFTN[ﬂ 5
.g a g
©E
59 7N\
= N N
L k:_j’ ) _1, O, 1, ’ 7_1 —~
k 2 ©
Vi = ) Zf] e_lNk] k==Y S
j=0 =
=
Infine per calcolare ’y si aggiunge: l'ultimo coefficiente y N = ”y v

ed i fattori moltiplicativi (— I‘/N k——N/2 N/2




Algoritmo per 7,

Input: N+1 campioni equispaziati f=f(t;) (N pari)
in [—T/2,+T/2]

1. Costruzione vettore f. <

2.Calcolo della DFT (MATLAB fft(f))

3.Riordinamento >< (MATLAB fftshift())

* uguale alla prima

4.Aggiunta dell’'ultima componente*
e dei fattori moltiplicativi ((-1)</N, k=-N2,...+N/2).

(—1)¥ indica che si cambia segno alle componenti del vettore di posto pari
o di posto dispari in funzione del valore di N/2.

ACS2_1254

Serie di Fourier

(prof. M. Rizzardi)




Cosa cambia nell’algoritmo per i coefficienti
di Fourier se calcolati in [0, 2w] 0'in [0, T']?

Esercizio
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Esempi MATLAB: ridotta della Serie di Fourier

pf=@(x) ..; % f(
X= 11nspace( 2*p1 2*%pi,499); y

=pf(x); % per i grafici

N=14; T=2*pi; tj=T/N*(-N/2: N/2) 5 fj=pf(tj); % campioni

= |.5*Z¥3215+?32end)) f3(2:end-1)]; % vettore f
F=fftshift(fft(f)); F=[F;F(1)]/N;

F(1:2:end)=-F(1:2:end);

=2*pi; ..
nd)=-F(2:2:end);

plot(x,y, 'b',x,real(S), ' 'r-.

funzione pari e periodica

s 35 2 4 0 1 2 3 4
X

1igput function f(x) = signum(x), 15 samples in [-7, +7]

Ty fx)=signum(x)

funzione dispari e non periodica
JoeonE Hlopdl © PO KT

-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4

15input function f(x) = cos(5x), 13 samples in [-7, +7] =

f(x)=cos(5x)

0.2

-0.4

06

-0.8

plot(x,y,t3,fj, ro ,tj(1:end-1),F, gp")
stem(-N/2:N/2, 1mag(F), b-d')

S=exp(-1i*N*pi/T*x).*polyval(flipud(F),exp(2i*pi/T*x));
,t3,f3, 'prt)

Real parts of the Fourier coefficients U, of f(x)
05—

04 8 Z

i cls)

0.3 GJ U

=] e

021 c' il

o=

01t 410,
Y S S -

coeff. reali e simmetrici- T

m-e -;4 2 (IJ 2 ‘; 6

k

Imaginary parts of the Fourier coefficients g of f(x)
0.8 T T T

0.6

041

0.2

0

coeff. immaginati e coniugati
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
k

Partial Sum of Fourier Series of order 13

segnale ricostruito S

(prof. M. Rizzardi)

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X
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Analisi di Fourier di f(x):

decomposizione in armoniche elementari

Sintesi di Fourier di f(x):

ricostruzione dalle armoniche elementari

L]

Algoritmo ???
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Sintesi di Fourier in [-7t, +7t] (ricostruzione del segnale) §
I
- S <
el flx)~S, ()= 3 nie*
=5
Noti i coefficienti di Fourier di f(x), per calcolare la ridotta della sua FS
nei nodi di campionamento ci si puo ricondurre ad una IDFT in [-7,+7|.
Infatti, valutando f(x) in x;, dove g
27 &
X;=]—=m, j=01..N 5
vz, Y i 2 ’
X ~ _ikx -~ 'k(JWW_”)
f(xj)%SN-l—l(Xj): nyke \& Z/yke —
k=—N k=—N
2 2
% 2 s 2

~ 2T - k i< jk o
= 3 e = SR, oot |3
=/ (1 K= :
1 =, 2% =
IDFT, (| =-> hee N, j=0l..N-1 ||
- Ni= =

Si puo usare lo stesso algoritmo dei FC, con qualche modifica




Passi dell’algoritmo in [, +7]
Input: N+1 coefficienti di Fourier vy, (N pari)
Output: N+1 campioni equispaziati f; ~ f(z;)

1. Costruzione vettore ® :" @, =,, k=-N,. . +V i
tranne 'ultimo coefficiente
che e uguale al primo

2 [Cambio di segno a componenti altemate] =

(componenti di posto pari o dispari in funzione del valore di N/2)

3. Riordinamento >< (FFtshift())

4. Calcolo della IDFT (1 FFt())

5. Aggiunta dell’ultima componente e del fattore molti-
plicativo (N, k==N/2, ..., +N/2).
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Esempio in [, +7]

pf=@(x) 2*cos(x)+sin(5*x);
x=linspace(-pi,pi,400); y=pf(x);

N=14; j=(-N/2:N/2)"'; tj=2*pi/N*j; fj=pf(tj);
figure; plot(x,y,ti,fi,'r.")

f=[.5*(fj(1)+fj(end)); fj(2:end-1)];

F=fftshift(fft(f)); F(1:2:end)=-F(1:2:end); DFT

F=[F;F(1)]/N;

tigure; stem(j, abs(F), r-o');

G=F(1:end-1);

G(1:2:end)=-G(1:2:end); IDFT &

g=ifft(fftshift(G)); g=[g;g8(1)]*N;

campioni della funzione

figure; plot(x,y, b",t3,¥], r. ,tj,real(g), .m-.")

, campioni della funzione ricostruiti 1
0.9+

2l i 0.8}

1k | 0.7+
0.6

o+ B 0.5+
0.4]

A il 0.3+

0.2F

0.1}

=3 -2 -1 0 1 2

o
O
o
-
o
%)
QO
<
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Ricostruzione del segnale con polinomio trigonometrico

12.61

1

pf=@(x) sin(5*x); % sin(5x) odl
x=linspace(-pi,pi,499); y=pf(x);
N=12; tj=2*pi/N*(-N/2:N/2)'; fj=pf(tj); “r

figure; plot(x,y,ti,fi,'ro',ti(l:end-1),f, 'gp’') m——————

f=[.5*(fj(1)+fj(end)); fj(2:end-1)];
F=fftshift(fft(f)); F=[F;F(1)]/N; DFTG
F(2:2:end)= -F(2:2:end); I

figure; stem(-N/2:N/2,imag(F), 'b-d')

G=F(1l:end-1); G(2:2: end) G(2 2: end),

-1fft fftshlft G

0.8}

0.6

0.4+

0.2}

0.2+

0.4}

segnale ricostruito

-0.6

-0.8+-




Applicazione: filtraggio di un segnale 2

pf=@(x)sin(x); pNoise=@(x)0.2*cos(20*x);
x=linspace(-pi,pi,499); y=pf(x); % segnale non perturbato 1
yp=pf(x) + pNoise(x); % segnale perturbato 0.8
N=64; T=2*pi; nu=-N/2:N/2; tj=T/N*nu’; 0.6l
fj=pf(tj) + pNoise(tj); % campioni perturbati
figufei plot(x,y,x,yp,'r',tj,fj,'r.") N
f=[.5*(fj(1)+fj(end)); fj(2:end-1)]; O
F=fftshift(fft(f)); F=[F;F(1)]/N; DFT(I
F(2:2:end)=-F(2:2:end); 0.2
FF=zeros(size(F)); k=find(abs(nu)<10); FF(k)=F(k); -4}
figure; stem(nu, abs(F),'r-o'); hold on 048l
stem(nu, abs(FF),'g--s') odl
G=FF(1:end-1); G(2:2:end)=-G(2:2:end); IDET:
g=ifft(fftshift(G)); g=[g;8(1) I*N;

figure; plot(x,y,'b',tj,fj,'r.',tj,real(g),'.g-.')

0.5

11 R

0.8+

041 -

04l

X | s |- | s
ll: ‘ QO

0.6+

-0.8+
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\‘ 7 *gegnale non perturbato |
_segnale perturbato (alta
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€921 2SoV

J214N04 Ip 21425

i windowing

10: errore di

Esemp

ro'); grid on

sF(1)]1/N;

J

Fftshift(FFt(f)); F=[F

pf(x);

y

linspace(-T/2,T/2,499);
N/2:N/2)'; fj=pf(tj); figure; plot(x,y, tj(l:end-1),f,"

5¥(fj(1)+fj(end));fj(2:end-1)]; F
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Y 11 I~

Q=2 4 L

figure; stem(-N/2:N/2,imag(F),"'k-d') % FC

.*polyval(F(end:-1:1),exp(i*2*pi/T*x)); % ridotta della FS

'b',x,real(s),'r--',tj(1:end-1),f,'ro',tj,fj, 'bp"')

=exp(-i*N*pi/T*x)

figure; plot(x,y,

S

. . . .
N Yl NaWw
00000

PR

corretta

finestra

1

08F--—-—1-_____”"°_




Esempio: errore di windowing

ACS2_12.64

Ridotta di ordine N=16 della Serie di Fourier in T=5

1.5
| .
9
| -
3
o
(11
Ridotta di ordine N=32 della Serie di Fourier in T=5 'g
T T T T T T T T T .C
Q)
(V)
: .\ : 5
Anche le ridotte di ordine maggiore, 5
agli estremi dell’intervallo di ampiez- =
za T=5, oscillano e si discostano dalla =
funzione che ha generato i campioni “‘él




Esempio: errore di aliasing

segnale f(¢)=sin(5x) e campioni

pf=@(x) sin(5*x); T=2*pi; N=4; % N é piccolo! V. |
x=linspace(-T/2,T/2,499);y=pf(x); 2 S
tj=T/N*(-N/2:N/2)" 5 Fi=pf(t]); 5" ’
f=[.5*(£j(1)+fj(end));fj(2:end-1)]; £ Qo4 ,
plot(x,y,tj,fj, 'ro',tj(1l:end-1),f, 'gp") g So-2 1
F=fftshift(fft(f));F=[F;F(1)]/N; B £
F(2:2:end)=-F(2:2:end); S 1
h=stem(-N/2:N/2,imag(F), 'r-d"); .. _:_; 0.2 1
S=exp(-i*N*pi/T*x). *polyval(lf( ...... ))s; o 04} i
plot(x,y,'b',x,real(S),'r',tj,real(g),'pr') g 06 _
a
— 08 a
segnale ricostruito: sin(x) invece di sin(5x) R :
: : : : : ‘ ‘ o © 0.5 4 -
T €5 '
08 12go™ hel
S B Soat S5
06/ .2 c Q,o
S S E o2t S S
0.4} 1.9 = 0.2
2 g2
0.2} | E O Nott v
S=F =5
of .= D 90—
T LT |
0.2} 1SS D 0.1 I
S |
04} N § ?‘;é-oz :
0o | 83 v coefficienti y, I
08 1S @.S g4 senza aliasing N=12 :
b [ —c N con aliasing N=4
| | | | | | ! L O -5 05 ! !
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 = T 4 -2
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Come eliminare l'errore di Windowing ?

Basta "osservare" se possibile il segnale per intero!

Nel caso di funzioni periodiche, basta scegliere la
finestra uguale al periodo della funzione oppure ad un
suo multiplo.

Come eliminare |'errore di Aliasing ?

Basta "campionare” tutte le frequenzel

Nel caso di funzioni a banda limitata, basta scegliere
un “opportuna” frequenza di campionamento.

Teorema del Campionamento* :> “opportuno” passo

*in seguito con la Trasformata di Fourier
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