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ACS2_05a.l

ACS parte 2: ACS_05a

Argomenti trattati

» Algebra Lineare:

< Trasformazionilineari (omomorfismi) e pro-
prieta. Isomorfismi, endomorfismi, automorfi-
smi.

> Kernel (0 Spazio-Nullo) o/ (F)e Range (o Spazio
Immagine) Z(F) di una trasformazione lineare.

Trasf. lineari iniettive e suriettive.

Teor.: isomorfismo tra Z(A") e R(A).
Auvtomorfismo come cambiamento di base.
Vantaggio nell’'uso di una base ortonormale.
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Trasformarioni

Mt 4

ACS2_05a.2

Siano U e V due spazi lineari sul campo di scalari
K; un’applicazione (o trasformazione) F

F : U — Y

si dice applicazione lineare (o trasformazione
lineare) quando:

% Vu,veU F(u+v)=F(u)+F(v)
% YVueU, VaeK Flau) = a F(u)

... Ciog, in pratica, vale la proprieta di linearita

Vu,veU, Vo,peK Flautfv)=oF(u)+pF(v)
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Esempio 1

» E lineare la seguente trasformazione

D : [x 4x+y e R?

ERz——>

y y—x

Dim.: si verifichi che vale la proprieta di linearita

N

X
Si considerino: Ya,peR e Vu,veR? . u= [yu]a v
dalla definizione di @ si ha: )

ox, +Bx,| (4(ox, +Bx,)+(ay, +ﬁy@,)]
® =® =
(iuwv) [ay.. +By@] [ (ay, +By,)—(ox, +Bx,)
;[4%+ay.,]+[4ﬁx,,+ﬁy.,]:a[4xu+y.,J+B[4x.,+y.,]
ay, —ox, Byv=va Yu — X Yo — %,

= —>=0®(u)+p0(v) —> ® & una trasformazione lineare
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Esempio 2

ACS2_05a.4

x, +1

yu_xu

(x, +1
+B\y”_xv —> @ non e lineare

»Non e lineare la seguente trasformazione
r 1
D : x]eR2—>[x+ ]eRz
Y . y—x
Dim.: 5
xﬂ xV g
Si considerino: Yao,feR e Vu,veR? : u=[ : ’U=[ ] $
Yu Yo £
ax, +px,) [  (ox, +Bx,)+1 ] <
®(ou+Pu =(I)[ N ”]: * v =
% )= ®loy. +8y, (@y. +By,)—(ox, +px,) _
[ ox, +1 ] [43x,,+1\ E
* = + X
i ay, —ox, 3yv_va) <

a(I)(u)+B€D(v)=a[




Esempio 3

» Laseguente trasformazione e lineare

F : a,+ax+a,x’ €ll,—(a,,a,,a,)" €R’

La proprieta di linearita segue dalle definizioni di addizione tra
due polinomi e di moltiplicazione di un polinomio per uno
scalare.

Dim.:

P(x)=a, +a,x+a,x’
O(x)=b, +bx+bx*
F(aP(x)+BO(x))

!

(0, +Bby + (i@, +Bb,)x +(ca, + b, )2*) =
(aa, +Bb,, aa, +Bb,, %+Bb2)T

i rao\ rbo\

aF(P(x))+BF(Q(x)) afa, (+B|b, —> ® & lineare

\Q@J \Ehu

ACS2_05a.5
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Proprieta

» Ogni trasformazione che proviene da una matrice
A(mxn) & una trasformazione lineare t,.

» t, & detta trasformazione indotta dalla matrice A
t, : xeR"——y=t,(x)=AxeR"

La proprieta di linearita segue dal_prodoﬁc; righe-colonne di
matrici.

» Viceversa, ogni trasformazione lineare come F

A )
pud sempre essere scritta come trasformazione
indotta da una matrice opportuna A(mxn)

Esempio: F : [x

t, + x€ER*——¢,(x)=AxeR’

ACS2_05a.6
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Per determinare la matrice della trasformazione F

4x, +x, ] O [.)’1
—X T X, ) 4)

si_interpreta il vettore immagine y=AX come
combinazione lineare delle colonne di A

Y 4x, +1x, 4 Vf
y= X = X +X,
)&2 '_JIJCi '+‘j1362 ]U

ACS2_05a.7

]=yeR2
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DEFINIZIONI

Sia F' una trasformazione lineare
F : U s U

def :
I | &> endomorfismo
stesso spazio

ACS2_05a.8

F . U > \/

F biettiva

def . .
<}:{> isomorfismo

AL - Trasformazioni Lineari

Foo: U > U

l l <‘rd—if[> automorfismo

stesso spazio
F biettiva
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Esempi

3 E un automorfismo la seguente trasform. lineare
F : (xy) eRP——4x+y,y-x)" eR?

3 E un endomorfismo la trasform. associata ad una
matrice quadrata A(nxn)
t, : xeR"—y=t,(x)=AxeR"

> E un automorfismo la trasform. associata ad una
matrice quadrata invertibile A(nxn)

t, : XeR"— y=t,(x)=AxeR"
3 E un isomorfismo la seguente trasformazione
F : a,+tax+a,x’ cIl,—(a,,a,,a,) €R’

ACS2_05a.9
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Kernel c/'e Range Z diuna trasf. lineare

ACS2_05a.10

Sia F * U ——Y unatrasformazione lineare.

Il Kernel (o Spazio Nullo) della trasformazione e:

DEF|  o/(F)={ueU: F(u)=0eV)
Se F e una f,, cioe la trasformazione associata ad una matrice A, allora il §
Kernel di F coincide con lo Spazio Nulle della matrice: £
AN (F) =eA(A) 3
=
<

Il Range (o0 Spazio Immagine) della trasformazione e:
R(F)={veV : Juel : F(u)=v} = F(U) .
Se F e una f,, cioé la trasformazione associata ad una matrice A, allora il f_
Range di F coincide con lo Spazio delle Colonne della matrice: g

R(F) = R(A)




ACS2_05a.11

'l‘eorema MESU & RE)Y
- 'S0N0 sottospazi linearl.

Dim. (dal Teor. “un sottospazio lineare contiene le combinazioni lineari dei suoi vettori”):

Per e4{FF), ricordando che la trasformazione F € lineare, si ha:

Vu,veeh (F) = F(u)=F(v)=0

= Vo,B€ K, F(ou+pv)=aF(u)+pF(v)=
cioé au+pv et (F).

AL - Trasformazioni Lineari

Per R(F), ricordando che la trasformazione F ¢ lineare, si ha:
VuveR(F) = Ix,yeU:F(x)=unF(y)=

= Vo, € K, ou+Bv=aF (X)+BF (v) = F(ox+By)
anche au+Pve R(F).
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Esempio 1: Kernel e Range di F

ACS2_05a.12

u, u,
F : [ ]eRz——> u, |€R’

" 0

\ y,
u 1 & u 5
F coincide con ¢, : ]]€R2=>Au: 0 1[ ’]eRS g
“ 0 o\ z
’ rank(A)=2 g
ul ful\ ‘%
@V(F):[ ]€R2: F(u)=|u,|=0} <= o (F)={0} i
x 0 MF) =eMA) :

L \ T/ J dim e/ A)=0

R(F)=1{|u, [eR’} <= R(F) e il piano orizzontale di R® | =
0 R(F) = R(A) &

N : dim R(A)=2




Esempio 2: Kernel e Range di F

F : A=[o ° o €M3X3

oA (F)={A: F(A)=A-A"=0} <

eH(F) & il sottospazio delle matrici simmetriche di size (3x3

R(F)={A-A" =

R(FF) e il sottospazio delle

(R)— F(A)= A= A" € M,,\(R)

ACS2_05a.13

f 0 a,, —ay a;; —ay \
_(alz _%1) 0 Ay —ay ¢ <
= (013 —ay ) — (aza —as ) 0

AL - Trasformazioni Lineari

M =-MT"

matrici antisimmetriche

di size (3x

Esercizio: Perché [F é una trasformazione lineare?
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Esercizio

ACS2_05a.14

Continuando il codice MATLAB sotto, calcolare median-
te Symbolic Math Toolbox il Kernel ed il Range di F
dove ' e la trasformazione lineare dellEsempio 2
(pagina precedente).

. — S 5

£

-

F=@(M) M - M."; S

§==3; A=sym('a',N, 'real') g

[al 1, al 2, al 3] <

[a2_1, a2 2, a2 3] o

[a3_1, a3 2, a3 3] =

assumptions 4

ans = <

in(al_1, 'real'), in(al_2, 'real'), ... =

LXL(E(A) real’), in(al 2, freall) isAlways(FA == FA.')

FA = ) | —~

[ @, al 2 - a2 1, a1 3 - a3 1] | all(all(isAlways(FA == FA."'))) g

%az_l - al 2, 0, a2 3 - a3_2% R N

a3 1 - al 3, a3 2 - a2 3, 0 — o

' —1> R(FA)=.. | =

S=solve(tril(FA), 'ReturnConditions’,true) $ oM EA) "g




Esempio

ACS2_05a.15

» La trasformazione che associa ad ogni funzione
derivabile f(x) la sua derivata f'(x) & lineare

La proprieta di linearita segue dalle proprieta della derivata:
J La derivata della somma di due funzioni € la somma delle
derivate.
J La derivata del prodotto di uno scalare per una funzione ¢ il
prodotto dello scalare per la derivata della funzione.
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dominio codominio -

' : U——Y F éunatrasf. lineare tra spazi vettoriali. “:3,
- Teorema )

F . iniettiva <{—> oMF)={0}

L _ _ _
Fosuriettiva (> R(F)=V. |

In particolare per YA(WW) : xeR"” > Ax e R™ <
{n iniettiva ¢——> rango(A) =N  eM(t,)=eMA) t
e
ta suriettiva C——> rango(A) =m  R(t,)=R(A) ||




Esempio
F : (u,u,) € R*— (u,,u,,0) €R’
e una trasformazione lineare iniettiva.

E lineare perché
F=t1,:xeR?——y=,(x)=AxecR’ (1 ¢
dove A=|(0 1

ed e iniettiva perche ... 0 0

el MR g (0O [“]’”"“ [Z]

0

eMF)={0} e R(F)=piano cartesiano di eq. z=0
dello spazio tridimensionale.

ACS2_05a.17
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Esempio: Fissato un vegore non nullo veR3, la trasformazione
F:ucR »a=(uy)eR

e una trasformazione lineare suriettiva, ma non iniettiva.

ACS2_05a.18

per esempio, V = (32 1)"

Elineareperché F=t,:xeRP*——y=F,(x)=AxeR

ove A=(v, v, ) g
E suriettiva perché ...va e R——3?2ueR’ : (u,v) =0 <{mm) =
Au=0a < vu, +v,u,+v,u, =0 sistema lineare inderdeterminato | &
=) F non @ iniettiva. |
syms a b real; v=[3 2 1]'; ‘t
x=sym('x"',[3 1],'real"); y=sym('y',[3 1],'real’); £
F=@(u) dot(v,u); - 1 —_ .
Fl1=F(a*x + b*y); F2=a*F(x) + b*F(y); Q,IS[?; 2 115 isAlways(F(x) == a™) <
isAlways(F1 == F2) % Linearita logical
ans = 1
logical
! 5
. - V N
Esercizio &
dato v=[3;2; 1], mediante il Symbolic Math Toolbox: MF) fa
e verificare che F e suriettiva, ma non iniettiva; &
* calcolare e visualizzare i sottospazi e/(F) e R(AT).




Rappresentazione grafica della trasformazione lineare ¥,
associata ad una matrice A(_n_axn)

r, : xeR" yy=1,(x)=Ax e R"

ACS2_05a.19

X=X+ X,
Ax=A(X+X,)
X'=X~+ X,
AX'=A(x+ X))

AL - Trasformazioni Lineari

Ri=cV(A)pR(A") R"=R(ADeH(AT)
N (A)=R(AT)" R(A)=cn (A7)
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Caso di trasformazione T, iniettiva

tr, : xeR" yy=1,(x)=AxeR"

Wn
Céﬁ' %{1)

R
X=X$"
eMA)=0.

ACS2_05a.20
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Caso di trasformazione T, suriettiva

t, : xeR” yy=1,(x)=AxeR"

ACS2_05a.21

ww% IS
W
\\ =

7~

T}

Jé

S

-
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o X
‘/%'ﬂ g
R" —oh (A)@R(AT) R"=R(A) |3




f, : xeR" —— Ax=yeR™
©  ty g2 X, € R(AT)— Ax, =y e R(A)

? e

® e la restrizione dit, a ZR(A")

ACS2_05a.22

Teorema
La restrizione @ (della trasformazione
t,) tra lo Spazio delle Righe R(A") e lo
Spazio delle Colonne R(A), & biettiva,

AL - Trasformazioni Lineari

Cio significa che:” & &
R(AT) e R(A) sono isomorfi.
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In pratica, Z(A") e Z(A) hanno la stessa “forma” geometrica!




Dimostrazione
Tesi: A(mxn) Vye R(A) Alx,.e R(AY) : Ax =y

® : x.€ R(A)cR"— Ax,=ye R(A)cR™

ACS2_05a.23

Per definizione di Spazio delle Colonne, Vye R(A), IxeR": Ax=y.

Poiché R"=c/ (A)®ZR(AT), in generale xeR" pud scriversi come: | §

X=X +X, : X€R(A") and x, et (A) =
Vye RA(A) > Ax, 1 y=Ax=Ax +Ax, =Ax, x.€ R(AT) §_
Questo prova che @ e suriettiva, cioe Vy, v e l'immagine -
mediante @ di un vettore x,.€ Z(A"). <
Per provare che @ e iniettiva, si supponga che due vettori |z
abbiano la stessa immagine: I x,, X', e R(AT) : Ax,= Ax', =Yy 5
DA -X)=0 ) (x-xX)eRA)NH(A) |3

Ma cio & possibile se, e solo se, X' =X, essendo R"=eA (A)OR(AT).




Attenzione!

1| @: x.€e R(AT)cR" — D(x,) = Ax, = ye R(A)cR™

2| @7:ye RA)CR™ —— O l(y) = x.€ R(AT)cR"

3| Dyriye RA)CR™ —— AT(y) = ATAxe R(AT)cR"

La prima trasformazione e un isomorfismo tra ZR(A") e Z(A); le
altre due sono isomorfismi tra Z(A) e ZR(AT).

La seconda trasformazione e l'isomorfismo inverso della prima.

La seconda e terza trasformazione sono generalmente diversi;
esse coincidono solo se A e una matrice ortogonale.

ACS2_05a.24
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Esempio 12 7, : xeR*——y=t,(x)=AxeR’ ¢
1 3) pivot ——— rank(A)=1 2
A=|2 6|—¢— _ g |A=sym([-]) .@'
0 0 0 0 s=rref(A) | ¢, non & né iniettiva e né
\ y y . .
suriettiva
RAT = colspace(A'); RA = colspace(A); B
NA = null(A); NAT = null(A'); S
R(AT)=span{(1,3)"} R(A)=span{(1,2,0)™} g
oMA)=span{(-3,1)T} oMAT)=R(A) =span{(-2,1,07,(00,)T} | ¢
R : g
eMAT) A
R3
o/ | retta . RMA) |2

@(AT) e @(A) isomorfi Quale isomorfismo tra R(AT) e R(A)?




Trovare I'somorfismo tra R(A™) e R(A) |*
R(AT)=span{(1,3)} R(A)=span{(1,2,0)"} o
eMA)=span{(=3,1)T eA(AT)=span{(-2,1,0)", (0,0,1)7} S
rank(A)=1
si cerca . X € @(AT)CRZ —> (I)(X ) AX ye @? A)CR3
blettlva
Per la biettivita, Vye Z(A) si vuol trovare un solo x, (3! x,) tale che -z
:ye R(A)cR3 — (I)“(y) ;Ie R(AT)cR? =
R(A)=span{(1,2,0)"} £
def ; , X, + 3%, = O E
_ s \/= 2 6x,=
VyeR(A) &< JacR:y=a(1,2,0)", ed IxeR?|: Axzy < {W |
& X +t3,=a sistema lineare inderdeterminato E:> oo soluzioni <
La soluzione generale x del sistema indeterminato
siscrive <> X=X, +X, dove: x, & ur vettore in e/ (A) e ~
X, = 2 :g <O x & una soluzione partlcolare di Ax=y. g
1 syms a real; y=a*RA; xp=A\y; >
In generale x,€R?, ma x, & R(AT). Poiché R%=R(AT)@cA(A) —)> x, XX, | =
e tale decomposmone e unica. "g

B=[RAT NA]; % base di R~2
coef=B\xp; xr=RAT*coef(1)




Esemplo2: 7, : xeR'——y=1,(x)=AxeR’;
dOve — S » FA suriettiva <

In R? A = syn([..]); In R <
AW=span{@-L)} v celzpacenys | oAAD={0) | §
R(AT)=span{(1,2,0)7,(0,1L1)} |4 = colspace@); | g(A)=R2
piani/ :

R(AT) e R(A) isomorfi 3

i‘;

Quale isomorfismo tra R(AT) e R(A)?




Trovare I'somorfismo tra R(AT) e R(A)

R(A")=span{(1,2,0)',(0,1,1)"}  FR(A)=span{(1,0)',(2,1)'}
eAMA)=span{(2,-1,1)"} AAT)={0}

Esercizio: Calcolare I'isomorfismo come visto nell’lesempio precedente.

Si puo procedere come prima, ma ora si puo sfruttare il fatto che
A sia una matrice di rango massimao dove il rango = num. righe.

Vx.e R(AT) x.=AT(a,B)— ®(x)=y=Ax.=|AAT(c,B)"e R(A) | invertibile

T

Vx,eR(A") & x.=A'a,p)

ty * (o,B)TleR2— y = AAT (o,B)" e R(A)=R?
ty ! yeR?=R(A)— (a,B)" = [AAT]"lyeR?
@ l(y)=x.=AT(a,p) e R(AT)

Esercizio: Implementare tale algoritmo e verificare il risultato.

ACS2_05a.28
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Esempio3t !, : xecR*——y=t,(x)=AxeR}?
1 0] o
dove A=I[2 1 » Iy Iniettiva | <
A = sym([..]);
rank(A)=2 \0 1) mT - ﬁﬁiigzg?(A');
in R2 in R3 NAT = nollcac; ;
AMA)={0}  eM(AT)=span{(2,-1,1)T}
R(AN=R? R(A)=span{(1,0,-2)",(0,1,1)"} §
£
piani “‘2‘*
l._
R(AT) e R(A) isomorfi HA) .
eMAT)

Quale isomorfismo tra R(AT) e R(A)?




—

1 0 Trovare I'somorfismo tra R(AT) e R(A)
A=12 1|  oxiA)={0} eMAT)=span{(2,-1,1)}
0 1 @AN=R R(A)=span{(1,0,-2)",(0,1,1)7}

Per la biettivita, Vye R(A) si vuol trovare un solo x, (3! x,) tale che

o' ye R(A)cR® — @7(y) =|§e R(AT)cR?

Ora si puo sfruttare il fatto che A sia una matrice di frango massimo dove il
rango = num. colonne.

Vye R(A) < IxeR?: Ax=y < |ATA[x=Ay | | invertibile
i

& | x=(ATA)ATy

MaxeR2= R(AT) —) x]= (ATA) ATy

Esercizio: Implementare tale algoritmo e verificare il risultato.

ACS2_05a.30
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Cambiamento di base
Se A(nxn) € una matrice non singolare, allora I'automor-

fismo dato da t, puo essere considerato un cambiamento di
base in R"

ACS2_05a.31

Le colonne di U sono una base di R” Le colonne di V sono un’altra base di R” _g,
U=(u, uy, ..., u,) V=(p v .., 1) 5
£
n n <
VxeR"——x=Ua VxeR"——x=Vp 2
QL: componenti di X ﬂ: componenti di X |l 2

rispetto alla base U rispetto alla base V
%“
il vettore X e lo stesso, ma & 5
scritto rispetto a basi diverse | | <

— . -1 | e—— matrice del cambiamento
Uo=VB < B=|V'Ug maic




Esempio 3
In un esempio precedente, si sono calcolate le componenti di

ACS2_05a.32

f 2\
x=|-1|e R? rispetto alla base data dalle colonne di V:
|1 11 1)
V=012
o3
2 100 —:‘
x =Ua =||eR? rispetto alla base standard di R? Uflo 1 0] S
1 00 1 S
Il VBeR® rispettoalia b - 111] S
x=VBelR® rispettoallabase V=[o 1 2 -1 g
- 003 :> B =V U Q"
U=eye(3); V=[11 1;0 1 2;0 0 3]; - <
A=V\U; % < inv(V)*U matrice di cambio di base . .
alpha=[2;-1;1]; format rat; beta=A*alpha A'. matrice del
beta = disp(V*beta) cambiamento di base _
12;; 2 ox ' Si é ottenuto lo stesso risultato || £
1/3 1 e di prima, quando & stato risolto | X
un sistema lineare z
Vantaggio: se la matrice del cambiamento di base & nota, allora|| £

non si deve risolvere un sistema lineare per ogni vettore x.




Esempio 4

ACS2_05a.33

Vantaggio nell'usare una base ortonormale

U vecchia base B =)V_1U & Y nuova base

rmatrice del cambiamento

di base S

| T =
YV base ortonormale [ > B =\V'U|a £
— N

= e
ratrice del cambiamento S

— di base 9

~ '-&

Vi T piu veloce e piu accurata, perché non si & dovuta | <

~ calcolare la matrice inversa!

U=[10151165123]"'; [Q,R]=qr(U); dlsp([lnv(Q ’{;
-0.7071 -0.0000 -0.7071 -0.7071 -0. 7071 N
-0.4082 -0.8165 0.4082 -0.4082 -0. 8165 0.4082 3
-0.5774 0.5774 0.5774 -0.5774 0.5774 0.5774 s

e — s
- 5

Q matrice ortogonale




Esempio 3 (cont.)

¢ 2\ f1 1 1\ r’Bl\
1] [0} [O

-1le —Sp&ll”()],[l],lﬁ” ::> Vv=[|1 2 0| x=|B,|eR’=2(V)

\ 1J v J) 3 :3) \B3)

U=eye(3); alfa=[2;-1;1]; x1=U*alfa ”

T o : X rispetto alla base standard
(12 base)

VE[1 T71;1 2 0;0 3 0]; beta=(V\U)*alfa;

x2= beta

B : x rispetto alle colonne di V'
(22 base: matrice di cambio base)

gamma=(Q' *U)*alfa;

‘ y : X rispetto alle colonne di @

(32 base: base ortonormale)

|

| vettori sono gli stesst!
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AL - Trasformazioni Lineari
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