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ACS parte 2: ACS_03

Argo attati

> Algebra Line
< Sottospa diretta.

> Sottospc are e complemen-
to ortog

< Relazione re proprieta.
< Intersezione ¢ ineari.
< Teorema Fonda dell’A.L.

2 Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt e
sua relazione con la fattorizzazione QR.
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Definizioni
S1ano S uno Spazio Lineare e U, V, W suo1 sottospazi.

U=V+W softospazio somma

V+W ={seS :s=v+w, WeVrVweW!

@ U=V@®W  sottospazio somma diretta

VEW =V+W A VW ={0}
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Definizioni

@ V  complemento (o sottospazio com-
plementatare) di-' W

V. . VW =S

V=W complemento ortogonale di W

WL = {seS stVweW}

ACS2_03.3
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Esempi

Zi} VUW non e sottospazio,
perché v+twg\VUuUW

Infattl, ad es., se

— —

V=x, W=y ="

ayan
{/2:}SianOV:span< O, 2{t, W =spani|2{,[0];
\1/ \_1/
(1 0 2 0]

posto A={0 2 2 0 ‘ V+W = @(A)

Spazio delle Colonne di

ACS2_03.4
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Esempio
Zﬁ}Per ogni sottospazio esistono infiniti sottospazi

complementari.

Infatti, ad es., se 'V = asse X, allora
R*=V @W dove W =assey
R’ =V ®W dove W ={w : w,=w,}

ACS2_03.5
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Esempio

@ Se W = {W W, = W2} allora per il suo comple-
mento ortogonale risulta

V=W"={v : v,==Vv,}

Infatti W =span

ACS2_03.6
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2

dim(V+W) + dim(VAW) = dimV + dimW

Proprieta
V, W sono sottospazi di uno Spazio Lineare S:
1 V+W e VW sono sottospazi lineari. ...perché:

ACS2_03.7

>

per ricordarla: & simi-
le all'area di C, UC,

Relazione di Grassmann

3 dim(V &W) = dimV + dimW

4 S=V OW = VseS FlveV, FlweW : s=v+w

5 S=V ®W = una base di S si ottiene dalla
unione di una base di V ed una base di W.

o
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Proprieta

6 Il vettore 0 e ortogonale ad ogni altro vettore ed
e 'unico ad essere ortogonale a sé stesso.

7 1l complemento ortogonale e un sottospazio.

8 1l complemento ortogonale di W é un sottospazio
complementare di W, cioe W ®@W-=S.

9 Il complemento ortogonale di W é unico.

10 (W)= W.
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Intersezione di due sottospazi

1. Se S e uno Spazio Lineare e V, W suoi sottospazi,
allora anche VMW & un sottospazio di S.
Dim
Basta applicare a VMW il Teorema che caratterizza un sottospazio

Lineare:
VW deve contenere le combinazioni lineari di tutti i suoi vettori.

Tesi: Vx,yeVaW :> ox+ByeVnW

Il risultato segue immediatamente, perché V e W sono
entrambi sottospazi lineari:

Vx,yeV :> ox+ByeV
Vx,yeW > ox+PfyeW

ACS2_03.9
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(1\
V =span|0

Laboratorio
Calcolare in R3 VMW dove

1

L\ "/

(O\ r(2\ (O\ﬁ
21y, W =span<|2(,| 0|t
\_l)J g\IJ \l/d

VXeVNW < xeVe xeW, cioe

X=ea|0|+ 8| 2|=al2|+b|0]|= X

( A [ \1/ _1/ \1) \1/
L0 2 0 l

0.2 2 0 i:o I I
L)) XeV XeW

Incognite: a. e 3 oppure aeb

ACS2_03.10
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Ciog, per calcolare VAW, si determina prima 2/#(A) dove ‘3.
(1 0 2 0
= A (A)=|span;
A={0 2 2 ofimmpcA(A)=sp :
=1 1 1 )
... € poi basta sostituire . e  nella formuladix

Analogamente se si scelgonoa e b

) ( O\ (1 0\ (_2\

v

1
x=a|0|+ ] 2|2 of]) 2|=|-2

AL - particolari sottospazi

\1) \_1) \1 _1) \_1)

Bl=sym([1 ©0;0 2;1 -1]); =
B2=sym([2 ©;2 ©;1 1]);(la risoluzione numerica AN S
A=[Bl1 B2]; & la stessa, senza sym ) N
N=null(A); = ;— ;‘.
x=B1*N(1:2 X=-B2*N(3:4 _

X = ga,ﬁ)) x = (-a~—b) VW = spanq|—2|; “
-2 -2 C
-2 2 si possono scegliere indiffe- —1 =
-1 1 rentemente (a,b) o (o) g /]




Esempio: Calcolare se esiste l'intersezione deidue piani | &
assegnatl In eq. cartesiana
<
T = =2X+Yy+22=0 Ty = —X+Yy=0
x| (-2 x| (-1 dizioni di
— _ .t S. condizioni di
n1_<[§H ;>_O n2_<z, (1)>_O ortogonalita
syms x y z real T+ g_
Eql=-2*x+y+2*z == O; 1 2
Eq2=-x+y == 0; normali TC%‘ §
S=solve(Eql,Eq2, ... nl n2 =
'ReturnConditions’,true); : 4 ™ %
B=[S.x;S.y;52]/z nlisym([-2 1 2]/); % normaleam, o=
g - n2¢5ym([-1 1 0} ); % normale am, S
5 Al=null(nl'); fo base per T, '
1 A2=null(n2') % base per T, <
A=[Al1 A2]; N=null(A);
il modo piti sempli A1*N(1:2)
ni=sym([-2 1 2]); | 1537 T s
n2=sym([-1 1 0]); =2 N
A=[n1;n2];passo 1 Bl -1 =
N=null(A) passo 2 -A2*N(3:4) b . <
g L 45._?.2.5_5, asl per' Tle'\TCZ qé‘
2 b -2 N
1 -1




Lab: il modo "piti semplice” per trovare l'intersezione tra piani é.
T, = —2X+y+2z=0 T, z<; ,[iJ>=0 T, = —X+y=0 T, z<l§”1]>:o ¢
gL N normali 00

1) Calcolare delle basi per le normali

_ e . | |la soluzione nume-
ni=sym([-2;1;21); | ;278 stessa,| M, = span

n2=sym([-1;1;0]); | |senza sym

Se richiesto, calcolare dalle normali delle basi per entrambi i piani

syms a b real bt 1) {0
pl=null(nl')*[a;b]; m, =spani|2|,|0|r, m, =spani|1]|,|0
p2=null(n2’)*[a;b]; 0 |1 0 1

equazioni parametriche

AL - particolari sottospazi

=21 (-1
p3=[nl n2]*[a;b]; my =spany| 1[,| 1 1 ?Z-,
equazione parametrica 2 0 Lo E
2) Calcolare la normale a quel piano come suo Complemento L 7%7 =
o Y
n3=null([n1 n2]'); |Ortogonale ny=m,my=spanin;} “~ T~ -l §

Perché la normale al piano generato dalle due normali n, e n, e una base per w;Nr,?




Esempio: verificare se © e r risultano sottospazi comple-

ACS2_03.14

mentari: , ,
—5) (2 1
m=span;| 3|,/0 r=spani|-2it  mrCR3

0) |1)] 1)
V=[-5 3 ez 201]1'; | dim(V)=2 g
disp(rank(V)) . 2
2 dlm(ll) =1 g,
u=[1 -2 1]'; S
A=[V ul; dim(V+u) =3 =dim(R3) £
disp(rank(A)) =dim(V)+dim(u)| -
3 <

Formula di Grassman

dim(VNu =OI:> E

Esercizio: laretta r € complemento ortogonale del piano ©?
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Lab. (1"
Calcolare V 1, e la sua dimensione, dove V =span+|0/,

A=[1 0 1;0 2 -1]';
disp(rank(A))

2
Vperp=null(A')
Vperp =

-0.6667

0.3333

0.6667
disp(Vperp'*A)

0 0
RA=orth(A); disp(Vperp'*RA)
1.0e-015 *
0.1110 %)
disp(rank([A RA]))
2

== dim(V)
== dim(V/ 1) = =1

VvV = R% 1

verifica 'ortogonalita

calcola ZR(A) e verifica

'ortogonalita con V -+
RA e proprio lo spazio
delle colonne di A

ACS2_03.15
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Calcolare 'equazione cartesiana del piano V = span -

Lab.

A=sym([1 © 1;0 2 -1]');

)

lica in una sequenza di caratteri

n=null(A") calcola la normale
n =
-1 [num,den]=numden(n);
1/2 mult=1lcm(den); N
1 n=mult*n
n = per avere numeri interi
-2
1 _
2
syms X y z real
Egn=[char([x y z]*n) ' = @'] / char(): converte un’espressione simbo-
Eqn = mediante array di caratteri

lsyms X y z real

Y

Equazione cartesiana

Egn=string(char([x y z]*n)) +
Egn = mediante stringa
"y - 2*X + 2*z = 0"

- ell

2

stringa

string(): converte un array di caratteri in una

ACS2_03.16
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Esempio:
visualizzare il piano Vv
con l'osservatore perpendicolare ad esso.

Equazione cartesiana: y/2-x+z2=0 {— z=x-y/2

A=[1 @ 1;6 2 -1]'; n=null(A’); J o

[x,y]=meshgrid(linspace(-4,4,25));
z=-(n(1)*x+n(2)*y)/n(3); mesh(x,y,z);
hidden off; hold on; axis equal
quiver3(0,0,0,n(1),n(2),n(3),1)
view([n(1),n(2),n(3)])

Y
coordinate dell’osservatore

N

oppure cart2sph: da coordinate cartesiane a sferiche

[theta,phi,rho]=cart2sph(n(1),n(2),n(3));
view(90+theta*180/pi, phi*180/pi)

azimuth elevation

= span -

ACS2_03.17
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Teorema Fondamentale

X
Gilbert Strang: The

https://www. : { rangpaper.pdf

Gilbert Strang:| pro

https://math.mit.edu/~qgs/

Le sue lezioni di Al ibili PENCOURSEWARE
https://ocw.mit ra-spring-2010/

Gilbert Strang: MIT course 18.065
“Matrix Methods in Data Analysis, Signal Processing, and Machine Learning” (2018)

[https://ocw.mit.edu/courses/18-065-matrix-methods-in-data-analysis-signal-processing-and-machine-learning-spring-2018/
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUl4u3cNGP630MNUHXalUcrkS2PivhN3k]
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Teorema ftondamentale
dell’Algebra Lineare -

Per una matrice - A(mxn) siha
ANA)=RA) e RA)=cHA)
ATAN=R(A)" e  RA)=AMA)

La dimostrazione si basa sulla definizione di o/ A)
N (A) ={veR": Av = 0}

oA/(A) contiene tutti i vettori v ortogonali alle righe di
A e quindi a QR(AT). Per gli altri due sottospazi si
considera AT al posto di A.

ACS2_03.19
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Rappresentazione grafica del :
Teorema Fondamentale dell’Algebra Lineare | 3
A(mxn)
R(AT) R(A)
dimr
Ax - ~
rg;wlv :g‘;&ce\ \ column space %
W AX ;
— 2
XeR"¥ X=X, -
A= é
~~ left nullspace n
nullspace Aly=0 g
onay N NAT)
dimension n—r dimension m—r =
R'= R(AT) ® c/(A) R™=R(A) @ oA/AT) -




Lab.: calcolare i 4 sottospazi fondam. di A dove

1
A=2
3

O N

A(3x2)

R(A), MANCR® = R(A) = MAD*
R(AT), MA)CR = R(AT) = AMA)

MATLAB Symbolic Math Toolbox

A=sym([1 2 3; 4 7 5]');

RA=colspace(A

RA =

[ 1, 0] —

[ e, 1] AA) span;3
[ -11, 7]
disp(rank(double([RA A])))

1

NAT=null(A")
NAT =

11 @/»(AT)qpani
1

disp(RA' *NAT)

(%)

5

2 due basi per

e

e¢ q

R(A), eMAT) sono ortogonali

NN A W -

disp(rank(A)) L .
2 ﬁ le colonne sono indipendenti

tesso sottospazio | RAT=orth(A')  R(AT)=R*

<X ™R <R ™ R

AMAT) = RA)L >

Formula di Grassman

dim[e/(AT)] = 3—dim[ R(A)] = |

MATLAB

A=[1 2 3; 4 7 5]';
disp(rank(A))
2

RAT =
-0.34998 0.93676
-0.93676 -0.34998
NA=null(A) N (A)={0}
NA =
—0 2x0 empty double matrix

eM(A) contiene solo il vettore nullo

ACS2_03.21
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Teorema Fondamentale e sue applicazioni

ACS2_03.22

Oofh———— 3 pivot

i
B, |

dim[R(A)] = 3 = dim[R3] | - Hﬂﬂ matrice "a scala” S

[
|
[
[
o O
N’

AL - particolari sottospazi

1) {0) (0
QR(A) =span{|0|.| 2|.|0|t possiamo calcolare eMAT)
1) (-1 |1

(prof. M. Rizzardi)

senza A, come @%AT&@(A)l= {0}...perché?




Teorema Fondamentale e sue applicazioni |:
I
[T][ 0] 2 [0 (D0 2 0 S
A=lo|| 2] 2 [o]—=]0 D 1 0
1 ]1=1] 1 [1 0 0 0 W
MATLAB Symbolic Math Toolbox eliminazione di Gauss-Jordan
A=sym([1 © 2 ©;0 2 2 9;1 -1 1 1]); ((row-reduced echelon form — parte 1) B
S=rref(A) S
S = 2
[ 1 0 2 0 | ] » " \\\\\ £
[ e 111 o |] matrice "a scala” S ki
[ |o ) ) 1| ] wmmﬂmm ’ S
RAT=colspace(A') m <_(\
RAT =

[ 1, o, 0]
[ 0, 1, O] ~
[ 2, 1, 0] S
[ 0, 0, 1] T\ — T S
RST=colspace(S') @(A ) — @(S ) N
RST = s
[ 1, o, 0] =
[ 0, 1, o] : : : . 5
[ 2, 1 @] Gli Spazi delle Righe coincidono | =




Teorema Fondamentale e sue applicazioni

ACS2_03.24

1 O |
0 2 —1
A=

2 2 |

MATLAB Symbolic Math Toolbox 0 0 1
A=sym([1 © 2 0; 2 20; 1 -11 1]); i
S=rref(A) matrice "a scala” S 2
: B - ; o ] row-reduced echelon form %
[ [e |1 o ] c
[ |0 0 1 ] S
[ |0 0 o ] £
RA=colspace(A <
RA = T, rank (RA) h

[ 1, 0, 0] ans =

[ 0, 1, 9] 3 —
[ 2, 1, @] rank([RA RS]) ?R(A) = ?R(S) 2
[ 9: @J 1] ans = ﬁ
RS=colspace(S) 4 &
RS = z
[ 1, 0, @] =
[ 0, 1, 0] , , : &
[ 8 2, ] Gli Spazi delle Colonne sono diversi | =




Esempio

Calcolare le componenti del vettore u=(3,2)', lungo V e V 4,

dove V=span{(2,1)"}.

¥

W=V L= span{(-1,2)"}

4

»

v

!

B
!

sistema lineare

-lo)

2
1

!

K

u=[3 2]"';

uV=c(1)*V;
P=[zeros(2,1)

v=[2 1]';

W=null(V'); A=[V W];

uW=c(2)*W;
uv u ulW];

c=A\u;

figure; h=patch(P(1,:),P(2,:),'y");

set(h, 'LineStyle',": ", '"FaceAlpha',0.25)
axis equal; grid on; hold on; box on
h=compass(complex(u(1),u(2)),'b");
h=compass(complex(uv(1),uv(2)),'r");
h=compass(complex(uW(1),uW(2)),'m");

ACS2_03.25
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Esempio: Calcolare, in R3, 'angolo formato da

T, = span

= 3x+35y—6z=0
4

— O 3 0
n=( 5, n,=|0

> - 1

| coefficienti dell’eq. cartesiana (ovvero
i parametri direttori delle rette normali

1%

1
3
3

2

b

1

¥

n,=R(A), A=

J , T, =Sspan

S = O

1
0
0

|

0

0

J

ai piani) costituiscono una base per

R(A): e R(B)-
oMAT) = R(A)- e eMBT) = R(B)-

[x,y]=meshgrid([-6 6]); zl=(3*x+5*y)/6;
z2=zeros(size(x)); surf(x,y,zl);
set(h, 'FaceAlpha',.5); hold on; h=surf(x,y,z2);
nl=[3 5 -6]'; n2=[06 O 1]'; % normali
cosTH=dot(n1,n2)/(norm(nl)*norm(n2));
TH=acos(abs(cosTH))*180/pi;
disp([TH subspace(nl,n2)*180/pi])

44,181 44,181

ACS2_03.26
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L'insieme di vettori non nulli {@,,®,,....p,} sidice

ACS2_03.27

*sistema ortogonale se i vettori risultano mutuamente ortogonali, cioe | «
=0 « = j
(000} =1_ o

»sistema ortonormale se, oltre ad essere mutuamente ortogonali,
hanno norma unitaria

P s e fel=t
Una base ortogonale corrisponde ad aver introdotto nel sottospazio un

Sistema di Riferimento ortogonale, una base ortonormale equivale ad
un Sistema di Riferimento monometrico ortogonale.

E possibile trasformare una qualsiasi base di
un sottospazio in una base ortonormale?

b U £

Algoritmo di “ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt (peri vettori di R")

AL - particolari sottospazi
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Algoritmo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Questo algoritmo trasforma una base di un sottospazio
in una base ortonormale

input: n vettori linearmente indipendenti {a;
output: n vettori ortogonali { v;} oppure ortonormali { w;}

Idea (in R?)

A 4 v

A sottrarre da a, la * normalizzare ad
sua componente ogni passo la
nella direzione di a, normadi u,al

A 4

a2 - <a2,’ll,1>’ll,1

a;

»
»

\
(@,

sistema di vettori — sistema ortogonale sistema ortonormale
linearm. indipendent

ACS2_03.28
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Algoritmo di ortonormaliz. di Gram-Schmidt: passi

A vettori di input
aea,
linearmente
indipendenti

d,

i passo 1.a

=

V.=ad
] ] 2, ]],=1 |

v

ACS2_03.29
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Algoritmo di Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt
(GSO)

Idea: sottrarre da ciascun vettore le sue componenti
lungo i vettori gia ortonormalizzati

v, il primo vettore viene solo
Ulcl s (UL e H normalizzato a 1 in lunghezza
v
1

Tjkf:== Eikf-__ <:Eik:,’lbj:>‘le

]=1 _
v g fOI’ k—2,3,...,n
’U,k =

k
0]

S

ACS2_03.30
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Esempio | Generare una base ortonormale per il piano

ACS2_03.31

X —2 1
Eq. parametricadit |y|=a| 1|+B|0|, Va,BeR
Z 0 1
t t
: : base non ortonormale
Ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt R -
o A A=[-2 1 0; 1 0 1]';| numerico ||| S
” disp(orth(A)) 3
- 2 0 -0.9129 -0.0000 £
v vo— || — 9.3651 -0.4472 | w
< Loy -0.1826  -0.8944 g
E 1 [ E
- —_— = Vi al=sym([-2 1 0]'); a2=sym([1 @ 1]');||E
z 1 || || » \/g vl=al; ul=vl/norm(vl); g
= Vy v2=a2-a2'*ul*ul; u2=v2/norm(v2); '
8 . 1)1 (- 1 (2 e disp(Jul u2]) <
S V. = lo|— _— A I R ) [ |-(2*%57(1/2))/5, (57(1/2)*6"(1/2))/30]
=) 2 = |V 0l 1=1% 57(1/2)/5, (5~(1/2)*6%(1/2))/15]
O 1 1 \/Eg \/Eg 0 1 @, (5"(1/2)*6"(1/2))/6]
o4 1 isp(double([ul u2])) o
] P V, X 1 disp(orth([al a2])) -0.8944  0.1826 2
o U, = |v ” — /30 2 0.4472  0.3651l R
2 > 6 0.9129 simbolico | || &
-2 1 : -2 ) 1 <
TT=Span 11, 10 = Span ﬁ 1], E 2 '“'c‘;
0 1 0 5 <

disp(rank([orth(A) double([ul u2])])
come verificare che lo spazio € lo stesso? 2 stesso sottospazio




... [xX,y]=meshgrid(linspace(-6,6,25)); A=[-2 1 0;1 @ 1]'; nl=null(A');
P1=(-n1(1)*x-n1(2)*y)/n1(3); % eq. cartesiana

subplot(2,2,1); surf(x,y,Pl); axis('tight'); subplot(2,2,2); mesh(x,y,P1); hidden off
hold on; axis equal; quiver3([o ©0],[0 ©],[0 ©],A(1,:),A(2,:),A(3,:),1)
view([n1(1),n1(2),n1(3)])

A2=[double(ul) double(u2)];

n2=null(A2');

P2=(-n2(1)*x-n2(2)*y)/n2(3);

subplot(2,2,3); surf(x,y,P2);... - ava? VXA
1 .| base non ortonormale
10 h | ‘__//—‘//’ \\\; :\\:\ :
5 SR A AY }*J\f
° 3 S AU iy it
5 S S - ///—/'”' K V{l
r - “‘ ! NAC L
- - L P ] DAY !
-2 1 5 6
T =spani| 1| |0
0 1
base non ortonormale y I
- : P
0 S - N 0'/"—? \:\ | :" \: :
-5 ‘ S <> <> 2 ‘_'\f/’/ ) A i\:\: :\ i
base ortonormaless| -1 SOSSSSSOSSSSSSESS L KO AL
, \ base-ortonormale -
T =spaniz|!| \

ACS2_03.32
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Esempio | Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt
A=sym([-2 1 0;1 0 1; 0 -1 2]"')
A =
[-2, 1, @]
[ 1: @J '1]
[ 0, 1, 2]
v(:,1)=A(:,1);
u(:,1)=v(:,1)/norm(v(:,1)); 650
v(:,2)=A(:,2)-A(:,2)"*u(:,1)*u(:,1);
u(:,2)=v(:,2)/norm(v(:,2));
v(:,3)=A(:,3)-A(:,3)'*u(:,l)*u(:,l)-A(:,B)'*u(:,z)*u(:,z);
u(:,3)=v(:,3)/norm(v(:,3));
1
v
\['_z, 1/5, -2/3] puo essere scritto come
[ 1, 2/5, -4/3] algoritmo generale
[ 6, 1, 2/3]
u=simplify(u); u
u =
[-(2*57(1/2))/5, 30~(1/2)/30, -6"(1/2)/6]
[ 5~(1/2)/5, 307(1/2)/15, -6"(1/2)/3]
[ 0, 307(1/2)/6, 67(1/2)/6]
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Matrici con colonne ortonormali

Una matrice reale Q(mxn), con colonne ortonormali, soddisfa

la

seguente equazione: Q'Q=1 (Q: inversa sinistra) ma, in generale,

nonvale QQ'=l. Q'Q e detta “matrice di Gram” of Q.

Se Q ha colonne ortonormali allora:

>preserva i prodotti scalari std: (Qx,Qy) = (x,y) :>
> lascia immutata la lunghezza di un vettore: || Qx||, = [|x]|,
|Qx - Qy||; =[x -yl

> preserva le distanze:
> preserva gli angoli tra vettor:i:

COS(QXZQV)=<QX,QV>/( 1Qx||, ||Qy||2)=06y) /(x| ||Y||2)=C°5(XZV)

Se Q & una matrice quadrata reale, e Q'Q=1=QQ" < Q'=Q}, cioe la trasposta

e la suainversa, allora Q é detta matrice ortogonale.

Se Q & una matrice complessa quadrata, e Q"Q=1=QQ" < Q"=Q"!, cioé la matrice

trasposta e coniugata & la sua inversa, allora Q é detta matrice unitaria.

Esempi di matrici ortogonali: Permutazioni, Rotazioni, Simmetrie. o
Cosa sono? °

OO
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Gram-Schmidt Orthonormalization (GSO)

Puo essere applicato a qualunque tipo di vettori

Esempio 1| calcolare una base ortonormale, rispetto al

prodotto scalare std. in [-1,1], nel sottospazio IT, contenente |
polinomi algebrici reali di grado al piu1.

prodotto scalare std in |—1,1|: (f,¢)= 1 d
P,(X) =b + ax L1 (f.g) J;f(X)g(X) X

Hl = Sp4d {1, X} «—— base ortogonale, ma non ortonormale

GSO A|9 :{> base ortonormale > [\/15 , X %}

1

0, 1
Up = & poiché ||(P || = ldx
ol L=y
’02:([)2—<(P2,U1>’LL1:X p0|Ché <(P2,U1>:fxi2dx:()

u, =

3 1
:xg poiché [us], = | [ xdx = (2

U,
v,
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sottospaz

[, ={ax+b, abeR}

MATLAB Symbolic Math Toolbox

GSO:

Exomgle 1 in MATLAB

io I,

[x,
disp(kron(A',A))
X

disp(A'*A)
[1, x]

prodotto esterno di vettori =
pripdotto di Kronecker di vettori

x 2]

[1,

[x, x~2]

dotProd = @(f,g) int(f*g,-1,1); <f,g>:ff(x)g(x)dx

syms X real;

A =

[ 1, x]
v(1)=A(1);

u(1)=v(1)/

A=[sym(1) x] % basis for II;

disp(int(A'*A{-1,1))
[ 2, ©] ory

[ e, 2/3]  9ong,
disp(int{v'*v]-1,1))
[ 2, o]
[ @, 2/3]
disp(int{u'*u]-1,1))
[ 1, o]
[ 6, 1]

v(2)=A(2)

- dotProd(A(2),u(1))*u(l);

sqrt(dotProd(v(l),V(l)))j:¥_

u(2)=v(2)/

sqrt(dotProd(v(2),v(2)));

o= 176

2

dx

disp(v)
[ 1, x]
disp(u)

v: sistema di vettori ortogonale

u: sistema di vettori ortonormale
[ 27(1/2)/2, (2~(1/2)*3~(1/2)*x)/2]

Il grafico di funzioni non rappresenta i vettori di I1;; per
immaginarli come vettori di un sottospazio lineare,

dobbiamo considerare i vettori di R?, il piano reale.
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Algoritmo GSO

Puo essere applicato a qualunque tipo di vettori

ACS2_03.37

Esempio 2 | calcolare una base ortonormale, rispetto al

prodotto scalare std. in [-1,1], nel sottospazio IT, contenente |
polinomi algebrici reali di grado al piu 2. 1

P,(X) = + bx + ax? prodotto scalare std in [-1,1]: (f,g)= ff(x)g(x)dx g
-1 8
H2 = Span {1,X,X2} < base ortogonale, ma non ortonormale E
1 £
GSO A g. 'ZD base ortonormale ={$, X\/%, %(Xz—%) %} 2
_ _ Y _L A _ 1 <—(\
v =@, U = ol =7 poiché ||v |, = _flldx
v, = @, = (o0, )u; = x poiché (®.,u) xidx 0

U 3 . 2
Uy = —x‘/— oiché |v / x“dx = ‘/
i ||UZ||2 2 P ” 2”

Uy =@y —<(p3,u1>u1 <(P3 u2>

Us

o]
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sottospazio II, = {ax2 +bx+c, a,b,cec R}

GSO:

Esempio 2

MATLAB Symbolic Math Toolbox

in MATLAB

prodotto esterno di vettori =
prodotto di Kronecker di vettori

dotProd = @(f,g) int(f*g,-1,1);

syms X real;

A =

[ 1, x, x"2]

v(1)=A(1);

u(1)=v(1)

sqrt(dotProd(v(1),v(1)))

2.

(76)= [ Fxlsto)as

A=[sym(1) x x*2] % base per II,

v(2)=A(2)

- dotProd(A(2),u(1))*u(1);

u(2)=v(2)

sqrt(dotProd(v(2),v(2)))

2.

v(3)=A(3)-dotProd(A(3),u(1))*u(l)-

(o)

u(3)=v(3)

sqrt(dotProd(v(3),v(3)))

disp(v)

[ 1, x,

0ol 11

[ 2,
[ 2/3,
[ 2,

[ o,

[ 1,
[ o,
[ @

J

disp(int

disp(int

(A" *A,

'111))

[ o, 2/3,

0, 2/31%;

9, 2/5]

(v'*v,

'131))

9,

[ 0, 2/3,

9,

disp(int[u'*u,‘-l,l))

9,
1,
9,

Q]Opf
@] %%%b
8/45] {

G]O%f

o
0] o,

(o)
%) o
] ﬁ’h-

1]

Prod(A(3),u(2))*u(2);

v: sistema di vettori ortogonali

x"2 - 1/3]

u=simplify(u) u: sistema di vettori ortonormali

u_

[2:(1/2)/2, (67(1/2)*x)/2, (3*27(1/2)*57(1/2)*(x"2 - 1/3))/4]

Il grafico di funzioni non rappresenta i vettori di IL,; per

immaginarli

come vettori di

un sottospazio

lineare,

dobbiamo considerare i vettori di R3, lo spazio reale 3D.

ACS2_03.38

I
o™

AL - particolari sottospazi




Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Che succede se si applica GSO ad un sistema di vettori
linearmente dipendente?

-2 1 -1
la terza colonna e la somma delle prime due:
A= 1 O 1 ‘ : .
le 3 colonne sono linearmente dipendenti.
0 1 1
d; dy a3
—2 —0.89443
v,=a,=| 1 [ >u1 :ﬁ: 0.44721
0 0
0.2 0.18257
v, =a, —(a,,u,)u, =04] | u, = ﬁ =10.36515
1 0 0.91287
'v3:a3—<a3,u1>u1—<a3,u2>u2: 0 u3:”z—j”:? NaN
0 NaN sta per “Not A Number”

(qui significa “forma indeterminata 0/0”)
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Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

in MATLA

Che succede se si applica GSO ad un sistema di vettori

linearmente dipendente?

disp(rank(A))

t51)=A(:,1);
:,1)=v(:,1)/norm(v(:,1));

GSO

2 colonne linearmente dipendenti

A=sym([-2 1 06; 1 0 1; -1 1 1]"); |a 3¢ colonna & la somma delle prime due

:52)=A(:,2) - dot(A(:,2),u(:,1))*u(:,1);
1,2)=v(

:,2)/norm(v(:,2));
:,3) - dot(A(:,3),u(:,1))*u(:,1) ...
- dot(A(:,3),u(:,2))*u(:,2);

E possibile scrive
il codice in un
algoritmo piu

generale

re

:,3)/norm(v(:,3));

1

u=simplify(u)
u =
[-(2*57(1/2))/5, 30~(1/2)/360,
vettore nullo [ 54(1/2)/5, 30~(1/2)/15,
[ 0, 307(1/2)/6,

NaN]
NaN]
NaN |
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Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Che succede se si applica GSO ad un sistema di vettori
linearmente dipendente?

syms x real la 29 funzione ¢ somma della 1¢ e della 3¢
A=[sym(1) x+1 x x”2] | oeqival. la 3" ¢ differenza della 2° e della 1°

A

in MATLA

=

non si pud calcolare il rango!
X x72] P -
)

[

, X+1,

Come stabilire se le funzioni sono linearmente indipendenti?

4 funzioni 1
dotProd=@(f,g) int(f*g,-1,1); <flg>:lffxx)g(x%ix
v(1)=A(1); o
u(l1)=v(1)/sqrt(dotProd(v(1),v(1)));
v(2)=A(2)-dotProd(A(2),u(1))*u(1);
u(2)=v(2)/sqrt(dotProd(v(2),v(2)));
v(3)=A(3)-dotProd(A(3),u(1))*u(1)-dotProd(A(3),u(2))*u(2);
u(3)=v(3)/sqrt(dotProd(v(3),v(3)));
v=simplify(v) N

vV = :

[ 1, x, O] < funzione (componente) nulla
disp(simplify(u))

[ 27(1/2)/2, (6~(1/2)*x)/2, NaN] NaN sta per “Not A Number”
v(4)= .. NaN (qui significa “forma indeterminata 0/0”)
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Esercizi

Scrivere una funzione MATLAB che accetti come
parametri di input una sequenza di n vettori e,
mediante l'algoritmo GSO, verifichi se essi sono linear-
mente indipendenti ed, in tal caso, restituisca come
parametri di output i sistemi di vettori ortogonali ed
ortonormali.

Cosa cambia nel codice se i vettori di input sono
complessi, invece che reali?

Scrivere sia la versione simbolica del codice, applicabile
anche a vettori di funzioni, e la versione numerica del
codice, applicabile solo a vettori di n componenti reali.
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GSO e fattorizzazione QR

’algoritmo di Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt,
guando applicato ai vettori colonna di una matrice
non singolare A(nxn), Si puo interpretare come una
fattorizzazione A=QR della matrice A, dove

» R & una matrice triangolare superiore;

; i X * Se la matrice A é rettangolare, al-
> Q e una matrice ortogonale L lora Q ha colonne ortonormali.

Q'=Q" <= QQ=1

Q= (91» Uy, Us, - Uy,)

A
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Algoritmo di Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

ACS2_03.44

Si risolve ognhi formula rispetto ad a;:

. _ v q
vl_al’ u, = —
lo]
k—1 | N
i o
veo=a, - (2., )
il - o
Y foi@'k = 293%: ., N 2
/0 S
u, = — S
cA 1
)
<<
a, = v, = || w;
:'5
a, = <a u.>u.—|—Hv Hu o
k lled me J k k .
= S fon la=saan] | =
(@]
i &
Uy H"’k”“k




Com’¢ fatta la matrice R 2
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Si riscrivano le formule dell’algoritmo GSO in modo che esso
restituisca le colonne di A:

A=(a &

a, ) «—— colonne di A

v '_al
_ . 1
||y =@ = =7

o]
k—1
>t ) = 4

j=1
/n\ - for k=2,3,..., n

v
— K
U, =

o]
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Q:(u1 Uy ... un)<—

colonne di Q

Si aggiungano, in ogni equazione, i vettori 1, non presenti con coef 0:

[+ 0w 0w b O =g
(@uu + folu  + 0w e 40, =g
(@) + (@) +fofun @+ Oy =g
<a4,u1>ul + <a4,u2>u2 + <a4,u3>u3 + + Oy, =a,
<an’u1>u1 s <an,u2>u2 + <an’u3>u3 + + Un un — an
combinazione lineare delle colonne di Q

f ~X ~ i

oy

ﬁ:O‘1jﬁ‘|'0‘2j&+0‘3]'%"'0‘4;%"'"""0‘;1;&:Q N

|

‘jsﬂ colonna di A sma colonna di R |—
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R=(o, a,

an) «— colonne di R

||ful||u1 + Ou, + Ouy +
(_av,w >u1 + H% ||u7 + Ow, +

+0u, = aq,
+ 0u, = a,

<a3,u1>u1 —|—<a3,u2>u2 + ||fu3||u3 +  Ou,+---4+0u, =a,

|
S

S

§ (U )y (g, Uy )1y +(ay,uy ) us + [0, vy 4+ Ou, = a,
S :
= ;
o -
&“_:’ <an,uj>uj+ v U,
© =1
S
o, =

|
S
A
7
- J;
wﬁ ~
fr— Q
\)
~— ~—
NN
- é: 45:
.b@ AV ) 9
W \S)
~—— ~——

S

S

S
I

S
o

S
»
I~
\9)
S~ S S

S
»

. :
N
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Esempio 1: funzione MATLAB qr()

-2 1
A=| 1 0
0 1
A=[-210; 10 1; 0 2 1]'; <+ matrice quadrata
v(:,1)=A(:,1); u( »1)=v(:,1)/norm(v(:,1)); GSO

v(:,2)=A(:,2)-A(:,2)"*u(:,1)*u(:,1); u(:,2)=v(:,2)/norm(v(:,2));
v(:,3)=A(:,3)-(A(:,3) "*u(:,1)*u(:,1)+A(:,3) "*u(:,2)*u(:,2));
u(:,3)=v(:,3)/norm(v(:,3));

u
u =
-9.8944 9.1826 9.4082 6 S h °d.l.
0.4472 0.3651 9.8165 |- f‘am- C ml
%) 0.9129 -0.4082
[Q:R]=qr(A) -
Q = - o
_0.8944  -0.1826  -0.4082 2y
basedi 9.4472  -0.3651  -0.8165 | R
R3 @  -0.9129 0.4082 QR CTVLIN
R = N O i::/\\ )
2.2361 -0.8944 0.8944 l /
@ -1.0954 -1.6432 2 /
) 90 -1.2247

_ N O
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Esempio 2: funzione MATLAB qr() , ,

A=| 1 0
0 _ 1
A= [ -210; 160 1] 3 matrice rettangolare
v(:,1)=A(:,1); u( ,1)=v(:,1)/norm(v(:,1)); GSO
v(:,2)=A(:,2)-A(:,2) " "*u(:,1)*u(:,1); u(:,2)=v(:,2)/norm(v(:,2));
u
u =
-9.8944 0.1826
0.4472 0.3651 QR
0 9.9129
[Q,R]=qr(A) base di /
Q = A)J_ -
-0.8944 -09.18726 0.4082
2%%2? 0.4472 -9.3651 -9.8165
-9.9129 0.4082 :
- | Gram-Schmidt
2.2361 -0.8944
© -1.0954 +
0 0

completamento della base di R3

| mediante R(A)L da R3=RA)DRA)-
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Esempio 3: funzione MATLAB qr() ,
A=| 1

A=[-2 1 0; 10 1]';« matrice rettangolare

v(:,1)=A(:,1); u(:,1)=v(:,1)/norm(v(:,1)); GSO

v(:,2)=A(:,2)-A(:,2)"*u(:,1)*u(:,1); u(:,2)=v(:,2)/norm(v(:,2));

u

u =
-0.8944 0.1826
0.4472 0.3651
(%] 0.9129

[Q,R]=gqr(A,"econ") % egonomy size

Q =

S M=) =
" 2.2361 -0.8944 Gl"am-SChmid?

%) -1.0954

R: matrice triangolare superiore
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