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ACS parte 2: ACS_01
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> Algebra Lineare:
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Fondamenti di Algebra
‘\ Gruppo commutativo (o gruppo abeliano) <G,ﬂ|

E un insieme G con una operazione # tale che:
Vo, G, a#BeG
1. Vo,B,yeG (o#B)Hy = o#(Bty) (associativita di #)

2. Jo, PHa,=P (3 elemento neutro)
3. VB 3JB*: B#P*=a, (3 elemento inverso)
Vo, o#p = B#Ha (commutativita di #)

>

E un insieme A4 che risulta un gruppo commuta-

tivo rispetto a due operazioni compatibili,
addizione (+) e moltiplicazione (x).
In piu vale la seguente proprieta:

Va,b,cc A, ax(b+c)=axb+aXc
(distributivita di x rispetto a +)
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Spazi Lineari (o vettoriali)

Sia X un insieme (detto supporto dello spazio) e K un campo
di scalari (di solito K e R o C).

La struttura algebrica <X,K, -+ >|<>

e uno SPAZIO LINEARE (o SPAZIO VETTORIALE)
sul campo K, se X & una collezione di oggetti detti vettori,
che possono essere sommati fra loro (+) o moltiplicati (*) per

i numeri in K, che vengono detti scalari:

J addizione (interna)
+ : () eXxX —u+tvelX

 moltiplicazione per uno scalare (esterna)
x . (a,v)EKxX —— axv=aveX
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Proprieta dell’addizione e moltiplicazione
negli Spazi Lineari

40X : YxeX x+0=x (esistenza ed unicita del-
I’elemento identico o vettore nullo)

VxeX 3—xeX : x+(—x)=0 (esistenza ed unicita del-

I"opposto,
Vx,ye X x+y=y+x
vx,y,z€ X (x+y)+z=x+(y+2)

o inverso additivo, di x)
(commutativita)

(associativita)

Vxe X, Vo,pe K a(fx)=(apf)x (compatibilita del prodot-
to per uno scalare con la moltiplicazione del campo K)

Vxe X, Va,pe K (oc+B)x:ocx+Bx\

- (distributivita)

Vx,ye X,VaeK a(x+y)=ax+ay

di solito il simbolo di moltiplicazione viene omesso
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Combinazione lineare di due vettori

Dati due scalari oo e 3 e due vettori u e v, allora il
vettore w definito come

w = ou+Pv

e detto combinazione lineare di u e v.

Uno Spazio Lineare contiene tutte le combinazioni
lineari dei suoi vettori.
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Esempi di Spazi Lineari

< R?: I'insieme dei vettori nel piano (coppia di component;i
reali).

< C?: I'insieme dei vettori con due componenti complesse.

< R’: I'insieme dei vettori nello spazio (terna di componenti
reali).

< C°: I'insieme dei vettori con tre componenti complesse.

 R": I'insieme dei vettori con n componenti reali.

s* C": I'insieme dei vettori con n componenti complesse.
@ M ,..,(R): 'insieme delle matrici reali di size mxn.

“* eM(A): I'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo
Ax=0.

** C(a,b): 'insieme delle funzioni reali f(x) continue su (a,b).
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Esempi

** Perché una retta nel piano passante per |'origine € uno

spazio lineare?

Tale retta, che contiene tutti i vet-
tori che giacciono su di essa,

A

soddisfa tutte le proprieta di uno
spazio lineare.

** Perché una retta nel piano non passante per l'origine

non e uno spazio lineare?

Poiché tale retta non passa per
I'origine, essa non contiene il vet-

4

A

tore nullo e quindi non e uno
spazio lineare.
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Sottospazi di uno spazio lineare

H DENF| W e un sottospazio di uno spazio lineare X, se:

s* W e un sottoinsieme non vuoto di X;

* W e uno spazio lineare.

Teorema

W e un sottospazio dello spazio lineare X se, e solo se,
contiene tutte le combinazioni lineari dei suoi vettori.

W e un sottospazio

Vu,ve W, Vo, e K au+pPveW
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Esempi

** Perche l'insieme delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo Ax = (0 e un sottospazio lineare?

verifica il Teor.
Ax=0

x,yeel (A): Ay:6 =  A(ox+By)=aAx+BAy=0

Esso e detto Spazio Nullo di A e denotato con e/ (A).

** Perche l'insieme delle soluzioni di un sistema lineare
non omogeneo Ax = b, b#0, non & un sottospazio
lineare?

non verifica il Teor,

Ax=0>

Ay—b A(ox +By) = adx +BAy = (a+B)b=b
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Combinazione lineare di n vettori

Si estende a n vettori la definizione di combinazione lineare:

Vvu,0,,...,0, € X, Vo,,0,,....,00, €K

w=o,v, +0,0,+..+av = weckX
\ J

combinazione lineare di n vettori

L'insieme W contenente tutte le combinazioni dei vettori
VysUyy...,0, €X
e un sottospazio di X, indicato con

/4 =span{v1,vz,...,vn}

W e il sottospazio di X generato da v,,v,,...,v

(0 spanned)

n [ ]
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Esempio di span{...}

Il sottospazio generato da un solo vettore ueR? e la

retta per I'origine sovrapposta a wu. A

U=

ﬂ = W =span{u}

A
Y

(2
W=!lo| |VaeR :
1 P 2

vettore direzione di W

MATLAB Symbolic Math Toolboxs;

_ u=[2 1]'; syms a real; W=a*u;
"fplot(W(l),W(Z),[—l 21) "ezplot(W(l),W(Z),[-l 21)

hold on; axis equal; grid on
quiver(0,0,u(1),u(2),'r")

1.5

| ‘ (prof. M. Rizzardi)

compass(u(1),u(2),'r') | = - 0 i 2 s 4
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Esempio di span{...}

Il sottospazio generato da un solo vettore ueR? e la retta
per 'origine sovrapposta a u.

() [ (2)
u=[1 = W=span{u}=1{a|1|,Vo e R}
1, 1

x=2a,y=a,z=a N

vettore direzione di W

U

AA TLAB Symbolic Math Toolbox

u=[2 1 1]'; syms a real; W=a*u;
1ezplot3(W(1),W(2),W(3),[-1 2]); hold on; axis equal
quiver3(0,0,0,u(1),u(2),u(3),1, 'Color','r', 'LineWidth"',3)
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Esempio di span{...}

Il sottospazio generato da due vettori u, veR3 é il
piano per l'origine che contiene u e v.

u=1|3, v=|0| = W:Span{u,v}
\3) \1) x=a+2b,y=3a,z=3a+bh
(1 2 ] 4

W =1al3|+PBlo/,Va,pe Ry ]
| 3 1 [ 2 .

MATLAB Symbolic Math Toolbox

u=[1 3 3]'; v=[2 @ 1]'; |[fmesh(W(1),W(2),W(3),[-1 1]) |
syms a b real; W=a*u+b*v;
ezmesh(W(1),W(2),W(3),[-1 1])

hold on

quiver3(e,0,0,u(1),u(2),u(3),0, 'Color','b")
quiver3(0,0,0,v(1),v(2),v(3),0, 'Color','r")
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Equazione parametrica di una retta

w1:2

VaER

>W:<OL[1 Vo e Rt

. equazioni

parametriche

' scalare

equazione
parametrica
vettoriale

X W, = Qi
In R"
| W, = oL,
={w=ou, VaecR}=- Vae R
W = ol

n
——— La stessa eq.! L "
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Equazione parametrica di un segmento in R2

N

P, P,eR?2 = equazione: \Y .
ln =2 9 vettore direzione

s:P=P +A(P,—P), Le[01]

P,— P = PP, (direzione)

P =P +P (traslazione: O-in P, ) —f;..jiﬁf:: “““““““ '\ risultato finale
A >~ Y7 (vectoria) sum)
Esempio
X 1 (3 1
st (= 1FA L= |, Ael0,]]
y) ) )
X 1 2
s [=] |+A ], A €(0,1]
y 1
X 14 2A
I 3 > st |= J A €[0,1]
y 14+A
X 1+1 2
' A=05 — P = = =
punto medio P; ) =1, 110, 5] ( . 5]
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Equazione parametrica di un segmento in R3

P,, P,eR3

s:P=P +Ar(P,—P), Le[0,1]|<

Esempio
_ - 2

X 1 3] (1
s:ly[=|1|+Al|2|—|1|, Ae[0,1] 15

Z 1 2) 1 1

X (1) (2 N
s:ly|=|1[+r[1], r€[0,1] ”

z) | 1 0.

x| [14+2A 2
s:ly|=|1+A |, 12€[0,1] .

z) | 1+A vy % o0 05

La stessa eq.!

vettore
direzione
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>

Lab.: segmento in R2

s:P=P +A(P,—P), Le[0,1]

P.(1,1), P,(3,2)

sCR?s:

1]
+A

x_
y_l

i] A €(0,1]

1 3

>

Dato un altro punto, stabilire se giace sul segmento s=P,P,

P;(2,1)es?
ARHRF

1eafl] e

sistema incompatible in A

, A€[0,1]

P; non giace sulla retta passan-
te perP,eP,

P,(5,3)es? P.(2.5,1.75)es?

51 (1) (2 2.5 117 (2
—| .= ], A~ €[0,]] —| |=r |, A€ol
3] |1 1 1.75) (1 1
4\ (2 1.517 (2
=i| |, A€[0,1] =A| |, A€[0,1]
2 1 0.75 1
sistema compatibile sistema compatibile
A=2¢0,1] % =0.75€[0.1]
P, giace sulla retta sovrapposta a
4 P-es

s, ma si trova oltre s

download scripts: segmentl_sym.m, segmentl num.m, segment2_sym.m, segment2_num.m
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Equazione cartesiana di una retta in R?

Solo in R? dalle equazioni parametriche scalari di una
retta si ottiene la sua equazione cartesiana.

(2 w, =20

W:<OL[ NVoeRl=1{" Vo e R
(1 w, = la

Si rimuove il parametro o dalle due equazioni scalari:
w, =20 w, = 20
I_:>< |::> w, = 2w |::> xX—2 0
{Wz = la oc W, : ? Y
x—2y=0

equazione cartesiana dclla retta W nel piano
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Solo in R? dalle equazioni parametriche scalari di una
retta si ottiene la sua equazione cartesiana.

MATLAB Symbolic Maths
W = loc[i

w, = 2a
,Voe R = ) , Vo e R

syms a X y real

u=[2 1]'; b=[x y]'; % systemu*a=b

%% Gauss method on complete matrix G

G=[u*a b]

G =

[2%a, x]

[ a, y]

m21=G(2,1)/G(1,1); G(2,:)=G(2,:)-m21*G(1,:)
G =

[2*a, x]| Se il sistema & compatibile, allora la se-
[ 0, v - x/2] conda riga deve contenere tutti zeri

Ceg="cartesian eq.: "+string(G(2,2))+" = 0" "..." sfringa costante

Ceq =
"cartesian eq.: y - x/2 = 0"

'..." array di chars Ceq=[ 'cartesian eq.: ' char(G(2,2)) ' = 0']
[ ] concatenazione di array Ceq =

‘cartesian eq.: y - x/2 = 0’
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Viceversa, solo _in R2 dall’equazione cartesiana di una

retta s1 ottengono le sue equazioni parametriche scalari.

MATLAB Symbolic Maths
x—2y=0

syms a X y real

Eq = x-2*y == 0;

Y=a;

X=solve(Eq, x) % risolve I'eq. rispetto a x
X =

2%y

X=subs (X,y,a) % sustituiscead y a

X =

2*a

Peqs=[X;Y]

Pegs = — .
2%3 Equazioni parametriche

a
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Equazione parametrica di un piano

u,v € R’

*W ={ou+Buv,Va,pe R} =-

equazione
parametrica
vettoriale

u,v € R”
| W:{(XU—I—BU,VOL,BE]R}E<

I

)

— La stessa eq.!

— -+
w, = o, +Pv,
Wy = o, + P,

equazioni
parametriche
scalari
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Equazione cartesiana di un piano in R3

Solo in R3 dalle equazioni parametriche scalari di un
piano si ottiene la sua equazione cartesiana.

1 2

vw=|3|,v=]0|eR’ W:{Otu+Bv,Voc,B€R}E<

3 1

(w, = al+p2

Wy, = a3+l

w, =a3+p0,Va,peR

Si rimuovono i parametri o e 3 dalle tre equazioni scalari:

(w, = al+B2 (w, = la+ 2P (w, = 1w, /3+2B (w, =w,/3+2B
tw, =a3+B0 > a=w,/3 [T yfa=w/3 [_y{a=w/3
'w, = a3+l Wy =3a+ 1B Wy =3w,/3+1B  B=w,
Wy =w,[3+2(w; —w,) |:>
3x+35y—6z=0

equazione cartesiana dcl piano W nello spazio
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e solo in R3 ... dall’equazione cartesiana di un piano

3x+5y—6z=0

si ottengono le sue equazioni parametriche.

Si considera l'equazione cartesiana come un sistema lineare omo-
geneo di una sola equazione in 3 incognite. Tale sistema e
indeterminato; si possono fissare arbitrariamente i valori di due

incognite (per es., x e y}:

3x+5y—6z=0 > |
risolviamo I’eq”in z, mentre

equazione cartesiana di un piano le altre due sono
considerate parametri liberi

equazioni parametriche scalari

2 0
=M O+ 6 >
LA 5
i glacciono slilla stessa retta

equazione parametrica vettoriale

AueR
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e solo in R3 ... dall’equazione cartesiana di un piano
3x+5y—-6z=0
si ottengono le sue equazioni parametriche.

MATLAB Symbolic Maths

syms X y z real
Eq = 3*x + 5*y - 6*z == 0;

Z = solve(Eq, z) %risolve rispettosz
Z =
x/2 + (5*y)/6
X=x; Y=y; sol=[X;Y;Z] % Eq. param.
sol =

X vogliamo i coefficienti di x

y ey
x/2 + (5*y)/6
Cx=simplify(expand(sol/x))
CX = |coefficienti di x

g vogliamo estrarre solo i
Y/X | numeri dai coefficienti

(5*y)/(6*x) + 1/2
Cy=simplify(expand(sol/y))
Cy = coefficientidiy

xX/y

14
X/ (2*¥y) + 5/6 <«—

N
N
3
<
< 1l
cCy=children(Cy) | sottoespressioni o termi-
cCy = ni di un array simbolico
3x1 cell array T
{1x2 cell} S
{1x1 cell} =
{1x2 cell} ‘N
cCy{2} -
ans = 2
1x1 cell array S
o {nn o
isempty(symvar(cCy{2}{1})) 5
ani = 1 symvar: variabili simboli- o
O0glca 1 che nell’'espressione '
cCy{3} 3
ans = =
1x2 cell array
{[x/(2*y)1} {[5/6]}
{cCy{3}{1} symvar(cCy{3}{1})} || =
ans = 1x2 cell array S
o AIx/(2*y) 1} {[x yl} N
isempty(symvar(cCy{3}{1})) &
ans = =
logical © “
isempty(symvar(cCy{3}{2})) 5
ans = —
— logical 1




Viceversa, solo in R3, dalle equazioni parametriche di un | <
o
° ° \ Y ° (\II
piano si puo ottenre la sua equazione cartesiana. %
° <<
MATLAB Symbolic Maths
syms X y z real
A=[1 2;3 053 1] ; v=[x y z]'; N
G=[A v] % system A*w=v P=a(3|+B|0|=[3 O
([slj 2, x] sistema di 3 eq. in 2 incognite 3 1] 13 1 %
[3, 0, y] £
[3, 1, z] N
%% metodo di Gauss in avanti (produce un sistema trapezoidale) sistemi trapezoidali: generalizza- §
m21=G(2,1)/G(1,1); G(2,:)=G(2,:)-m21*G(1,:) zione dei sistemi triangolari | o
G = superiori quando la matrice dei |+
[1, 2, x] coefficienti & rettangolare ”
[0, -6, ¥y - 3*X] =
[3, 1, z] a
m31=G(3,1)/G(1,1); G(3,:)=G(3,:)-m31*G(1,:) mij: moltiplicatore per inserire 0 N
G = in posizione (i,j) )
[1) 2, X] <
[9, '6: y - 3*X]
[0, -5, z - 3*X]
m32=G(3,2)/G(2,2); G(3,2:end)=G(3,2:end)-m32*G(2,2:end) -
G = o
Eé, é, 3*X% Se il sistema e compatibile, allora la terza Teorema di ﬁ
. -6, y - 3%x : o . : N
[0, o z - (5%)/6 - x/2] riga deve contenere ftutti zeri | Rouché-Capelli &
Ceq="cartesian eq.: "+string(G(3,3))+" = 0" f_
Ceq = o
"cartesian eq.: z - (5*y)/6 - x/2 = @" =2




Come disegnare un piano in R3 dalla sua eq. cartesiana?

+ 5y)/6

0
6
5

3x+5y—-6z=10 :>

MATLAB simbolico

syms X y z real

Eq = 3*x + 5*y - 6*z;
Z = solve(Eq == @, z) %risolveinz
Z =

x/2 + (5*y)/6

ezmesh(x,y,Z,[-4 4]); axis equal

|| fmesh(x,y,Z,[-4 4])

MATLAB numerico

x=linspace(-4,4,25); y=linspace(-4,6,25);
[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=(3*X+5*Y)/6;

mesh(X,Y,Z); axis equal; hold on; hidden off
xlabel('x"'); ylabel('y'); zlabel('z"')

disegna i due vettori dall’equazione parametrica:

z2=(03x
X 2
y|=A0[+p
Z 1

AueR

V=[2 0;0 6;1 5]; % vettori

h=quiver3([0 ©],[0 ©0],[0 0], V(1,:),V(2,:),V(3,:),1,"'k"', " "LineWidth',2)

0

h=quiver3([0 ©0],[0 ©],[0 O],V(1,:),V(2,:),V(3,:),1,'k"); set(h, 'LineWidth',2)

h=quiver3([0 ©0],[0 ©],[0 ©],V(1,:),V(2,:),V(3,:),1,'k"); h.LineWidth=2;
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Esercizio

Analogamente a quanto detto su di un segmento in R? (pg. 17), nell’eq. parametrica
di un piano in R3, dati tre punti P,,P,,P; non allineati, se si limitano i parametri reali a
variare tra 0 e 1, 'equazione descrive il parallelogramma avente tali tre punti come

vertici:

mT:P=P, —H»(P2 —Pl)+u(P3 —Pl), k,ué[(),l]
* E tale parallelogramma un sottospazio di R3?
e Assegnato un quarto punto, stabilire se esso appartenga al parallelogramma.

Vertici: | P=rand(3);

ZA Altri punti: P, (1,1,1)

4 P.: A=—0.5, p=—0.75
P4¢TC Pg: A=0.5, p=0.75

X X-y view

>X

Vv

un punto sul piano: |Q = P(:,1) +

[P(:,2)-P(:,1) P(:,3)-P(:,1)]*[Aul}

-
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Spazio delle Colonne Z(A) e Spazio Nullo c/{A)

A(mxn)

S=sym(A);
Cs colspace(S)

[ 9, 1] disp(Cs'*Cs)

[ 5/4, 5/12]
[ 172, 5/6] [5/12, 61/36] |

Lo stesso spazio!

MATLAB (numerico)

A=[1 3 3;2 0 1]; ||format rat

-0.35857 :;;2
-0.59761 .
0.71714

Nn=null (A) Nr=null(A, "rational")

1 2
A=|3 0| Spazio delle Colonne di A: R(A) = {yeR™M: y=Ax}
3 1
MATLAB (numerico) MATLAB (simbolico)
A=[1 2;3 0;3 1]; S=sym(A); ?fﬂ%CO”TO)
Cn=orth(A) Co orth(S) Lo
-0.34427 0.8677 i 12"(1/2)/19 (33*19"/(\1/2)*10"/(\1/2))/1330]
J0.69665 __0.01954 /e CGhe e 4o
lldisp(Cn"'*Cn) :
1 1.2837e-16 disp(rank([A Cn double(Co) double(Cs)]))
1.2837e-16 1 2
1 3 3 . . .
=1, o ;| SpazioNullo di A: /(A) = {xeR" : Ax=0}

MATLAB (simbolico)
S=sym(A);

Ns=null(S)
-1/2
-5/6

disp(rank([Nn Nr double(Ns)]))

1

Lo stesso spazio!

ACS2_01.29

AL - Spazi e sottospazi lineari

| ‘ (prof. M. Rizzardi)



Spazio delle Righe Z2(AT) e Spazio Nullo Sinistro /AT &
A(mxn)
Spazio delle Righe di A: R(AT) = {xeR" : x=A'y}

1 33
2 01

MATLAB (numerico)

MATLAB (simbolico)

A=[1 3 3;2 @ 1];
Rn=orth(A")

-0.34427 0.8677

-0.62941 -0.49669
-0.69665 0.019944

S=sym(A);
Ro=orth(S"')

[ 197(1/2)/19, (33*197(1/2)*70~(1/2))/1330]
[(3*¥197(1/2))/19, -(3*19~(1/2)*707(1/2))/266]
[(3*¥197(1/2))/19,  (2*19~(1/2)*707(1/2))/665]

S=sym(A);

Rs=colspace(S"')
[ 1, o]
[ o, 1]
[ 1/2, 5/6]

disp(rank([A' Rn double(Ro) double(Rs)]))

2

Lo stesso spazio!

MATLAB (numerico)

A=[1 2;3 0;3 1];
Ln=null(A")

-0.35857

-0.59761
0.71714

format rat
Lr=null(A',"rational")

-1/2
-5/6
1

12
A=|3 o|Spazio Nullo Sinistro of A: c/{AT") = {yeR™: ATy=0}
31

MATLAB (simbolico)
S=sym(A);
Ls=null(S")

-1/2
-5/6
1

disp(rank([Ln double(Lr) double(Ls)]))

1

Lo stesso spazio!
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| 4 sottospazi fondamentali di una matrice

W N Wk

n=
1 2 1
1 1 1]
1 2 1

=

MATLAB (numerico)

A=[1231;1121;1231];

Cn=orth(A)

-0.63853 0.30377

-0.42959 -0.90302

-0.63853 0.30377
A=[1231; 1121; 123 1];
Nn=null(A)

0.75059 0.19133

0.10759 0.62324

-0.10759 -0.62324

-0.64301 0.4319

A=[1231;1121; 123 1];
Rn=orth(A")

-0.28161 -0.5663
-0.49234 0.598
-0.77395 0.031701
-0.28161 -0.5663

A=[1231;1121; 123 1];
Ln=null(A")

-0.70711

-5.5511e-16
0.70711

R(A), R(A!), ATA), AA)

m Tale matrice ha la 32 riga uguale alla 12; |a 42 colonna uguale alla 13; la
c 3% colonna e la somma delle prime due colonne.

Quindi r = rank(A) = 2.

R(A)

Perché 2 vettori?

AN (A)

Perché 2 vettori?

R(AT)

Perché 2 vettori?

AAT)

Perché 1 vettore?

MATLAB (simbolico)

S=sym(A);
Cs=colspace(S)

[ 1, o]
[ 0, 1]
[1, @]

S=sym(A);
Ns=null(S)
['13 '1]
[_1)

[ 1, o]
[ ©

S=sym(A);
Rs=colspace(S"')

[1, @]
[0, 1]
[1, 1]
[1, O]

S=sym(A);
Ls=null(S"')
-1

(%]
1
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Esempio: perché 3 vettori in R3 generano un piano?

Display the range R(A4) where:

Colonne 1 e 3:

A=[1 3 3;2 6 9;-1
syms a b real

pl=A(:,[1 3])*[a
ezmesh(pl(1),pl1(2

-3 3];

b]';
)>p1(3))

Colonne 2 e 3

syms ¢ d real
p2=A(:,2:3)*[c d]
hold on
ezsurf(p2(1),p2(2

Ll L]
3

)»,P2(3))

= R(A)=

~

W=\

I 3 vettori sono linearmente dipendentil

~

p—

2

p—

—|—/L 31, L, pelR

|

-10 -
-20
-30 |
-40 -

\

40
30
20 -
10
04

\

VA A

A

Y

(1 3 3
2 6 9
(—1 —3 3)
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Indipendenza lineare

k vettori in uno spazio lineare {ul,uz,...,uk}sono detti linear-
mente indipendenti se il sistema lineare omogeneo

ou, +o,u, +..+ou, =0 & o =0 Vi

soluzione banale

. T .
ammette, come soluzione (ocl,ocz,...,ock) , solo i| vettore nullo.
Altrimenti essi sono detti linearmente dipendenti.

N for
go,ld

Esempi
inearmente indipendenti
—} linearmente dipendenti

([1 O { 2]\
0 1—1
‘ ‘ 1 ( 3)(3

1
linearmente dipendenti mmm i 2| 6/, /9]t
—1) -3/ (3

J \ J J

A

A

b
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Esempi di vettori linearmente dipendenti

U — AU,

A=[1 3 3;2 6 9;-1 -3 3]
A =

1 3 3

5 c 5 sistema
-1 -3 omogeneo
N=null(A);=N’

ans =

-0.9487 0.3162
N(1)*A(:,1)+N(2)*A(:,2)+N(3)*A(:,3)

ans =
1.0e-014 *

-0.0583

-0.1082

0.0749

risolve il

ou =0 < di:ia =0

(1 3 3)
A=| 2
-1 -3 3]

combinazione lineare
delle colonne di A

0.0000 ”/”,/”////’

ans = |

> An=0, Vneel(A)

le-14 denota un numero cosi piccolo da poter essere considerato zero!

1.0e-014 *
-0.0583
-0.1082
0.07/49
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Teoremao

k vettori in uno spazio lineare sono linearmente
dipendenti se, e solo se, uno di essi é
combinazione lineare dei rimanenti vettori.

oty +0LyUy + 031y = 0

o, =0=

_ 0L,U, + Ol
oy

U =

ACS2_01.35

AL - Spazi e sottospazi lineari

| ‘ (prof. M. Rizzardi)



Conseguenze

2 vettor1 U e U (entrambi1#0) di uno spazio lineare sono paralle-
li (U ]|v) se, e solo se, essi sono linearmente dipendenti.
Jo,B ‘OL‘—I—‘B‘IO N au+Bv=0

am) -0 - v =gl

vettori scalati: sulla stessa retta

3 vettort U, v € W di uno spazio lineare sono complanari se, e
solo se, essi sono linearmente dipendenti.

Jo, B,y : ‘OL‘—I—‘B‘—l—"Y‘IO A ou+PBuv+yw=0

am) -0 - w=-2y-2y
YTy

vettori complanari: sullo stesso piano
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Rango di una matrice

Il rango di una matrice indica il numero di righe e di
colonne che sono linearmente independenti.

A=

A=[1 3 3;2 6 9;-1 -3 3]
A =
1 3 3
2 6 9
1 -3 3

rank (A)
ans =

-1 -3 3

I 3 3
2 69

rref(A)

ans =
Q
o
(%] (%]

I

rref: row-reduced echelon form

ACS2_01.37

AL - Spazi e sottospazi lineari

| ‘ (prof. M. Rizzardi)



rref: row-reduced echelon form

Una matrice & in echelon form se ha la
forma rusultante da un’eliminazione Gaus-
siana. Row echelon form significa che I’
eliminazione Gaussiana ha operato sulle
righe (row reduction).

A=[1 3 3;2 6 9;-1 -3 3];
[L,U,P]=1u(A); U

— 9@ : o

Una matrice & in row-reduced echelon
form se soddisfa le seguenti condizioni:
* Ein row echelon form.
* Ogni riga non nulla inizia con un 1
che e l'unico elemento non nullo in
qguella colonna.

[1 3 3;26 9;-1 -3 3];
ref(A); S

— 9:0

A
S
S

ACS2_01.38
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I"’eliminazione di Gauss-Jordan (Gaussi« + GaussT, rispettivamente Gauss in
avanti e all’indietro).

A differenza della row echelon form, la row-reduced echelon form di una
matrice e unica e non dipende dall’algoritmo usato per calcolarla.
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Basi di uno Spazio Lineare

Una sequenza di vettori{u,,u,,...,u, } di uno spazio lineare

X é detta una bOSC dl X, se

J X =span{u,,u,,...,u,} (i vettori generano lo spazio)

. ivettori sono linearmente indipendenti.

ESEMPIO
una base per R? un’altra base per R3
(base standard)
1 (0} (0 (1) (1) (1)
0f, |1[, |0 Of, |1}, |2
0) 10) (1 0) 10} {3

In uno spazio lineare ci sono infinite basi
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Componenti di un vettore

Se {u(l), u? ... u(”)} e una base per lo spazio X, allora

vx€ X 3Ja,,a,,..,0 R

gli scalari (0;) sono detti componenti di x rispetto alla

base {u'D, 4, ..., um},

ESEMPIO
( 2\ (1\
x=|-1|leR’ —:> x=2|0
1 0
) /

Le componenti di x rispetto alla base standard sono

(2,-1, 1)T.

+(=1)

0
1

0

)

/

+1

L X = oclu(l) =+ oczu(z) +- o, u
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Per calcolare le componenti dix =

Cambiamento di base

guente base

Si Impone o

(1 1 -1)
0.1 2

00 3

]
e

(

\

2\
—1
1

/

rispetto alla se-

e si risolve il sistema:

( 1%\
Yy

ACS2_0141
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Teoremao

Se entrambe le ' sequenze
(DU, e { ), v, o)

sono basi-di uno Spazio X, allora

k=n.

Cioe, tutte le basi di uno Spazio
Lineare contengono lo stesso numero

di vettori.

ACS2_0142

AL - Spazi e sottospazi lineari

| ‘ (prof. M. Rizzardi)



( 2}
x=|—1|cIR?® rispetto alla base standard
-
10/ (1) (1
X = —% rispetto alla base 1101, |11,
| % 10) 10

- — e

X =0 U + O, U, +0;U; =

BB By
B,”'B,

ar

B

QU

=!
|

jeos)

QL
|

1

x =Byv, +B,v, +B5v; =

new

Bl =x=RB,a ilvettore x & lo stesso

1B ,: matrice del cambiamento di base

’1\ /O (O\\

of, |1}, |o[t=B, —

\\O 0/ 1)J

(1w“

2 >:BZ

3.
Oy

| |uy| |us|| o,
O

EREnE B,

vl |V |us|||Ba |+
B,
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Dimensione di uno Spazio Lineare

La dimensione di uno Spazio Lineare X,

denotata con dim X, per definizione, ¢ il
numero di vettori in qualunque base
(cardinalita della base).

Per definizione, il sottospazio contenente solo il
vettore nullo ha

dim {0} = 0.

Esistono spazi lineari con dimensione finita e spazi
lineari con dimensione infinita.
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Esempi

[T, e lo Spazio Lineare dei polinomi reali al piu di grado 7. Esso

contiene vettori come
L 2

P (x)=a,+ax+ax" +--+ax

Unabasedi 1T & {1, x, x?, x3, ..., x"}: quindi
dim I] = n+1

o/ & lo Spazio Lineare delle funzioni reali che sono analitiche*
in x=0. Esso contiene vettori come

f(x)=a, +ax+a,x’+-+ax"
Una base di o/ consiste di tutte le funzioni potenza {x*}:
quindi

dim o= o0

ACS2_01.45
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Proprieta dei Sottospazi Lineari

* Se W & sottospazio dello spazio Lineare X,

1
anore dim W < dmX

** Se W e sottospazio di X e dim W =dim X allora
W=JX.

% Se dim X=n e gli n vettori di X {uD,u®,... u™}
sono linearmente indipendenti, allora essi
formano una base per X.
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Esempi di basi e dimensione

n La base canonica di R? é costituita dai vettori

{(1,0)%, (0,1)" }:
quindi dim R%*=2.

n La base canonica di R” e costituita dai vettori
{(1,0,...,O)T,(0,1,...,O)T,...,(O,...,0,1)T}:
quindi dim R” =n.

n Una base per 11, e costituita dalle funzioni {1, x, x?}:

quindi dim 11,=3.

nSe M, = {j 'g : a,ﬂ,yﬁéR} ...unasuabasee ...

e quindi dim M ,,,= ...

ACS2_0147
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| 4 Sottospazi Fondamentali associati ad una
matrice A(mxn): dimensioni e basi

Spazio Nullo di una matrice A: O/%A) sottospazio di R”
eMA)={xcR" Ax=0} cM4)cR*

> dim eMA)=n—r dovereil rango di A.
» Una base si ottiene risolvendo il sistema Ax=0.

Spazio Nullo Sinistro di una matrice A: @MAT) sottosp di R”
eMAT)={yeR": ATy=0} oM4") = R"

> dim eMAT)=m —r doveréil rango di A.
> una base si ottiene risolvendo il sistema A4Tx=0.
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| 4 Sottospazi Fondamentali associati ad una
matrice A(mxn): dimensioni e basi

Spazio delle Colonne (o Range) di A: @(A) sottospazio di R
RA)=span{d. , 4 ,,...,4.,} R(A) cR"

> dim QR(4)=r dove r &il rango di 4.

» Una base e formata dalle colonne di A corrispondenti
al pivot.

Spazio delle Righe di A: R(AT) sotospatio di R*
RAT)=span{A, , A, ..., 4, } RA)cR

» dim @(AT)=1’ dove r is the rango di 4.

» Una bas é formata dalle righe di 4 corrispondenti
al pivot.
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Esempi: Spazio Nullo e Spazio Nullo Sinistro
MATLAB Symbolic Math Toolbo

view(-78,23)

A=[1 0 1;5 4 9;2 4 6]; soluzione del S=sym([1 @ 1;5 4 9;2 4 6]);
NA=null(A) - NS=null(S)
NA = sistema omogeneo NS =
0.57735 -1
0.57735 -1
-0.57735 1 1
disp(norm(NA _ disp(norm(NS
oMM Inj,=1 gy sy nlo#
NAT=null(A") NST=null(S")
NAT = NST =
-0.90453 A=1|5 4 9 :
0.30151 'i
-0.30151
2 4 6
\ J
syms a real; r = a*NS;
ezplot3(r(1),r(2),r(3),[0 1], 'animate"’) : ]@js
axis tight; axis equal; box on; hold on °% 4
h=quiver3(0,0,0,NA(1),NA(2),NA(3),1); ‘ e NA
set(h, 'Color','m', 'LineWidth’, 2) "

0.2 4
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Esempio: Spazio delle Colonne e Spazio delle Righe

MATLAB

Symbolic Math Toolbox

A=[1 0 1;5 4 9;2 4 6]; S=sym([1 © 1;5 4 9;2 4 6]);
disp(rank(A)) disp(rank(S))
2 v 2 |
RA =|orth(A) RA' *RA colonne RS=colspace(S) RS'*RS
9 ans =
RA = ans = ortonormali RS = (8, =3
-0.091519  0.41646 1 1.11e2e-16 | I [ 1, @] 3 2]
-0.82791 0.47293 1.1102e-16 1 [ o0, 1] norm(RS(:,1))
-0.55335  -0.77646 | norm(RA(:,1)) [ -3, 1] ans =
RAT=orth(A") ans = RST=colspace(S"') 107(1/2)
RAT = ! RST =
-0.40119 0.71113 [ 1, 0]
-0.41527 -0.70301 [ 0, 1]
-0.81646 0.0081265 [ 1, 1]
disp(rank([A RA double(RS) double(RS1)]))
dls%giref(A)) 2
1
1 .
) . R51=51mp11fy(Er'th(S)l)
9 | La funzione orth puo essere | rs1 -
. . || [307(1/2)/30, -(7*3307(1/2))/330]
@ applicata anche ad una matri- | ;";51 17576 3307(1/2)/66]
ce Simbolica’ ma colspace [367(1/2)/15, (8*3307(1/2))/165]
disp(A(:,1:2 \ : RS1'*RS1 norm(RS1(:,1))
p(l S¥ 5 )) non puo essere applicata ad s = s -
5 4 i i 1, © 1
5 M una matrice numerica. [0 1]
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Spazio Nullo e Spazio delle Righe

eN(4)={xeR" Ax =0} eH(A) c R”
RAT)=span{d, , 4,.,..,4,.} RA)cR

1 0 1
A=[1 0 1;5 4 9;2 4 6]; S=rref(A)
10 @(AT) A=|5 4 9||s =
) 2 4 6 D o I] righe linearmente
e (O 1| indipendenti
0. ) @ )
syms a b real; p=A([1 2],:)"'*[a b]"';
™~ fmesh(p(1),p(2),p(3), [-1 11);
62/1/2/4) axis('equal')
105 N=null(A)*[-10 10]; % due punti su N(A)
. ; line(N(1,:),N(2,:),N(3,:), 'Color','r’

A differenza della funzione plot, 1ine aggiunge la retta a gca senza cancellare gli altri

5 5 oggetti grafici: non e necessario hold on _
X y
R(A"y
p=A([1 2],:)'*[a b]';
q=5([1 2],:)"*[a b]'; lo stesso piano!
fmesh(p(l),p(Z),p(B),[-l 1]) 20
axis('equal'); hold on N T
fsurf(a(1),a(2),a(3),[-5 51) | RS
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Spazio Nullo Sinistro e Spazio delle Colonne

N (AT)={yeR™: ATy = 0}

@(A) =span{Ad., A4.,, ..

oA

N (AT = R™
@(A) c Rm™

A=[1 0 1;5 4 9;2 4

6]; S=rref(A)

@ & i

%) %) %)

colonne linearmen-

te indipendenti

syms a b real; p=A(:,[1 2])*[a b]"';

ezmesh(p(1),p(2),p(3)); axis('equal’)
N=null(A')*[-10 10]; % due punti su N(AT)

line(N(1,:),N(2,:),

N(3,:))

y 50 -20

p=A(:,[1 2])*[a b]";

q=S(:,[1 2])*[a b]";
fmesh(p(1),p(2),p(3));
axis('equal')

hold on; fsurf(q(1),q(2),q(3))

A 4)
piani diversi!

- A(S)
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