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Calcolo dei limiti



Forma indeterminata a
0 con a 6= 0

Sia
f (x) =

f1(x)
f2(x)

Se
lim

x→x0
f1(x) = a 6= 0, lim

x→x0
f2(x) = 0

allora il limx→x0 f (x) si presenta nella forma

a
0
, a 6= 0
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Forma indeterminata a
0 con a 6= 0

Primo caso
Se ∃I(x0) : ∀x ∈ I, x 6= x0, f (x) > 0

⇒ lim
x→x0

f (x) = +∞

esempio

Consideriamo la funzione f (x) =
1
x2 .

Osserviamo che f (x) > 0 ∀ x ∈ R− {0} quindi, in particolare,

∃I(0) : f (x) > 0 ∀ x ∈ I, x 6= 0⇒

lim
x→0

1
x2 = +∞
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Forma indeterminata a
0 con a 6= 0

Secondo caso
Se ∃I(x0) : ∀x ∈ I, x 6= x0, f (x) < 0⇒

⇒ lim
x→x0

f (x) = −∞

esempio

Consideriamo la funzione f (x) =
1
−x4

Osserviamo che f (x) < 0 ∀ x ∈ R− {0} quindi, in particolare,

∃I(0) : f (x) < 0 ∀ x ∈ I, x 6= 0⇒

lim
x→0

1
−x4 = −∞
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Forma indeterminata a
0 con a 6= 0

Terzo caso
Se ∀I(x0) : f (x) assume valori di segno alternato in I ⇒ non
esiste limx→x0 f (x)

esempio

Consideriamo la funzione f (x) =
1
x

Osserviamo che f (x) < 0 ∀ x < 0 e f (x) > 0 ∀ x > 0 quindi
∀ I−(0), x ∈ I− ⇒ f (x) < 0,
∀I+(0), x ∈ I+ ⇒ f (x) > 0⇒
ovvero ∀ I(0) f assume valori di segno alternato in I ⇒ quindi

lim
x→0

1
x

non esiste
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Calcoliamo
lim

x→+∞

senx
x

Il numeratore non ammette limite per x → +∞.Osserviamo
però che

−1 ≤ senx ≤ 1 ∀ x ∈ R⇒

−1
x
≤ senx

x
≤ 1

x
∀ x 6= 0
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Dal momento che

lim
x→+∞

−1
x
= 0 lim

x→+∞

1
x
= 0

per il criterio del confronto segue

lim
x→+∞

senx
x

= 0
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Limiti notevoli

lim
x→0

senx
x

= 1

lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e ' 2.71828...

lim
x→0+

xx = 1
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Limite notevole lim
x→0

senx
x

= 1

Verifichiamo che

lim
x→0

senx
x

= 1

Il limite si presenta nella forma indeterminata
0
0

.

Osserviamo che ∀x ∈]− π/2, π/2[−{0}

|senx | < |x | < |tgx | ⇔

|senx | < |x | < |senx |
cos x
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Nella relazione
|senx | < |x | < |senx |

cos x
si divida per |senx |. I valori di x e senx sono concordi in segno

per x ∈]− π/2, π/2[, pertanto

|x |
|senx |

=
x

senx
.

Quindi si ottiene

1 <
x

senx
<

1
cos x

⇔ 1 >
senx

x
> cos x
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Dal momento che

lim
x→0

1 = lim
x→0

cos x = 1

per il criterio del confronto, segue

lim
x→0

senx
x

= 1.
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Limiti notevoli

lim
x→0

1− cos x
x2 =

1
2

lim
x→0

tgx
x

= 1

lim
x→0

arcsenx
x

= 1
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Limiti notevoli

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= e

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e
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Limiti notevoli

lim
x→0+

xα loga x = 0, α > 0

lim
x→0+

x log x = 0

lim
x→+∞

loga x
xα

= 0, α > 0
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lim
x→+∞

xα

ax = 0, a > 1, α > 0

lim
x→−∞

(−x)α

ax = 0, 0 < a < 1, α > 0

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= loga e

lim
x→0

log(1 + x)
x

= 1
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Limiti notevoli

lim
x→0

ax − 1
x

= log a

lim
x→0

ex − 1
x

= 1
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Principio di sostituzione dei polinomi

Dato un polinomio di grado n

Pn(x) = anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0

si ha

lim
x→+∞

Pn(x) = lim
x→+∞

anxn =

{
+∞,an > 0
−∞,an < 0
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Principio di sostituzione dei polinomi

Analogamente

lim
x→−∞

Pn(x) = lim
x→−∞

anxn =


+∞,an > 0,n pari
−∞,an < 0,n pari
−∞,an > 0,n dispari
+∞,an < 0,n dispari
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Esempio

Calcoliamo

lim
x→+∞

1 + x − 2x3

x4 − 2x3 + 3
Si ha

lim
x→+∞

(1 + x − 2x3) = lim
x→+∞

(−2x3) = −∞

lim
x→+∞

(x4 − 2x3 + 3) = lim
x→+∞

x4 = +∞

quindi il limite si presenta nella forma indeterminata

−∞
+∞
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Esempio

Applicando il principio di sostituzione dei polinomi si ha

lim
x→+∞

1 + x − 2x3

x4 − 2x3 + 3
= lim

x→+∞

−2x3

x4 = lim
x→+∞

−2
x

= 0
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Esempio

Calcoliamo

lim
x→+∞

1 + 4x4 − 2x3

x2 − 2x4 + 3
Si ha

lim
x→+∞

(1 + 4x4 − 2x3) = lim
x→+∞

(4x4) = +∞

lim
x→+∞

(x2 − 2x4 + 3) = lim
x→+∞

(−2x4) = −∞

quindi il limite si presenta nella forma indeterminata

+∞
−∞
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Esempi

Applicando il principio di sostituzione dei polinomi si ha

lim
x→+∞

1 + 4x4 − 2x3

x2 − 2x4 + 3
= lim

x→+∞

4x4

−2x4 = lim
x→+∞

(−2) = −2
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Esempio

Calcoliamo

lim
x→+∞

1 + x − 2x5

2x4 − 2x3 + 3
Si ha

lim
x→+∞

(1 + x − 2x5) = lim
x→+∞

(−2x5) = −∞

lim
x→+∞

(2x4 − 2x3 + 3) = lim
x→+∞

(2x4) = +∞

quindi il limite si presenta nella forma indeterminata

−∞
+∞
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Esempio

Applicando il principio di sostituzione dei polinomi si ha

lim
x→+∞

1 + x − 2x5

2x4 − 2x3 + 3
= lim

x→+∞

−2x5

2x4 = lim
x→+∞

(−x) = −∞
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Limiti di funzioni razionali

Dati due polinomi Pn(x), Pm(x)

Pn(x) = anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0

Pm(x) = bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x + b0

di grado rispettivamente n, m si ha

lim
x→+∞

Pn(x)
Pm(x)

= lim
x→+∞

anxn

bmxm =


an
bm
· (+∞), n > m

an
bm
, n = m

0, n < m
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Limiti di funzioni razionali

Analogamente

lim
x→−∞

Pn(x)
Pm(x)

= lim
x→−∞

anxn

bmxm =


an
bm
· (−∞)n−m, n > m

an
bm
, n = m

0, n < m

Calcolo dei limiti


