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Integrazione di funzioni razionali

P(x)
Q(x)
dove P(x) e QO(x) sono polinomi, ovvero

PxX)=ap+ay1x+---a,x",
Qx)=by+byx+---byx™ .

dx

P(x) ha grado 0, O(x) ha grado 1 (nella prima capsula)
P(x) ha grado 0, QO(x) ha grado 2 (nella prima capsula)
P(x) ha grado 1, O(x) ha grado 2 (nella prima capsula)
P(x) ha grado n=2, O(x) ha grado 2

qualche esempio in cui Q(x) ha grado m =2
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Esempio (d.1 grado n =2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
>—2x-38

dx

Dobbiamo dividere il numeratore per il denominatore:
2x° —5x* —3x+2=q(x)(x" —2x - 3) +r(x)

dove g(x) e r(x) sono polinomi da determinare
(rispettivamente di grado 3 —2 e grado minore di 2).
In tal modo, l'integrale diventa

f?)x —2x+1 fq(x)(x —2x— 3)+r(x)dx
2X— 3 2-2x-3

fq(x)dx+f&dx
2x—-3

e sappiamo gia calcolare questi due integrali.




Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3—5x*—-3x+2| x*—2x-3

q(x)
r(x)



Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X
Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x°=5x*—=3x+2| x*-2x-3

divido: 9y



Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3—5x*—-3x+2| x*-2x-3

moltiplico: 283 _4x2—6x | 2x



Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x° —5x*—3x+2|x*-2x-3

sottraggo: 2x3—4x*-6x |2x

—x*>+3x+2




Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3-5x*—-3x+2| x*-2x-3

divido: 2x%3—4x%>—6x 2x—1

—x>4+3x+2




Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3—5x*—-3x+2| x*-2x-3

2x3—4x*-6x 2x—1

moltiplico:

—x*>+3x+2
—x2+2x+3




Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3—5x*—-3x+2 | x*-2x-3

2x3—4x%*-6x 2x—1

sottraggo:
88 —x*>+3x+2

—x*>+2x+3

x—1



Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)

f2x3—5x2—3x+2
x2-2x-3

X

Per trovare g(x) e r(x) dobbiamo dividere:
2x3—5x*—-3x+2 | x*-2x-3

2x3—4x%*-6x 2x—1

sottraggo:
88 —x*>+3x+2

—x*>+2x+3

x—1

3x3-2x+1 x—1
Cosi f,—dx:f(Zx—l)dJHf,—dx
x2-2x-3 x2—-2x-3



Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
—2x—-3

X

Per calcolare I'ultimo integrale, osservo che (Esempio c.1)
% —2x—3=(x—3)(x+1) & riducibile, dunque uso i fratti

semplici:
x—1 a b
= +
-2x-3 x-3 x+1
x—1l=alx+1)+bx—-3)=(a+b)x+a-3b

l=a+b b=1-a b=1/2
—-1=a-3b —-1=4a-3 a=1/2




Esempio (d.1 grado n=2 su grado 2)
f2x3—5x2—3x+2
x*-2x-3

X

Infine

3x3-2x+1 x—1
f,—dx=f(2x—1)dx+f,—dx
x2—-2x-3 x2—-2x-3

1 1 1 1
:f(Zx—l)dx+—f dx+—f dx
2J x—3 2J x+1

) 1 1
=X —x+510g|x—3|+§10g|x+1|+c

:xz—x+log\/|x2—2x—3|+c




Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)
fx4—4x3+3x2+8x

; dx
x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
xt—4x* +3x*+8x+ 0| x> —4x+5

q(x)
r(x)



Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)

fx4—4x3+3x2+8x
dx

x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
x'—4x° +3x*+8x+ 0| x*—4x+5

divido:




Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)
fx4—4x3+3x2+8x

; dx
x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
xt—4x° +3x*+8x+ 0| x*—4x+5

moltiplico:
P x*—4x3 +5x2




Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)
fx4—4x3+3x2+8x

; dx
x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
xt—4x* +3x*+8x+ 0| x*—4x+5

sottraggo: x*—4x3 +5x° x?

—2x°+8x+ 0



Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)

fx4—4x3+3x2+8x
x2—4x+5

dx

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:

divido:

xr—4x3+3x°+8x+ 0

x*—4x3+5x2

—2x°+8x+ 0

X’ —4x+5



Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)

dx

fx4—4x3+3x2+8x
x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:

xr—4x3+3x%°+8x+ 0

x*—4ax3+5x%

moltiplico:

—2x°+8x+ 0
—2x2+8x-10

x> —4x+5



Esempio (d.2 grado n=2 su grado 2)
fx4—4x3+3x2+8x

; dx
x2—4x+5

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
xt—4x* +3x*+8x+ 0| x*—4x+5

xt—4x3+5x° x2 -2
sottraggo: 22 +8x+ 0
—2x*>+8x-10
10

x*—4x3 +3x*+8x 10
f - dx:f(xz—Z)dx+f,—dx
x2—4x+5 X2 —4x+5



Esempio (d.2 grado n =2 su grado 2)
fx4—4x3+3x2+8x
x> —4x+5

dx

Come nell’'esempio precedente, iniziamo con la divisione:
Abbiamo gia visto (Esempio b.2) che

X —4x+5=(x—-2)*+1
é irriducibile, dunque:

4 3 2
X" —4x°+3x°+8x 10
f - dx:f(xz—Z)dx+f,—dx
x2—4x+5 x2—-4x+5

:f(xz—Z)dx+ IOf;,dx
(x—2)2+1

3
X
= ? —2x+10arctan(x—2) +c




Esempio (e. denominatore di grado m > 2)
X+2
f - dx
x*—1

Cerchiamo di fattorizzare il denominatore:

A-1=-DX*+ D= -DE+DE*+1)

e di scomporre l'integrando in fratti piu semplici:

xX+2 a b c+dx
- = + + — .
xA—-1 x-1 x+1 x2+1

N.B.: abbiamo scelto come numeratori polinomi di grado
inferiore ai denominatori!



Esempio (e. denominatore di grado m > 2)
X+2
f —dx
x*—1
xX+2 a b c+dx
= + +——0.
xt-1 x-1 x+1 x%2+1

Calcoliamo

x+2=a(x+1Dx*+ D) +b(x—-1)(x*+1)
+(c+dx)(x—1)(x+1)
a3+ +x+D+bxP-x*+x-1)
+e(x* -1 +d(x’—x) =
=(a+b+d)x>+(@-b+c)x?
+(a+b-d)x+a-b-c



Esempio (e. denominatore di grado m > 2)
X+2
f —dx
x*—1
xX+2 a b c+dx
— = + +——0.
x*-1 x-1 x+1 x*+1

Calcoliamo
x+2=(a+b+d)x>+@-b+c)x*
+(a+b-d)x+a-b-c

a+b+d=0 a+b=-d a=(-d-c)/2=3/4
a-b+c=0 a-b=-c b=(-d+c)/2=-1/4
at+b—-d=1 —2d =1 d=-1/2
a-b—-c=2 -2c=2 c=-1



Esempio (e. denominatore di grado m > 2)

X+2
f : dx
x4 -1
X+2 a b c+dx
: = + + — )
xt—-1 x-1 x+1 x%2+1
, xX+2
In conclusione f4 dx =
x*—1

3 1 1 1 1 1 X
— ] ——= —dx—f dx——f dx
4 x-1 4J) x+1 x2+1 12 x2+1

dx =

2Xx
x2+1

—log|x—1|—--log|x+ 1| —arctanx — —
2 gl I 2 gl I 2

Zloglx— 1|—110g|x+ 1] —arctanx—Zlog(x2+ 1)+c=

log v/|(x — 1)3/(x+ 1) (x? + 1)| —arctan x + ¢



