Analisi Matematica 1 e Matematica 1
Integrazione per sostituzione
Anna Lisa Amadori e Benedetta Pellacci
amadori@uniparthenope.it
pellacci@uniparthenope.it

Universita di Napoli “Parthenope”



Teorema (Integrale per sostituzione - int. indef.)

Siano f(x) una funzione integrabile e ¢p(x) una funzione
derivabile e strettamente monotona su uno stesso
intervallo. Allora

f £ (6(0) ¢/ (x) dix = f F)dy (I1XS)

y=¢Xx)

Cosa significa questa formula?

Se indichiamo con F(x) una primitiva di f(x), la formula
IXS afferma che

la funzione F(¢(x)) & una primitiva di f(¢p(x)) ¢ (x).
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Dimostrazione. Indichiamo con F(x) una primitiva di
f(x) (cioé F'= [). Basta verificare che

(F(o0)) = f (o)) ¢/ ().

Ma questo ¢ certo per la regola di derivazione della
funzione composta:

(F(p(x)) = F' (p(x)) ¢’ (x) = [ (p(x)) ' () .
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Teorema (Integrale per sostituzione - int. def.)

Siano f(x) una funzione integrabile e ¢p(x) una funzione

derivabi/e e strettamente monotona su (a,b). Allora
o(b)

ff b (x) <p(x)dx—ff(y)dy (IXS)

¢(a)



Esempio (1)
fo sin(x*) dx
La funzione sin & composta con x?. Effettuando la

sostituzione ¢(x) = x*, si ha ¢/(x) = 2x.
Dunque la formula IXS afferma che

fo sin(x?) dx = fsinydy
y=x?

— —COSJ’|y=x2 +c=—cos(x?) +c.



Esempio (2)
fcosxsinzxdx
La funzione y? & composta con sinx. Effettuando la

sostituzione ¢(x) =sinx, si ha ¢'(x) = cosx.
Dunque la formula IXS afferma che

fcosxsinzxdx:fyzdy
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y=sinx
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+c:§sm X+c.

y=sinx



Per ricordare la formula IXS, é utile fare un calcolo
formale con le notazioni di Leibnitz

Regola mnemonica

Y
Se y= llora —
e y=¢(x), allora dx

a.‘|

= ¢'(x). Moltiplicando entrambi i

membri (formalmente) per dx si ottiene

dy=¢'(x)dx



Esempio (3)

1 e~
f dx

0 V3+e®

Facciamo la sostituzione
y=e" dacuidy=(e")dx=e"dx.
Gli estremi di integrazione diventano
x=0=>y=e"=1 x=1=>y=e'=e¢.

Pertanto

1 ex e 1
dx:f d
fo V3+e* 1 \/3+Yy Y



Esempio (3)

1 ex
f dx
0 vV3+e*

fl e fe 1 7
X= .
0 V3+x 1 \/3+y Y
Facciamo una nuova sostituzione:
z=3+y,dacuidz=3B+y) dy=4dy.

Gli estremi di integrazione diventano
y=1>2z=3+1=4 y=e=>2z=3+e.
e 1 3+e 1 3+e 1
f dy= —dz:f zZ 2dz
1 /3+y 1 Vz 4
3+e
=2(V3+e-2)

1
= 2Z2
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Esempio (3)

—
Q
=
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La sostituzione pit opportuna é
y=3+e* dacuidy=0B+e")dx=e"dx.
Gli estremi di integrazione diventano
x=0=>y=3+e’=4 x=1=>y=3+e
Cosi

3+e 1 3+e

1
e

dx=[ —a “td

0 V3+e~ 4 \/_y 4 yoay

3+e
_2%4 —2(\/3+ 2)




Esempio (Traslazione)

fE sin(x+m)dx

SE]

Conviene effettuare la sostituzione
y=x+n dy=(x+m'dx=dx.
Gli estremi di integrazione diventano
—_x — T g_T _ T3
A= DYS =5 X=LS Y=g n=am
Si ottiene cosi

fg sin(x+n)dx:f

2

\SI[o8)

sinydy

SIE]

da cui segue facilmente

3n

=-cosy| =-(-1)+0=1

2
A



Esempio (Traslazione)

fz sin(x+m)dx

(SIE

Da questo esempio traiamo un'indicazione generale:

b+c

b
f f(x+co)dx= fydy

a+c




Esempio (Dilatazione)
1

2 1
f dx
0 1+4x2

Conviene effettuare la sostituzione
y=2x dy=Q2x)dx=2dx.
Gli estremi di integrazione diventano
x=0=2>y=2.0=0 x=3=>y=2-5=1.
Si ottiene cosi

1 1
z 1 1z 1 101
f dx:—f de:—f dy
0 1+4x2 2 Jo 1+ 4x2 2 Jo 1+y2

da cui segue facilmente

1 11 /4
=—arctan y) = —(arctan1 —arctan(0) = —
2 0o 2 8




Esempio (Dilatazione)

1

2 1
f dx
o 1 + 4 x2

Da questo esempio traiamo un’indicazione generale:

b 1 [Ab
f fAx)dx = 1 fdy
a Aa




Esempio (Derivata logaritmica)
2x+3
J

x2+3x+1
Va osservato che il numeratore di questa frazione é
esattamente la derivata del denominatore. Facciamo allora
il cambiamento di variabile
y=x*+3x+1,dacuidy=(x*+3x+1)dx=(2x+3)dx.
Si ottiene cosi

2x+3 1
fZLdX:f—dy
x“+3x+1 y

da cui segue facilmente

y=x2+3x+1

:bgww =log|x*+3x+1|+c

y=x%+3x+1



Esempio (Derivata logaritmica)

I 2x+3
x*+3x+1
Da questo esempio traiamo un’indicazione generale:
"(x 1
J'( )dx:f_dy
f(x) y

e, per I'integrale definito,

b g1 f(b)
f'(x) f 1 f( )
dx= [ Zdy=log
o T e 7T %% @

=log|f(x)|+c
y=fx)




Calcoliamo l'integrale di una funzione elementare:

Esempio (Integrale della tangente)

1
ftanxdx =log e
| cos x|
Poiché tanx = e (cosx) = —sinx, possiamo scrivere

COS X

—sinx
ftanxdx=—f dx
COS X

Effettuando la sostituzione
y=cosx, dacui dy=-sinxdx,

si ottiene

1
:—f—dy
y

1
= —log|cos x| +c=log
y=cosx |COSX|

+C




Esempio (Funzioni trigonometriche)

fsin2 xcosxdx

Effettuando la sostituzione
y =sinx, da cui dy =cosxdx
si ottiene

fsinzxcosxdx:fyzdy

y=sinx
e dunque

1 .
3’ +c:§sm3x+c

W -
<

y=sinx



Esempio (Funzioni trigonometriche)

fsinz xcosxdx

In generale

ff(sinx) cosxdxsz(y)dy

y=sinx

e analogamente

ff(cosx) sinxdx:—ff(y)dy

y=cosx




Esempio (Funzioni del logaritmo)

fe 2+ {Vlogxd
————dx
1

X

Effettuiamo la sostituzione
y=logx, da cui dy =+dx.
Gli estremi di integrazione cambiano secondo
x=1=>y=logl=0 x=e=y=loge=1.
Si ottiene

e 1
2+ /1 L L
f%gxdx:f(zw/y)dy:zf dy+f yidy
0 0

1 0

1 3 11
=2+——0=—
0 4 4

—2+3§
—y4y



Esempio (Funzioni del logaritmo)

¢2+ {/logx

ST V08X
X

1

In generale

ff(logx)dx:ff(y)dy

X

y=logx




