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ACS_049.1

Argomenti trattati

in MATLAB

» Calcolo Numerico in MATLAB:

< Ordinary Differential Equations
(ODE)

Initial Value Problems (IVP)
Boundary Value Problems (BVP)
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Equazioni Differenziali Ordinarie (ﬁps)
\ )
Una ODE (QOrdinary Differential Eq.) € un’equazione cgm)éﬁ' Qte' un o\plu <
derivate di una funzione incognita y(#), di una sola verl‘a |fe,mji endeJ\t‘e
Se le variabili indipendenti sono piu di una S|Jo@ri’a d;J\PD)E (Paiti/D/fferennal
Eq ) \\) -) (‘()) /\; \//
Uordine dell’equazione dnfferenzn%ga |I @a$5|mo prym'e di derivata che | <
compare nell’equazione. > X\J o I/) p-
\‘l/ g\ £
@ £ O R) g
B ok !
solo\t:céFne(vg |ab|Ie ) () }y’(t) =0 ODE é
endentQ / ; S
”\;)' N J \ /) ytir )6 yx(t X’) 1 S
2 g xco variabili ¥ . PDE
v:,\,\’\ l’\‘)%\ \Hd ndenti\ - %(?,X)—%(Y,X)zl
,\\},('j 2 (J(j/ i \ f %
V o® Re ;
\ ‘ &
Uﬁa?() 5‘9d/ce in forma normale quando é risolta rispetto alla derivata | <
massimas s

\\3

Y@ = @(e, ¥, ¥, ..., YD)




Equazioni Differenziali Ordinarie (ODE)

In un problema a valori iniziali o di Cauchy (Initial Vaue Problem = 1\VP) /ODE enxisolta
partendo da uno stato iniziale noto o condizioni iniziali (IC - Initial conditions). Di solito la
variabile indipendente rappresenta il tempo #: quindi la-soluzione .dell’'ODE deserive un
fenomeno evolutivo, al variare del tempo.

Esempiot Legge del raffreddamento di Newton “i/tdsso’di perdita di calore di

un. corpo e proporzionale alla

’ _ ‘ .
y (t) - (l(y - Tamb)& l%’]ﬂ, tmax[ differenza di temperatura tra il
y(O) = )fo 1% a X0 corpo e l'ambiente circostante.”
soluzione analitica: y(¢) = T, — €*( T, — Vo)
In un VR, a partire dalle’ condizioni inizidli’ la  soluzione numerica e calcolata
iterativamente: nel prime’ passo, queste eonsentono di-iniziare il processo, in ogni passo
successivo viene calcolata la soluzionenun nuova istante a partire dai risultati calcolati
in un certo numero di passi pregcedenti:

In un probtema @ valosi 3l cpntorno, (Boundary Vaue Problem - BVP) la soluzione del-
I’ODE descrive’'un fenomeno stazionario (steady state) date delle condizioni alla frontiera
(BE - qundary Conditions). Di solito, la variabile indipendente rappresenta lo spazio x.

Esempio:; Soluzione steady-state dell’eq. del calore
‘ { y"(x) =0, xe€l0, L]
¥0)=yp y(L)=y

soluzione analitica: y(t) = v, — %(vo =¥z)/L
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)
\ <
ODE : \)\r'

Una QODE del 1° ordine e detta , ‘\:\Ef) N \/
» esplicita se 'equazione é del tipo: y'(t) = (b(t,y)\\ :
» implicita se I’equazione é del tipo: ¢(t,y,y)a§9 g

Se 0¢/0y" risulta non singolare, allora si puo\ﬁendp espll \ Gf)E guando

invece 0¢/dy’ e singolare, quuazmnq det}é) I%féd}érentlal -algebraic

eqguation). :

Analogamente per ODE di ordine superm\@)

&
P SV

3 (> \f'

A (’\rj (‘)'/ \‘ “) A
o < Esempi
W 0 O

e E)* r‘r)/\/

/

X i-;"\‘\p( S >
y'+ 23{@3;@& 0 < N 2y +3x  ODE esplicita
,>\¥ ,’rg)g \\!f{ / ("ff
y§5" N7 ’ ’ . .« e
\/f>\*’(?(?’\9’\' 5 o S y =log|25 + (y')?] ODE implicita
a - 8 () '\ 2 [ 2 _ . o« _a
e e (y')?2+4xy"+2x?=2y ODE implicita
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9.5

IVP: Teor. di esistenza ed unicitt’
Per un Problema di Cauchy { y'(®) = [e.p), te]a,b\ "’f:) {( ?

A\
¥@) =y, R Y
il [ Teor. di Cauchy-Peano* assicura {e\s\tste(nﬁ e unfmta della
So|uz|0ne ne”e |poteS| * detto anche‘l‘éor di 0>d‘“ﬂd1’ﬂf\3 Cauchy-Lipschitz
* Aty) continua We]@bf V\xéﬁ Q)

W fity) derivabile risbe;toa) y} 1A = f(t,y2)||<L||y, -l

* afloy Ilmltat\a (© géﬁ N\ )hd di Lipschitz di f rispetto a y
\‘J ’ )] 2/}

ACS_04

 J r
continue e derivabili in R2 C \// non & limitata per y=0

{ y=y tePpi l\)j\//l(,.']’ y'=2yyl !
y(0 ; ‘ y(0)=0

of signum(y)

. v - dy \/M
/ V¢ 2 0 le infinite funzioni definite come
5—’/_,_,_/,

y.(£)=0 pert<c
y.(t) = (t—c)? pert>c

\ sono soluzioni dell’lVP

soluzione unica per ogni y,

= ()
o0 Eses \lwW
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9.6

Una ODE per cui vale|| equazione | famiglia:di soluzioni
il T. di Cauchy-Peano
ha o soluzioni: ciascuna|| y" ==y y(x) = C e**
e individuata da una parti- ’
colare condizione iniziale

ACS_04

y(x) =C +. e+xl<%lcosmn1‘e cgdiﬁvn%> y(x) : C = Ie'X
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Una ODE per cui vale | equazione | famiglia:disoluzioni
il T. di Cauchy-Peano
ha oo soluzioni: ciascuna
e individuata da una parti-
colare condizione iniziale

famiglia di soluzioni ©
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Sistemi di ODE o>,

(‘ ’ )
|l Problema di Cauchy per un sistema di QDE del 1° ordm\e a\md:a re c,mﬁe
> C )
{X(t) .,ﬂthz) te]a’b[ \ {\() fl(t, 1Jz{ ’yn)
X(a) )ﬁ) . ) J&UyZ’ ﬂ%
dove v (1) ( /j
y(1)= 90 </|Ve'|"|'0l'lq fn(t,yl,yz,.--,yn)
yn (t) (J( \(
P Q
2 (57 2.’ X
(iﬁ;r) P g\"/j
2 ) o W
Esempic \‘,)pr‘ I
/ A\
x=x(¢) numqp:ﬁred? Hémpo l/ \ V Equazioni di Lotka-Volterra
y(t) \Qwrop{ed ori alte\m v x' = ox — Py

xb X4 de 2, ““tas u/bsl?anti di \c}esc{menta e Eorte naturale prede (x;,>x,)
| x ( m@ a—xb—x\d, @ tasso di crescita), 3>0: dove ax=crescita y = —(Yy — OXY >

. Q sponeﬁ iale popolazione prede in assenza di predatori e ¥ ( " ) — x
\o J Bxy- gnlta di predazione sulle prede. 0 0
y'(t)=0xy= 0, 6>0: dxy=crescita della popolazione di predatori e ;y<t0> =Y,
() tasso di perdita dei predatori per morte naturale o emigra-

zuoneb esso porta ad un decadimento esponenziale in assenza
dn prede.
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ODE >
\\)

Un’equazione differenziale di ordine supengr\e }pmﬁo\éd in

forma normale pud ricondursi ad un s(i ioni

differenziali del prim'ordine. r>" afy”

oY 2 =25
2 =25(%)

'r by

yo =W(x, v, ¥, y", . y(p‘”)

\

J

Ay
§$> \{ X
avendo pOStO \’®>_ (;d %' Z 'p E\Il(x, L1y B9 K3y voey Zp)

\\\'\(%\ {kx) \ YJ

soluzione y(x) = z,(x)

< _3;\,\1\” (i\(J g '\
LA & SR
' j =Yy

Gli ODE Solver di MATLAB risolvono sole equazioni e sistemi di
equazioni differenziali del 1° ordine.
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9.10

S
8|
<
ODE del 2° ordine o Nl \/\' <(’ J\/ <
/ <\J E
Y= Dy +qy m S'del s
m { \Tb ) )g& tanti d@mp{:zlonallta s
1 y(0)=o ‘fé)‘/ & o »” \ e 5
"(0) = 2 O 9) ) -) ¢ &) 5
y ( )_ B \Q » ()\ S) F‘\ Z
<D, AL S~ Qb 2
W& C)> ‘L7 q&)/ S
/\g) >, (c N - — Z\Z / ©
D \ 5 ‘Dz +qz

o J Bt 1 -
\,\/5’: p /J{ 2 - :> SOlu;nge zltc;luta g
< 9 N _ ~ 2 N
g S a8 |2 0~ -z
@8 2,(0)=p .
K)” g
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ODE PR
Risoluzione numerica di un Problema di qﬁdm{)

A

ACS_04

Problema: { y'=fxy) xe(ab) -~
)’(3) =Y
\-97 ( ) _\//

1. si discretizza I mtervéﬂ’o{aﬁl
a=Xx «;ﬂ%"i(@*% Xy S <§..< <X,=b;
2. Si dlscre\tgzs?a Jﬁ)dDE J@foe %ostl‘tuisce al problema
continuo quaalscrqtg\)/ OV
3. Si\de\tgsﬁmr\anjg/l vaLari y,, i=12,..,ny soluzioni
N o roblejhé discreto ed approssimazioni dei valori
= esgtt)ﬁel nodi:

9/ f ~ y(xi), i=1,2,...,ﬂ,
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Risoluzione numerica di un Problema di Cauchy
mediante il metodo delle dnfferengp inite

1. Si discretizza l'intervallo [a,b] in un |n5|\emé"d|(p ti d/ g>jg4/a
(o di maglia) equispaziati o non: (\)\ 29 (f \ /
.
a=Xy<X; <X,< 6‘% ,g) X \o.
2. Si discretizza la ODE SOS’{ItU@ﬁdO,Ié’COh <una/equazlone alle

differenze; o 20 D >

3. Si determinano i valof«l Yii g& 1 2, g,n, soluzioni del problema
discreto ed apprgﬁmmaﬂbm delfjalor<3esatt| nei nodi y; ~ y(x;)

\\f‘

punti di grlgllax e@:ispa\z;&n con QMp«%zzafﬁlﬁwﬁgha costante h = (b —a)/n

punti di gnghar ngq equnsr:)dzgéy.!én a(ri;}a)ezza di maglia variabile h; = (x;,, — x;)
<N >0 2 . led

Un’ equazlone alle dlfferenze di ordine n é un’equazione del tipo:

'/\\j‘?(\v ff(k Yio Yiats ++o» Yiern) =0 VK

J

che cm@vo)ge una variabile mdlpendente intera k (discreta) ed una
varnab)lef dipendente y, (soluzione dell’eq. alle differenze), che pertanto
e unafunzione discreta.
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Esempio: metodo di Eulegp
(o m. delle taugenﬂ) y

>\ \\/
Problema: { y' I(x?y) o egq p)’
! \
a)\‘) ’\ 3 p )’.\;‘//
1 sidiscretizza intervallo [a})} X\J xk/‘ﬁ/)" Kh k=0,1,2,..

42 3
\\/ \
2 Si discretizza la derJv‘ataem”EdlanI/)H P‘ortomcrementale

¥ /\fﬁ(()()\gﬂ‘)?y(x-kh)) %69;\) /h (con h opportuno)

X
):)-’) 3 >\ \)
f\‘\’\, \ ()X\ \]r\ 7
S & P ¥ equazione alle differenze
>

+h) & y(X) +hfy) & Y =Y * i i)

Y(X
2 %@m

-&)/

o

9.13
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9.14

3 Si applica la formula del metodo di Eulero ad ogni'punto della ?Cf).
discretizzazione a partire dal valore noto diY: b
Yie1 = Yt D F XY e Fér{(@;} ’

<

[

y1= Yo+th (X0, Yo) 2

o

Yo= Y1 th (X, y1) \ 7
Y3 Yo th1(X,, ¥,) v

(X0,Yo) 70 | 5

:

I errore aumen‘l'a



Interpretazione geometrica del metodo di Eulero| :
C>I
Yier = Y T RO Vi) :

In un passo di applicazione del metodo: ¥y;., e l'ordinata del
punto, di ascissa X, 1, sulla retta @
L — \/ . _ : : Serie di Tayl =
Y =Y+ Y X d) (X =Xl Sleminidel 1 ordne | &
passante per (X,.Y,)'e parallela.-alla tangente* alla | =
curva y=y(x) in (X Y04): P
I in generale y, . r non-appartiene -0 %
B w0 alla,eurva soluzione —cé % 3
Yici errore |y(xk+1)_yk+1‘ z3 ”

locale 55
1 V)) % "’é\
! C f &
A Y > O N
d ' : 2% |2
= i 2% |3
Xk Xk+1




Esempio: metodo di Eulero applicato all'eq. di Verhulst per il | S
modello logistico di crescita di una popglazione | ©
y = ry[l—l , t€]0,t,.] y(t): misura la popolazione-altempo t <
K P,=100: popolazione iniziale
y(O) =P, r=1: tasso di crescita dellapopolazione
) K=1500: termine asintotico della popolazione,
soluzione K K dette;"carrying capacity” (capacita portante)
analitica: y(t):—w q=-—-—1
1+gq 5 -
1600 . . . . . . . . . =
1400 / Yo e e——e y=y(¢): curvajsoluzione analitica del problema §
7 5
1200 ¢ : altre curve della famiglia | S
di soluzioni dell’lODE Z
1000 | S
; S
800 y 1/in ogni punto ¢, di djscretizzazione, successivo al
punto iniziale, il metodo di Eulero usa la tangente |
600 ad una curva soluziong dell’ODE diversa dalla solu- | ©
zione del problema. N
400 o
In tal modo l'errore globale dipende dall’errore locale || <
200 | introdotto in un solo passo di applicazione della formula || 5
__ e dalla propagazione degli errori dei passi precedenti. =
D = 1 i i i 1 1 1 1 1 ]

1] 1 2 i 4 5 5 Fil H o] 10



Esempio: metodo di Eulego
problema: {y y xe(0,3) o2 &},e

y(0)=2

LSl discretizza I'intervallo [0, 3]:

soluzione argahtlc%* \ (X)a

)( (}xxf'\xt)g\
X «»-—kh)gk 1 2,,/# h=3/n

\ Q2

2J5| discretizza la derivata medlah’ceJJYa>pportb)ncrementale
y'(x) = [y(e+h)-y(x)|/y. * yg«#ﬁ* y (X ) +hf(X,Yi)
~§ J»Sr/ QIIIIl!'b
3= ity L
*\}x/ C;) 2. T, \ &)/
: \\:,\f"r) N » . \)) /J b b

xy=@(x,y) y;
tspan=[0 3];

h=0.1;

[xi,yi]=Eulero(fxy,tspan,y0,h);

AN
<)~
>

| function [t,y] = Eulero(f,tspan,y0,h)

= (tspan(1):h:tspan(2))’;
y = zeros(size(t));
y(1) = ye;
for i=1:numel(y)-1
y(i+l) = y(i) + h*f(t(i),y(i));
end
end
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45

a0

35

30

251+

20

151

10

35r-

30

251

204

15+

10

— sol. analitica
——s0l. Eulero

I
2.5

==
S

401

39

38

37

36

351

34r

33

32

31F

errori

P

I I
23 2.4

I I I
25 2.6 2.7

I I
2.8 210

sol. esatta

alcune curve della famiglia di soluzioni

o
154

I I
0 0.5 1 15 2

2.5

3

2.3

2.4

25

|
2.6 2.7

I
2.8

I
2.9
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45

40

35

30

25

20

15

10

A causa degli errori, ogni punto della soluzione
~numerica (X,,Y,) non appartiene alla curva della
soluzione esatta, ma giace su_ un’altra” curva
~della famiglia di soluzioni: -quella“corrispon-
_dente ad un’altra condizione’iniziale

.V;¢YO

E come se (x; v,) appartenesse
“alla soluzione della stessa ODE

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Pertanto lo studio \Qeﬂ e?rorgzﬁella
soluzione numeﬂ’ca )d; ,un/Pmbl'ema

b S

di Cauehy) Si ] uﬁ/ﬂggmdurre alla

dlpendgiﬁa @elléss’oluzmne della
@Eﬂall&c’ondtﬂone iniziale.

D>

\{,? » ()'/
-&)/

o
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g9.21

|| Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale
X, +h

y(x, +h)=y(x,)+ f f(t,y@)de

[ L3 LY xk [ ) L]
sta alla base di molti metodi numerici per le ODE: ciascuno
e determinato dalla particolare’ formula  di- quadratura
scelta per approssimare |'integrale.

Il metode di Eulero si ottiene applicando, all’integrale la formula di
quadratura rettangolare o : /
Jresojash s 3/

*<
|:>\ Ve = Yo 0 (xs0)

Il metodo Trapezoidale si ottiene applicando all’integrale la formula di
quadratura trapezoidale ” /

’ff(t»y(t))dt %%[f(xk»yk)+f(xkﬂ’)ykﬂ )] <:I / \
% " ) &
:> Y1 = Y +7[f (x&»yk)+f (’xlk+13y/k+l )]I

ACS_04
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9.22

Classificazione dei metodi per le ODE

ACS_04

Esempi

Il metodoidi Eulero y, .=y, +hf (xk, yk)
e one-step, esplicito e non adattativo

I} mefodo backward Eulero (BE) Y., =y, +hf (xk+1»Yk+1)
e one-step, implicito e non adattativo

Calcolo Numerico in MATLAB
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Il metodo del punto medioy,,, = y,_, +2hf (x,,y,)
e two-step, esplicito e non adattativo
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Es.: metodo Backward Eulerg (KE) .

. al problema: { y' ”\’xé(O S/)/ <

. y\}yg(,be \Jt

[soluzione: Y(X)= &)\]‘U (()93 2 @b
W\, i —
K2 e 4( 0 £
LSI discretizza I'intervall 0{0, 3!}"*’ X{Nth k=1,2,....n;h=3/n | =
\\/ X 'é
2JS| applica la formla\la de J\metoj!yéchk)nard Eulero: E
o o
Chile — 3
Vi1 =ng\ﬂ“ @f @%ﬁl 5}‘%@’)/ . Yern =Ve HPey | S

,\\\\,'.'/ X\\ \ \ ‘\,

o a0 _ﬂ?\})/y % )
b _ﬂ}\’\/ ,\(Jr « _§
» : ?‘?\ 20 i
07 =
(< A : 5
N2 — in questo caso BE | £

7 3) Vi 1-h |diventa esplicito!




9.24

Cosa comporta un “metodo implicito™?

ACS_04

Esempio: problema non lineare -’ y'=

h

Yi+1 = Vi
+ 2@

ad ogni passo si calcola un’nuovo valore
direttamente.

metodo di Eulero

Calcolo Numerico in MATLAB

h

Yir1 = Yk
2\/ Vi1

ad ogni passo per calcolare un nuovo valore, e
necessario risolvere un'equazione non lineare in y,.,.

metodo BE
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“ p

Che significa “metodo adattativo“? | |:
Tutti gli ODE Solver di MATLAB usano un
metodo adattativo: il passo h,=x,,,—X, varia con

I'andamento della funzione .

60 é

=

ol *** ] =

* ** g

op *********** x kK Kk kK k% * * * % §

30+ % N ch);

g ) .§

2l p ; hzk — : ’ ;

passo piu piccolo|dove la funzione varia rapidamente,|passo piu grande|dove la funzione \g&

varia meno
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ordine di un metodo

gI
Esempio: metodo di Eulero )

applicato al problema y'="ysia3x x€(0,4)

y(0)=1

’ : . <
soluzione analitica: g
=l 1-cos(3x) =
y(x)=e ° :
1.4 F 7 7 g
| g Lerrore globale si riduce come h| %
Vs E=ly—y(x)l=Q() |3
v BN : )
081 | —=—Eulero h=0.2 o s 5
Eulero h=0.1 N
D'ED Dla 1 1I5 2 2I5 3 3I5 4 3

il metodo di Eulero € un metodo del primo ordine




9.27

Altri metodi

gI
I metodi Runge-Kutta (RK) sono metodi one-step | <
di ordine > 1
] K, =hf (x,,0)

Esempio: metodo RK X h x

(metodo RK a 2 stadi o metodo di Heun) 2 f('xk+1’yk + 1) ”

2r | | I E.Duzlic-ne E‘SEIIHB | | - 1 3

ol ﬁ —E—Rllizh=0.4 yk+1 = Yk +§(K1 +K2) g

\|—=—RK2 h=0.2 <

18 f / |~ ~ — RK2 h=0.1 S

Ol //r. : /A \ | Lerrore si riduce come h? | &

' Z

1.5: : .f ) \ E = ahZ) Zc°3

0 | ‘1I | : ZIS Z;l- 3I5- g

il metodo RK2 & un metodo del secondo ordine %

Il metodo RK esplicito piu usato e RK4 che risulta di ordine 4
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Altri metodi

g|
I metodi Runge-Kutta (RK) sono metodi one-step |-
. . 5
di ordine 1 K, :hf(xk»yk)
Esempio: metodo RK4 o gils ok 2K

(metodo RK a 4 stadi) 2 =0 x, +§’yk +TJ «

snlu;io_ne esatta | | o [ h & ) E

e Rk 02 Ky =hijx +3: 0 ) :

— ~ ~ RK4 h=0.1 ) S

K;=hf (%, +h,y, +K;) S

| [P = Px +%(Kl +2K,+2K, +K,) Eg

errore si riduce come h# || °

E~ O(’]4) 2

T T R N 4 <

il metodo RK4 é un metodo del quarto ordine
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Errore globale

Se y(x;) e il valore esatto e y;0€ la ‘sua
approssimazione numerica, I'errore globale

E; = ly;=yOol

ACS_04

dipende:

» dal metodonumerieo;

Calcolo Numerico in MATLAB

» dal passo /=X, = X;;
» _dallampiezza dell'intervallo [a,b];

» ‘dalla famiglia di soluzioni.
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Ervord ... verore |y~ y(X)| dipende:

> dal metod\oﬁ"a@en ogﬁ: g

. y'=ysin3x xe(ﬁ,ll SR

Esempio: Y(0)=1 ol g0 1

’ | | KON .
| —— sol. vera E
Z
" passo fisse h=04 | s

‘ \ \ —— Eulereo

| | —— RK4

Runge-Kutta 4°ord.
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\ \ \ \ \ \ \
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4



Errerd .. verore |y, - ¥(X)| dupgﬁa’e Eulerol

1.8

16

1.4+

1.2

0.6

Q
» dal passo H 2 " *
| | ‘\\/ ')g
\"
\ 7
l\//
- m. di Eulero
con passo A:
\ | —h=04
~ \ —h=02
\ | —— sol.vera
0 (j( 1 15 2 25 ‘ 35

colm. di Eulero dimezzando |I pPasso Si dlmezza I'errore
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Nel metodo di Eulero, dimezzando il passo sicdimezza
I'errore
Cosa succede per [ sempre
iu picecolo?
Esemplo PSP
oy = 001y(1000 y) xe(O,ZO) o °
. Y0)=1
.. %
4 . .
'@ 1050/'/, floating-p. in
(7)) i ] .
S X% ~ singola
o0\ precisione
S« ° N\ °
= D e
s 10° ¢ o@ o
o°  __ aldiminuiredih
10?0'6 10° 10" 10° 107 107 N 1o°h

9.32
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Il fenomeno non dipende dal me

errore massimo per h=2:

— Eulero (ordine 1)
" ——RK2
— RK3
—— RKA4

(ordine 2)
(ordine 3)
(ordine 4)

od
(

!)r

AN )
2D e O
- " /
\‘,}'\ =X g',:s“ a9
a2 B BV
\ ¥ “{‘\ °.9 @ J

107 @,}?)
S
Q - ]
10-37 (;5 # g
S 8 -
.47 O@
10 b RN
10° 10° 107"
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\\:é Eulero3
e D 9

L'errore |y. y(x,)l dlpende\‘ 7 W -<>

» dall'ampiezza dqllf}htg@‘lﬁlo lﬂ‘))ﬁr *

‘I\

ACS_04

3

A y' —1— xsmy X € (0 30); 2
Plo: . y(0)=1 h=0.15 HE
\Q‘\}' §
D / E
5';\3"‘/ ()\(J& V | V S

\:,’\‘/ )\
o 0%l 1z
P S e : ;
W (?? t)e )  — SOI vera E
\{, ()/ 21 | =
e Y
ab —— Eulero £

-3 ‘ | | ‘ |
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mlo‘i ose Lerrore l_y.=y(x.)| dipende: Eulero6

gI
» dalla famiglia di soluzioni; * 2
Esempio: y”+0.015y' —0.5y+0.5y° =0

particolare Eq. di Duffing (o oscillatore di Duffing) o
T B " condiziont iniziah 3 >
condizioni iniziali: \ ; | =
L — (1,058 (@ :
s — @7056) E
2 soluzioni | =
completamente *° s

diverSE! 085 1 0.5 0 0.5 1 15
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Per quanto visto, lo studio dell’errore nella soluzione
numerica di un problema di Cauchy (I\VP) puo essere
ricondotto allo studio della dipendenza  delle soluzioni
della ODE dalla condizione iniziale.

ACS_04

Sel’isulta °0oo —_VO <&

si vuole che ...
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|y(x'i)_)7(x') <@ 8), Vi=12..n
Quando succede ?

™
T
.
S
N
2
o
Y-
S)
| =
a
St




14 -

08 --- .

04 - "

120 -

06 -~

Esempio:

Esempio 1

'y, =—y, — 20y,

ode cond

)ﬁé =20y, -y, X.€ (095)

Y3' — =y3 /2 condizioni iniziali

perturbate

%(0) =1 %(0)=1+¢
Y0 =11y, 0) =1+
y;(0)=1"  y(0)=1+s

perturbazione
e=0.01

B /Le(@ﬂsmﬁ ORI conve rgono.

0

I’errore diminuisce
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\
) )
\ \
’ )

=

‘.

‘Q

2
SOTAY,
VZZ RN SN

S

L

\y

R
\\" \
) \ \\\\
\\\
i

Esempio:

Esempio 2

b
J
)

\
A\
\\ ‘

A

-0.5

~

) y,(0)=1

[ yll — =20y2 ode cond
x€(0,5)
|5 =<0/ 2 s

»0)=1" y(0)=1+e

¥,(0)=1""y,(0)=1+¢
y;(0)=1+¢

perturbazione
e=0.01

0

Le 2

ma l’errore non aumenta
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9.39

Quando, perturbando il dato iniziale di un Problema di Cauchy,
si ha amplificazione della perturbazione -nella “soluzione
corrispondente, si dice che il problema differenziale € mal-

condizionato (si parla anche di stabilita del’equazione differenziale nel
senso di sensibilita della sua soluzione rispgtto alla condiziong’iniziale)

ACS_04

problema . | problema perturbate ||| -
R <
y =2y X € (O,b)| y' =y
yoO=1 7 y0)=1+s
sol. y(x) =e*]| sol. y, (x)=(1+&)e*]
Problema

=
o
.
(=}
N
.
o
=
“
o
| =
Q.
St

(X)— (x)‘_;*" /4 <0 bencondizionato
& Y= ‘ ®12>0 malcondizionato

max
x€[0,b]




Esempio: y =5y X

DY malcond
”

, /
of :_ \¥{’ ‘\Y\\)
\)éfgilfi)ésx () E//r,
¥(H)=ee"]"
vl
N _
perturbazione

200

e=0.01

150

Le 2 soluzioni

divergono
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L'esempio precedente e un caso particolare:di ...

P ]

y' =y, xe(0, b) y' = +y, xe(0, b)r\/ )
¥(0) =Y, ¥(0) =Y,

ﬁ* v

Problema O MBfemé\ -

bencondizionato o méréaﬁdmonaio :

\\ !)c, 9 X\'\ \) \ JJ ':‘;

solu2|one analitica y(x)—yafe"x Isoldzione analitica Y(X)=Y, €** | ¢

) T 2

) Alcune soluzioni
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Problema bencondizionato:  COSa Comporta’?

D o
y' =-y, xe(0, 20) \/\ 3
% = N
§ Y(O) _YO \) (J//
S || syms y(x); Dy=diff(y,x); % y'
~ Y=d501VE(Dy == -V, y(e) —=
f Y = exp(-x)
g Yp=dsolve(Dy == -y*1.1, y(0) == 1*1.1) <
Yp = (11*exp(-(11*x)/10))/10 F
-_‘=’ xx=linspace(0,20,50)'; yy=subs(Y,x,xx); =subs (Yp, X, xx) ; =
8 semilogy(XXIabS(yy -yyp)} ‘b’ ,xx,|ab5(yy -yyp) . /yy]'r") s
legend(' Tuto', 8
; egend( er'r'or"e/agsTu o', 'errore re/aﬂvo&) . 5
e \\\ /) r\\ ) 2
EFrF. aSSQMQ( (>\)Ej'f; ‘ﬁiﬁtwg \/ .y "~ praticamente costante :g
\\”/,W, r\ 0 \/_/ - 101 O
S A B .
\L m}é tra,, le’ 2 soluzioni .. E
\ nﬁll Cfbe non si amplifica :
“31_5 alla perturbazione |—__——— 5
OdOtta 97 F |—errore relativo ~

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20



9.43

Problema malcondizionato:  coSa Comporta’?

, ¢ 5’3
y' = +y, x€(0, 20) 2 ¢
X - N
3 ¥(0) =Y, 0 Yo
S || syms y(x); Dy=diff(y,x); % y'
~ Y=d501VE(Dy == +y, y(e) —=
f Y = exp(x)
g Yp=dsolve(Dy == +y*1.1, y(0) == 1*1.1) <
Yp = (11*exp((11*x)/10))/10 F
-_‘-_’ xx=linspace(0,20,50)'; yy=subs(Y,x,xx); =subs (Yp, X, xx) ; =
8 semilogy(XXIabS(yy -yyp)} ‘b’ ,xx,|ab5(yy -yyp) . /yy]'r") s
legend(" Tuto', $
; egend( error'e/a€s7u o', 'errore re/aﬂvo ) 5
V) \\\ /) ‘ &)/ E
Efr‘ aSSQMO( (}‘)Efﬁ @jﬁtivq ’/ ’ —Ierrlore E;SSDIIulD | Zz
() 5 AN —<—7 108 £ [——errore relativo ©
\\L’\,{) )\ \) / ‘-.\/,
\,." » @) 7o Dy ol
‘(;/ l\() \ (, b =
ereore tra\he/z soluzioni .| E
nﬁln 0): si amplifica .. -
I’IS alla perturbazione . 5
101 X
dotta |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Poiché la risoluzione numerica di
un problema introduce sempre
delle perturbazioni, allora non si

possono risolvere accuratamente
i problemi malcondizionati
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Il problema generale di Cauchy .

Nl o
y'= f(Xy Xe(a% '5,\’ NG
(a) “(yf) & \; \]'/\’
\)) ) 2.7
per definizione, si d& O NP ;j\,
- '\\" N
be“‘m“d'zl@ﬁaw‘ @,} %
\\\ ()\() ())

malgmﬁ @ —(x,y)>0

(x,y)<0

o

.| Nel caso di un sistema differenziale il ruolo di =—(x, y)

e assunto dalla parte reale degli autovalori della matrice
Jacobiana J; della f

9.45

ACS_04

Calcolo Numerico in MATLAB

=
o
.
(=]
N
-
o
=
“
(=}
| .
Q.
St




9.46

Esempi di condizionamento: 1 eq_diff.
y' =5y
%(x, y)=5<— > malcondizionato

ACS_04

a
<
=3
=
<
=
=

y' =—5y
%(x, y)=-5< — >’ bencondizionato
y'=-10y(x-1) =

;s
| =
S
N

N

o

=

Y-
o
| .
S

S

of ). x>1 bencondizionato
P (x,y)= —10(x—1) <=>
oy (%) (x=1) x<1 malcondizionate




Alcune curve della famiglia di soluzioni di )0' =.\3le()€—1)

: " i a—5Xx=2) | Y 2D
soluzione analitica y =Ce ( _\ 3\,\\;){)&\\{)*) ‘\/‘\
. . s % 'KJ//
malcondizionato | bencondizionato
6 T T T T T T \ T

|

Al

Al

R&
'\>;>J’ q

oRt |
. S

0.4

0.6

0.8
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Esempi di condizionamento: sistema diff.

¥ =—y, — 20y,
¥,=20y,—y, x€(05) o ¥'=F(%.31,7275)
* y:‘: =—)ﬁ3/2

ACS_04

)ﬁ(xx>;;:l . f?

y,(0) =1 " ‘ g

y’B(O) =1 ( \ ;

N - % ( N E

matrice Ny 0%, | Vs -1 _20 O %

jacgib]icana Jf (X, yp yaa y3) - % gj;z %Z —_ 20 —1 0 §
dafs 9s I \ 0 0 —.5}

‘ M Oy, Oy, g

autovalori:|—0.5, —-1/+i20 <

partereale<0 m) bencondizionato
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Esempi di condizionamento: sugtema diff.
Y1 =Y, — 20y, f

ys = 20y, x€(0,5) 4— x\*f(\w,%,ggﬁ

: .J \) \/
y1(0)=1 & > ' /( & )/\/I/

ACS_04

~matrice
jacobiana

|

N
S
o
o

Calcolo Numerico in MATLAB

¢ ol X\J

auioynlb’m. 0.5, [0.5%i19.99
partereale>0 m) malcondizionato
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A che serve sapere se il problgm(@ sia
bencondizionate oppure maleand\lzwngﬁﬁ) \\

Un  Problema @li[ o Qap\@hy
bencondizionato. @@ﬂ <’Q@%ﬁ©u&a
un’aceurata ﬁé@ﬁ@zﬁ@f@@f Aumerical
* dlpende dgﬂ’a 5&’6“11}}6‘ m&&do numerico

ACS_04
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i)

Un Problema  di  Cauchy
?ﬁﬂ@@ﬁﬂdﬁzﬁ@m@ compoita una
gﬁlluzﬁ@m Ruerica inaccurata!
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Esempio

y'=—10y(x—1)

yl

soluzione analitica y =Ce

—5x(x—2)

—-10y(x—1), x€]0,1

yl'=-10y(x-1),

xe,2|

. .- —5%(x—2 . .- —5(x—1)2
soluzione analitica y=e He-2) soluzione analitica y= 6e S(x1)
regione di mal condizionamento regione di buon condizionamento
T T T T T T T T T B --u.\_\w\ - T T T T T T T
aor sol. analitica g sol. analitica
—& —sol. Eulero . N —& —sol. Eulero
120 \ "\
\”\\‘ \:{
100 4 N
N
N
BO [ \Q
3 \\“\\
i M
60 Nl \\}\
40 \Q\
1 By
20 b e \\1\\‘_'\.,_
o . R | L L 1 I I 1 0 1 L A —r—— )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

'accuratezza della soluzione numerica degrada

'accuratezza della soluzione numerica non degrada
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9.52

Analisi dell'errore per il metodo djiniero

gl
’\\()’)/Qx \’ \\ é)
Errore locale di troncamento ekH y(ka) yk+1,\ Mxkg
E I'errore introdotto in un solo passo di applicazione Qe\b'met numE}nQo/m ottlene
supponendo che al passo k+1 siano esatti i valori ca\Leofatl ng‘i})asm prpc\s
T
Errore globale di troncamento E,,, = t)(\@é,ﬁl) >yi+1< y(\)vgfi V, -
E 'errore commesso nell’approssimare ?créscun(yaif)re esatto/ch mediante y,. A tale §
errore contribuiscono sia gli erroriv Ioo{l\\ﬂel szIJynu precedent| sia la loro =
propagazione. \{!/ % 4 -
\J ’ '/ \ / r}) g
Errore locale di tron,camér\%pér il met@d: l;n{(eg)a £
Z
ek+1 ( k+1)§(,y ( ﬂ)) k‘/xﬁf@k’yk)]: -
\ / _ o
A Y(%) = vy S
RY ;{)I () [y o) ;x,xy %)
DaIIo sv;luppp\dlgraylor kk{y)(xkﬂ v
, o7 I con x;<E<xy || B
,- ?\\ ,)e %ka) xk +hf(xkay<xk>)+ 2 Y (@ N
C i o
{‘? C / s
>é_—)> T _h 2\| Errore locale di troncamento s
e = — ~ O h . 2
- S ket = ) () ( ) del metodo di Eulero S

o




Analisi dell’errore per il metodo q&suiero
Taylor y(ka) y(xk)+hf<xk,y<xk)) hZQ’{@ (E\‘f’ \/\/

Eulero Vi = Yi +hf <xk’yk) (\«*\\ g \\)g\ i,/
3 L
Per |'Errore globale di troncamento del mg@ﬂ' 3&}‘ ?ero/\; //
K \f
_)lEkT+1 xk+1 Vi)™ ( ) (9in { k’y 'xk /xk’yk l &)

=

> < \J J ]t
cioe (\ l)J (\S '\ ) \/JJ "
= . Errore globale di
|:> E;, = E ﬂ:ﬁT’f j()y X, )H /é{k, yr })Jr €. troncamento del
m. di Eulero
Per il Teorema del vg\dr( n%@o) di Laqraqu Ea)
< \-J' \

f<xk’ ff};/»/_’\{ k’yk)\._Y%f‘ xk,m) y( ykIINLET L<0

|\() \]'/)J | ‘/ - problema bencondizionato T

— TR Q T T Relazione tra errore globale ed
. » <E%’f o <1 + hL) Ek T € errore locale nel metode di Eulero

I fa(t re/ 1+h L) rappresenta 'amplificazione dell’errore globale al passo precedente.

(1—|— L) E: rappresenta I'accumulo degli errori precedenti (errore di propagazione).
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Perché Evlero & un metodo del 1 \grdine

()3”

2 T _ ,'¥\<) f \<\\
€k+1 = %y (E)) ~ 0<h2) Ek+1 (1+hL3XEk) ?IS +1 -KJ//
\e\;roreé(gr)g error\e ;:ale di

l:> bropaia ne \t oydamento

) |y~
El =e¢/ &)\&) )\ o7 - 1/
v b & ,
El =T + ET(14+hL)= 2T+ej<(,f+hz))’/ 0 B
ET =T + E] (1+hL):§T\f$ T(i\th)Jﬁ)el,( ALY
: :» : (J > 0 —>
E  =e n+1—|—e iékh@ £ blfgy \Jrfe1 (1+hL)

EL, = ( §1+>(»1+th)+\,(,14;@ i (1+hL)}

(5}' ' () ) \R[Bo'tta deIIa‘/S)eTle Geometrica 1+x+x*+x° +-+x" +- =1 x, x| <1
,\E,ss'endo eJh Blccélo allora 1+hL|<1 e la Serie Geometrica converge a: 1—(11+hL)
:DS o\ 1 1 - Eulero € un metodo

w7 O(h ) hL| L0<h) ~O(h) del 1° ordine
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9.55

Convergenza e stabilita del metodo di Eulero

Per h—0, il metodo di Eulero converge come:

E, =¢ +ez+ +ef ~no(K)=Lo(1tY= 0 (k) i-t:s

ACS_04

h n
n

T T T T o
Efy=(1+hL)E] +el. | T [EL | SILPAL||ET|+|el|| |3
<
Il fattore |1+hL| rappresenta l'amplificazione dell’errore globale al §
passo precedente: g
> Se il problema & mal condizionato (£ > 0), altora & sempre |1+hL|>1 | €
e I'errore si amplifica'ad ogni passo. fg
> Se il problema @ ben condizionato (L. < 0), allora la disuguaglianza | s

| 1+hL}=1 & ‘verificata per particolari valori di & (il m. di Eulero é
condizignatamente stabile): ~
I+hLIS1T <> -1< l—hl@@— sempre verificata E
& 2<-hL<0 -
<:> 0 < h <=2/, > m. di Eulero stabile, :2

limitazione superiore su h altrimenti instabile




O
Esempio: stabilita del metodo di Evlero e diBE | §
problema: |y =-30y x€]0, 1[{\5\}; o _130=L]<0 §'
¥(0) =1 Y
soluzione: y(X) = e—30x (},‘5\'\/() ()Qp\f'obler}\? ben, condizionato
m. Eulero m: Backward) léro
fattore di " &)\j O TN\
amplificazione |1 + hL| <1 (g‘@;\'\' R ?)\/ —'\1——1 _ﬁE/( 1 S
hLeC /\] \ S
regione di asso- A0 £
luta stabilita AL hLé[‘Z Olu - 0 // S Lé]—oﬂ O] S
- , ‘ sempre verificato g
05 . . @l stemi - . . . £
o4l 'f —sol. analitica 04l —sol. analitica| | %
| | |~ — ~Eulero h=0.01 ' ~ — -BE h=0.01 E
03 oscilla = Eulero h=0.05 | L T BE h=0.05 S
- esplode —> - ~Eulero h=0.075|- PP SR \ WY R R N BE h=0.075 ||
01} I! '- I | i i 0.1
o . e ! 0 :§
-0.1 I, : i 0.1 E
02r 11 m ELIIIero | | B 02t m. Backward Eulero ;
osp 1| S e non oscilla: .
oal instabile 1Ll , 14
L per hx-2L=0066667 L stabile

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05



Regioni di stabilitéa di alcuni metodi espll’citi 5
o
regioni limitate | <\ 8
2 - ) i\ //
J
/
- - a
S
<
:
S
metodo di Eulero (RK 1° ordine) metodo RK 2° ordine §
E
8
= 3
1 2 s
N
o
=
S
&

metodo RK 3° ordine metodo RK 4° ordine



Regioni di stabilita di alcuni metodi impltciti 2
o
regioni ilimitate .0 Sl e ? N E

Q" R

W LY RV

| m
5
\ .
| :
S
\
Z
| .
'\,)"" metodo Backward Eulero metodo Trapezoidale §
N 7)( ? 3 . \/ 7 x
. =
: K)/ jg

g
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Equazioni Differenziali Ordinarie wps)

S
MATLAB offre molte funzioni (ODE solver) per risolvere Rrpbfeml d‘f E%e\zlom §I
Differenziali Ordinarie (Ordinary Differential Eqs - ODE): \\‘/ ‘,
Non-stiff Solvers
ode45 Solve nonstiff differential equations — mc(ae\:lgﬁlw erder)énethod \ \//
ode23 Solve nonstiff differential equatlons —\%W orde etth)l \ / @
ode78 Solve nonstiff differential equatl%,ns plgh order n‘@thgd’ 5
ode89 Solve nonstiff dlfferentlaleéuatlon§\s- high or ojle\ m’ejthod E
odell3 | Solve nonstiff dlfferaehtfalfequ‘aé’ons — Vﬁr'_a}}lé order method. 'g
Stiff Solvers §
ode15s Solve étqffdlff @m‘él equatlgng“md D/&j!,dffferentlal algebraic eqs) — variable order Zgg
methed g A\ S
ode23s \\ ,Squreﬁtjff dlfferent\raﬁqé\tlons — fow order method
ode\z3fc &d]be modera\t\y{/ff ODEs and DAEs — trapezoidal rule %
' ,9an3(‘|:}>\ SoIMe stlff dffferentlal equations — trapezoidal rule + backward differentiation formula §
Fully Implicit Solvers ;
ode1§1) A S:;Ive fully implicit differential equations — variable order method qg_
dec1c/ Compute consistent initial conditions for ode15i
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3 [x,y]=0de23 (fun, [a b], y0);
In MATLAB. - [%,y]=0ded45 (fun, [a b], ya);

K-
L] L ] L] ol
NS g
ode23 e ode45 sono basati s g.na coppia d| meto r> espliciti <
’ Runge-Kutta Fehlberg di orcLth 3e4, rlspeé? .e’nte Per
. y = COS()C) gli ODE Solver i due n r@\& A’rap 5§ ntano I )e dei metodi
EsemplO ' 0) =0 accoppiati (per efflcéa 0 in co quasi tutte le
y( ) - valutazioni di fqpydne) d)gcw quello/ d rdlne maggiore e
usato per stlméﬂeﬂ’er@ﬁé in queﬂo\ﬁl ine minore.
anonymous function <
xx=linspace(0,4*pi, 106), yy= sin(xx), / soluzione analitica ,_—_‘
fxy=@(x,y) cos(x); plot(xx,yy,'b',x,y, " 'dr", 'LineWidth',2) <
[X,y]=0de23(fxy,[0 4*pi],0); axis tight; hold on; AX=axis; plot(x,AX(3)*ones(size(x)),"'.r") =
legend('sol. analitica','sol. numerica', 'FontSize',12) -§
oppure function file . o7 7 — || S
= oD sol. analitica <
% function file fun(x,y) = \() 0.8 1 ¢ sol. numerica 3
function yprime=fun(x,y) o 06k %
yprime=cos(x); >\J \ \ S
IS¢ )7 o4 G
end ¢ O
P/ i3> iiialie el Sl . /
- 0.2
[x,y]=0de23(@fun, [0 4*p1] 0); Y \ _
}1;1, 4| \J \; ’ 0 =
oppure local funqt’ion Wl 3
| [x,y]=0de23(@fxy_loc,[© 4*pi],0); a4l 5
xXx= ... legend(.. -
%% local function %% U6 f
function yprime = fxy_ loc(x,y) o8k o
yprime = cos(x); ' X
end .
0 2 4 6 8 10 12




Confronto delle soluzioni numeriche di ode23 2 ode$8

low order method: ode23
VS
hlgh order method ode89

sol. odeES
sol. ode89 |

02f '

0.4

\

0.8r

fxy=@(x,y) cos(x);
[x,y]=0de23(fxy, [0 4*pi],0);

disp([numel(x) max(abs(y-sin(x)))])

55  0.00033626
[X,Y]=0de89(fxy,[0 4*pi],0);

disp([numel(X) max(abs(Y-sin(X)))])

121 1.2218e-09

0 2 4 G 8

piu punti

option=odeset('RelTol’',1le-10);
[X,y]=0de23(fxy, [0 4%pi],0,option);
disp([numel(x) max(abs(y-sin(x)))])

360 6.7321e-07 <€

~_

o e ke

| 5 cifre deC|maI| in piu

ﬂ

10-15 1|
1
-

abs.err. ode23| 1
abs.err. ode89| 1

2 10
ode89 p|u accurato

[X,Y]=0de89(fxy, [0 4*pi],0,0ption);
disp([numel(X) max(abs(Y-sin(X)))])
81 1.2204e-09 &

i
12
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Esempio: problema predotore-preclg o

¥, = ¥,(#) numero prede al tempo ¢ ,\\;d . \{,J /\
¥, = ¥»(t) numero predatori al tempo ¢ \\)' > O
X, X,  tassicostanti di accrescimento e morte naturale prethixb}z; \

x'(H)=ex—Pxy, >0 (« tasso di crescita), f>0: dove axscr sgéa esponenz )\e popolazione
prede in assenza di predatori e lixy-velocnta ,d}ﬁredae ne sulle qrb;Q

V' (t)=xy=yy, >0, 8>0: dxy=crescita della po amQ upreda ohe/&-tasso di perdita dei
predatori per morte naturale o w,pj“f’ emlaﬁzfoneb e§Qo )( ta ad un decadimento

esponenziale in assenza di pregfe 7 2 ) PN
C di Lotka-Veol \\{K)ing o o=
Equazioni di Lotka-Velterra . " , N /
- A L eN? A yrlfﬁayl[l—ﬁyz]=ayl 1—y—2]
yi =oy, —Byy, \\*,) ),) rJ)/) &))/ o U,
I . . AW C N — "‘
2= 0<yy ? ;éfwij\c()\ :> AT ===ty ) = [1—ﬁ]
)=y, 8" ¢© 2.0.)7 r\K)/ N M
o 0(*.\:) N AN (IJ 4 yl(O):nl ’Y—l
B2 <to> Yo P
| ANt y/ — 12| S ¥, (0)=m,
(gj'j\’ (4'/ 1 1 “’2
‘j\‘\jt’ 2 {)
ﬁ> foy=—y, [1_ﬁ] Serisulta y,=p, e y,=L,, allora si ha
S (()) =1, cioe entrambe le popolazioni rimangono
) costanti: il punto (u,,1t,) € di equilibrio.
7 ¥, (O) =, P (1) q
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9.63

Esempio: problema predatore-preda (vq;s’l)

S
AN / ) S)I
I 1_y_2 eta=[400 100]; Q
Yi =0 I, mu=[300 200]"'; |[period=6.5357;| Tmax=3*period;
[t,y]=oded5(@(t,y)fxy(t,y,mu),[0 Tmax],eta);
/ yl N 7 .~ 7
1 ==y |1 % “local function” oppure “function file”
Hy function yprime = fxy(t,y,mu)
1 y(t,y
(0)= yprime(1,1)= y(1).*(1 - y(2)/mu(2)); @
1 L yprime(2,1)=-y(2).*(1 - y(1)/mu(1)); <
<0> _ n end =
Y2 \V)=", ; - <
o, 2 2D \"¢, =
(‘ - X\ £
» «ald o
N XD stm;mlienodo del fenomeno mediante FFT || ©
A 4 b
9 g2 N=size(y,1); if rem(N,2)==1, N=N-1; end =
*usala Trasformata, || Yi=fftshift(Fft(y(:,1),N)); Y1=[Y1;Y1(1)]; 3
cond|2|on| |n|2|aI|\‘«‘ g ¢ )" diFourier | Y2=fftshift(fft(y(:,2),N)); Y2=[Y2;Y2(1)]; o
=[400 lﬁ(ﬂu f>\J 9. & N ?=(;N/2:N/2)'/Tmax; p=1./n; % periodo stimato 3
N L S
Soluzioni per yo [4000 100. 0] 4«00) .) | N - | | i iy, =prede)
00 ::;E::m o E ,“F’ﬁigﬁgiffég‘__
/ Ilﬁ [ 1', g ss0 | —E&— popolazioni iniziali E Y I WAL S '\-J:{ | — E
| | % B punto di equilibrio B 20 s 10 5 ld 5 10 15 20 N
;I“;\\ .-“I"i\'-. / 2 00t N ﬁl{sz;E:LedZtori) d
;': ! \ .’; | \"-‘ =~ g o I I | ‘ I I Il" X 6.5357 : po E
r"l L‘; \\ ;.' 'I.*I‘ \ _ 150 | 5 w00l II'.‘ ' Y‘ 5903.15 | qs
\_} 4 ;"; ) . toor ;‘T 2000 III'.I / \\\\ 1 iﬁ;
. : : ‘ : \7‘ o . i 50 ! ! : : ! ! . . . 5 P — AN \L.——.—*

89 valori per t ¥y (prede) periodo



Esempio: problema predatore-preda (vqg&:’?)
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fllpud

\‘ z S

_ Y 'f ‘ NN K

=12 o[- 3 ) i v 2|
1 »=-y {kﬁ] :> 5 0N ) y% o 11’”

g ? Ky ® prodo\ttp dl Ha@a&%ard (ele B\jfﬁﬁlse product)
»(0)=n oy b‘)’ 0, 1 / TR
72(0)=n, ’ :[yzx]‘«? " é{ﬁ o)) H:[O Hz]

/

signs=[1 -1]'; period=6.5357;
mu=[300 200]'; eta=[...]; Tmax=3*period;

yprime=@(t,y)signs.*y.*(1-flipud(y./mu)); st;rh}—rl' per;ig’dq del fenomeno mediante FFT

t,yl= i @ Tmax],eta); : E
[t,y]=0de45(yprime, [ 7 15 ‘,3, N=size(y,1); if rem(N,2)==1, N=N-1; end
\(, > (()\ ¢ Ya=fftshift(Fft(y(:,1),N)); Y1=[Y1;Y1(1)];
> 7 v2=fftshift(FFE(y(:,2),N)); Y2=[v2;v2(1)];
= [400 IQQJ( ) }'/\J/ n=(-N/2:N/2)'/Tmax; p=1./n; % periodo stimato
Soluzioni per yo [400 0 100. 0] ) \) S . 7 iy, =prede)
‘ ; : 400 ' T ' ' = 10000 ; ; ‘ L : : :
Y1[t} prede f E , .
(s,
~_ 5000} \ [ ' ] ™y
/ \‘. /\ \ o g II"'. ff \\\ £
/ ! | 15 E ss0 | —O—popolazioni iniziali E — N N e R
‘il 1 8 B punto di equilibrio B 200 A5 -0 5 o 10 1 20 N
".-%;\\ -'JT\"; :i,m 2001 oo ffl{y::;redatorij d
f ‘I". \ . \‘-.‘ > o I I | ‘ I I Iu" X 6.5357 : o E
[\ \\ fo 150 £ 4onol \ | v 5903.15 | -
(A \ Il,w .\ \ £ '\II \ 8
\_} { f_:’ \.‘ 100 ::_ 2000 II'. \‘\\ . e
; ‘ ; : " i ' s \-\' ] 50 : : ‘ : : : ; ; ; E e —— IJ'R S \\L.——.—*
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 g {?20 15 -0 5 0 5 10 15 20

89 valori per t

¥y (prede)
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Esempio: problema predatore-preda (vqg%"?)

= [400 100): Numero iniziale prede > numero ini

Soluzioni per Yo = [400.0, 100.0]

AN

e
\<‘

,$\t) <;;)

i;) e&p}redato_

C
fit{y,=pred
400 5.2 10000 ‘ i .p ° ; ;
¥, (t): prede >.H h
a00 | yzlt): predatori a80 - E I|II |I|[ X 6.5357 P
periodo E \ || v 8894.89
A 5000 | \
\ \ | L J - \ {
500 {4 / '| /\ \ 300 )H \ If \\
| / \ Iu" —_ £ \ \
| ! / \ E 250 —B—popolazioni iniziali | 5§ — A N -
| - . e . =
a00f | 1 8 B punto di equilibrio -20 -15 -10 5 f;d 5 10 15 20
1 1 o periodo
| |4 Z 200 - fft{y,=predatori)
J 'I‘ m ﬂ,\ \ f o = 6000 —r — !
L ‘ -
300 |\ iy \ o | || x 6.5357
L 1 | = = 1 | K
| \ i 100 E 4000} \ Y 5903.15 |
L\ \ \ £ \ \
200 F \ \ ) - | \
1001 1 = \ \
= 2000 | \
—_ 1 \
£ | \
100 I I T I L =1 L P 50 L L L L L L L L L g 0 — i :LJL\ n -"[\"u \Lu__u
0 2 4 B 8 4 16 18 20 100 150 200 250 300 350 400 450 500 S50 600} 5 op 15 10 5 0 5 10 15 20
89 valori per t ¥4 (prede) >) periedo
‘\\ ’ \‘) ) D7 \ &)
n= [ 0 4®P Numet\oﬁlznale éﬁé < numero iniziale predatori
2 r\. ‘. (
< N\7
P 4 /
Soluzioni pery, =[100.0, 400. 0] w00 N fity,=prede)
900 T T T T T T T T EN T T T —s —
— . 15000 F f
¥, (1) prede . =©—popolazioni iniziali N 'ﬂl X 6.5357
i1t _ﬁ\ B punto di equilibrio E ' Y 15942.9
¥,{th predatori s00 F p q S 10000 | '|I | \
periodo | - A o Iu‘ / —
- — | -
o s000 " | l.'ll I
400 = L /". I ]
E . . . o ‘ .
= -20 15 -0 5 0 5 10 15 20
300 periodo
| “ fit(y,=predatori)
=" 10000 . . .
200 b u 4 \
E \
2 |
A 5000 \
100 | - _
— = \ /
i=| \ |
E 1
| | | | | | | . E \/\ ,_,/J\\)
0 | | I | | | | | 0 3 o . \ \’\\ \ L
a2 4 & 5 10 12 12 16 18 20 0 100 200 300 400 500 600 OO  BOO 900 20 15 10 5 5 10 15
105 valori per t

y, (prede)

pericdo
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9.66

ODE stiff

E
§|
Un Problema di ODE si dice stiff se la sua.soluzione y=y(x) | ~
contiene un termine (transiente) che subisce, nell’intervallo
considerato, una rapida variazione.”La risoluzione’numerica
richiede passi molto piccoli per ricestruire ,soddisfacente- | «
mente la soluzione. E
yr:y2=y3 2 =
Esempio - -~ te [0, —] 8
y(0)=38
6 =0.01 \ 6 =0.0001 5
A T Z
stazionario stazionario 3
pie— * l ———— + 8
r =
=1 06 << E
—— L o7 7/> &
: *
0"" ;_0...:1'0.."60 = 80 IlOO 320 140 160 180 200 00--.0.2...01..4-.-0.6- -0.8 1 I]..2 1.4 1.6 1.8




La risoluzione numerica di problemi stiff puo richiedere passi| %
E
molto piccoli per ricostruire in modo soddisfacente’la soluzione | .
O
<<
ODE Solver per problemi non stiff 6=0.0001
d=0.0001; F=@(1,y) y~2-y~3; 7L
opts=odeset('RelTol’',1.e-4); ol ZOOM
[x,y]=0de45(F, [0 Z/d],C_i,OPtS)S l I "
plot(x,y, " .b-"); axis([0 2/d -2~ N <
axis([9900 11200 ©.999 o <
— =
1.0001 T T T T ! ! I ' ! ' ' ! E
1.00006 [ :c
T 5
| la soluzione di | &
| | ODEA4S5 oscilla || =

1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12
% 10*




(% [0 0]
se si usa una funzione MATLAB per problemi stiff ... ‘.\\)\}-’? E
N g - O
5000017 o
d=0.0001; F=@(t,y) y~2-y~3; )
opts=odeset('RelTol’',1.e-4);
[x,y]=0de23s(F,[0 2/d],d,opts); 8
plot(x,y,"'.b-"); axis([0 2/d -0.1 1.1]
axis([9900 11200 ©.9999 1.0001]) Lo
s sta per stiff \ &.J\}\‘J 3_%
( (\f; 2 Y =
é ).'\\J s
A% D £
N %\ y o
N 2D \ / €
- ] ; \(:} € tJJ 1] EI'.IE EI'TB ‘1I ‘1.I2 ‘1?4 ‘1.IEr ‘178 2 g
1.0001 T T T T T T ) % 10% E
1.00008 | 1 e r)\ o
\,7 S
1.00006 [ 1 .’& / %
1.00004 7 / ©
Mool | a soluzione di ODE23s | @
\ > 0.99996 - 3 ,':“
~ I non oscilla ed il passo | &
0.99994 E
aumenta dove la solu- |«
0.9909 —2 : ' : : ' N \ . . é
1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 xq;;z Zlone e StaZIOna rla




Problemi ai limiti (BVR) g
3
In generale, per determinare la soluzione di una ODE di ordine m-sono_necessarie m §
condizioni.
Per m > 2 tali condizioni possono essere assegnate:
® In un sol punto (Problemi a Valori Iniziali).
¢ Su punti differenti (Problemi con condizioni akeentorno o Probleimi ot limiti).
a
A differenza dei IVP, per i quali esiste il Teor. di Cauchy-Peano; per i BVP la regolarita é
della f(x,y) non basta per assicurare l'esistenza.€/o I'unicita della soluzione. s
" _ soluZione . . 5
Esempio: y'(x)+y(x)=50 @ génntile: y(x)=C,sinx+C, cosx 5
condizioni condizioni condizioni T?S
S
y(0)=0 {y(()):() {y(O)—O ”
VARE (x)=1 y(x)=0
._’c;;
U U U :
, N
unica seluzione i infinite : p
particolare: 3 (x) = sin x nessuna soluzione soluzioni y(x)=C,sinx, V€, | =
o
[« 8

Il problema si dice ben peste quando sono assegnate delle condizioni ai limiti che, in
presenza di soluzioni, ne garantiscono 'unicita




Particolare BVP: problema dei Mﬁgmti

In generale, il problema dei due punti si formula nel seguente mo@@c) { J \{\
/
— éﬁ 2,7
» Problemi del primo ordine: Iy flxy j\’& ; )éb ¢ i Y
v (y(a), ( )) AP &
|,

)
Y iy 7 Qp” xeld
» Problemi del secondo ordine: ‘X(za y )(d) y b\), 5(5))

\\:bé% (fa).y'( Qf W’)’ y'(b))=0

Sono di particolare mter(gsseP Ie\§jgﬁent| conﬂ‘ @,R f}tl

Cl)\ﬁ Oﬁ _) \<|'y (a) =
dizioni di
:> (JL;\ & —(ﬁ ngmpjij J'Dnrngtqsv ): 5 condizioni di Neumann
5 NG \ \ﬁ/j@d)/—y(b\‘;":o
\ D] _>l/ - // , *‘ % s s . o ag
j\‘)ﬁ‘;;? ! \/{y (a)—y (b): 0 condizioni di periodicita

' C
T [ (vla)y'(a) =0 o
l_[ 0 condizioni di Sturm-Liouville
y
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Teorema di esistenza e unicith della soluzione | ;
per il problema dei due punti
V' =Ff(xy.)y) x€lab)
{y(a)=a o AN
condiziohi-di Dirichlet
y(b)=8 )
Si supponga che le derivate parziali f/dy e of/dy" esistano, g
siano continue e soddisfino le condizioni <
%(x, v,y ) >0 ;g
0 , 3
‘a—;(x,y,y <M 3
Vxela,ble ¥y, y'eR.
Allora esiste ed e unica la soluzione del problema. 3
Caso icolare: B(a:jg)yy?lj)’g *€lab] se: g—];(x,y) =®(x)>0 fg'

:l> Esiste ed & unica la soluzione Ya, .




Risoluzione numerica del problema dei gm punti| ;
mediante differenze finm N E
Si discretizza [a,b] con n+1 punti di griglia x, \;r\'\: . ) Xy ‘g\//
Xg=@<X,<-<X,=b, h=(b- a)/r(y'\x §v\ii+kh\,,5701, W
e, nei punti di griglia (x;,y,) dove V™Y & s;ﬁ Si pr ano le derivate
dell'eq. differenziale mediante differenze fi jx\i‘ge t(asfo ando il proble- | «
ma differenziale in un smstemaﬁdi egu}ziom algejsrl'che lineari o non | =
lineari in funzione del tlpo di QDE 24 JJ =
S \) E
Differenze finite: . )° » @) 5 / ) £
\ ) =
y’( xk) x"“ y{‘ jgp() ) 2 ) \  differenza prima in avanti §
'\’iﬁ'gk') (J(>\ /\ft/\)/ q&)‘/ g
9 O
/(xk):\\}’;ﬁ%ﬁg 2 ) Yo(h) g differenza prima all'indietro
‘«’;"\’\r 4|)\()% § \jtJ\J 1\’{ g entrambe del 2° ordine =
O, 207 <\ ;g
' (x,) P (Fion )2_hy (i) Ho (h2 ) < differenza prima centrale ;_‘
S, ~ s
v (x, ) () y}if" )4y () HO(h*)| differenza seconda centrale =




Risoluzione numerica del problema dei ghio punti| ¢
\ "' ©
mediante differenze fintlt\\ N |

G ¢ )

y'=f (x,y,y ) X E ]a, b[ Discretizzazione con differenze finite del 2° ordine:
Yi_
y(a)=a () o 22t :>
B4 (b) =P Vi1 — 2V + Yy

y (xk> h2 %
o) 4 <
Yir1 =Y p-
QDE: yk+1—2yk+yk1_h2f[xk,yk, k+1 kl]:(), k=12,..n—1 <
E un sistema di nél\\equgzlo)m alg nélle’ n—1 incognite v, V5, ., | 3
Y,1: O8N equa(z}bhe |ene sdl m ite: Vi 1 Veo Veur- s
I snstenqa g&nnga}é (tndlagonale) §e j(x,y,y ) & lineare in y e y'. Esempio: N
y”:(t;’} > 4|\)% xe %/ (' Vil =2V, + Vi +Ry, =0, k=12,..n—1 ~
;‘ \\ <> / :> Ve + v (P =2)+y,, =0, k=12..n-1 E
Q equazione lineare nelle y,_,, i, Vir1 Il &
|l ‘élstemae)non lineare se f(x,y,y") € non lineare in y e y'. Esempio: =

4
y —-—8))/ XE]O,Z[ 2 Yiern ™ Vir _

Vo1 =2V, + V. +3h"y, —/—————=0, k=12,...n—1
{y(())_%,/ y(Z)zl k+1 kT Vi k o

equazione non lineare nelle y,_,, Vi, Vi1



> <
Esempio: ODE lineare 5
|7 . (@
Y=y = 0,% schema aIIe(o{'{{'gb\eﬁzq;@@ N §|
T Vi1 + Yk (h2 _Z\kﬁ\'ﬁ\lgﬂ :Of>\k:1,2; \Q—,l
y(0)=0, y(— =2 VD) v
| 2 | NP C
soluzione analitica: y(x) = 2sin(x) \2>» R N
b—ua° QJ%Q()X 1 \j'
— (]~
0> S ) \ / @
> 7 C o/ <
- h g PN 57 . x =
? fér\'/ » '_/jg\ - \) 8
w0 o el Y :
0% OV T 0wy |
A2 7 (@S ) ©
:> A8 Vi ¢ ‘>\J+/ y}gf/ ‘T)r‘/ Y3 = 0 (k=2 S
("\:’)' Nt \ ) 8
R ,\\() O (P =2) + oy = 0 (k=3
‘J:,\,\ f ) \I‘j\)/ P Yq=2 -
d c -
2 _9)C \/ _ 2 5
| \ﬁgfh? 3 oty -, Y2 > = 0 [(F-2) 1 0 iy (0 2
TRt bt -2) + oy = 0 O (IR P U
- j Y + y(P-2) = -2 0 1 (r-2)|0s) 72 5
N g

D matrice tridiagonale




& Te)
Esempio: ODE lineare 5
1) Implementazione MATLAB con matrice piena - )
2 : ;\‘_\‘\'_’) \J\ 7 _ /‘\ 2
(" =2) 1 SN >
2 v {\() yl <D b“,/
1 (P-2) 1 o ) P
, O 9\ )szr)‘ 0
1 (P-2) 1 N et i \))3, 0
PN 2.7 Wi
1 <h2 —2) K)\fl) \;}‘) ¢ ) \// vi|=| O @
(%, J'" 2 ”, < ,\ O f\
N )(b(ji) 1 Vs E
- < 2 \J J jij\J y6 0 =
42 7 2w\ 1 @ ~2) 1 =
? té\r\"/ 2 '/J'%\ \ j Y1 —2 8
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(_\:)(J' ‘:)(J\ .—JI' qlf) <h —2) Qg)
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A& g 29) ) ) r‘\z/ . Ko
a=0; b=pi/2; trueY=@(x) 2*sin(x); 7| S
X=linspace(a,b,100)'; Y=trueY(X); | S
n=8; y0=[0 2]; % condizioni ai limiti e
n=8; h=(b-a)/n; xk=linspace(a,b,n+1)"’; 14T
d=h"2-2; D=d*eye(n-1); 12} =
o=ones(n-2,1); E=diag(o,-1) + diag(o,+1); 1| 5
A=D + E; % A: matrice dei coefficienti, v: termininoti | . N
v=[-y@(1); zeros(n-3,1); -y0(2)]; “
yk=A\v; ' f
yk=[ye(1) ;yk;ye(end) ]; DA- sol. analitica: y = 2sin(x) 2
-Figur‘e.; plOt(X,Y, k' JXkJ yk.’ ‘or: l) 021 —-a-—sol. da differenze finite —
-Figur‘e'; Spy( ) I:KEI'J DIZ Dl-ﬂ- DIE DIB 1 ‘1I2 ‘1I4 1.6
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Esempio: ODE lineare :
2) Implementazione MATLAB con matrice \spPs\a(;) o o
ADD o 2 L
-2 1 QR Ay S
;\\? \ () 7 y - E)l/
1 <h2 —2) 1 \\,'f ‘ g\ 1 ¢
O ‘\() Yo Yo
1 (r=2) 1 N ; ()g‘J\‘ i L))/ 0
: \O? 20 o
1 (n-2) '\5)»1)7\/3\ : ,:\// v l=] 0 @
SN (ﬁ%ji) ) Ys 0 5
- < ‘)f \J J IZJ\J Ve 0 =
Si pud usare algoritmo di Thomas [ N N1 o @ ~2) 1 y ) £
er risolvere il sistema tridiagonale |~ \ \ ’ S
P : -% — 0> ot - ; f\lj) <h2 _2) g
a=0; b=pi/2; trueY=@(x) 2*sin(x); _ \fD ___ sparsityindex=0.36 >
X=1linspace(a,b,100)'; Y=trueY(X); P °
n=8; y0=[0 2]; % condizioni ai limiti S ¢ A =
n=8; h=(b-a)/n; xk=linspace(a,b,n+1)"; ) . o e ©
d=h"2-2; D=d*speye(n-1);
o=ones(n-1,1); 3t ° o o
E=spdiags(o,-1,n-1,n-1) + ... " o o o 5
| spdiags(o,+1,n-1,n-1); S
A=D + E; % A: matrice dei coefficienti d £ st s
v=sparse(n-1,1); % v: vettore dei termini noti sl e o o ;
v(1)=-y8(1); v(n-1)=-ye(2); =
yk=A\v; T e o
yk=[y@(1);yk;y@(end)]; ) T —
plOt(X,Y_, "k’ -’Xk-’yk’ ‘or: ') ' 1 i=8=3>nz =420 oflﬁolal ?58=5; ) )
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Esempio: ODE non lineare y
N = o
h I 'ffé}%%/ ir t’(J) / 3
y”:12\/; xe]O,l[ schema a’\et»q‘l} z( {.m ) \\/ <
y(0)=0, y(1)=1 :> yk_l—z(yk+6<< /ykf)—kyé\f}O, k;\),ij./nq
A2 R9 i,
soluzione analitica: y(x) = x* o QO ; Y
07 209 9| <
UM ) Ny @
_ —b—a-1_jog A
n=4 :( ]@— < === O} =
o 20 4. <
< TR / j( =
(‘(:)) X\% < \ JJ <
<_h—> J‘/r\'/)yx\ 8/ 9
| | i&:r’] 2 fjf/\‘} ’Jf(\l/ > rl} | > X S
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\\w > (() e ) . ) / 5
P e, a5 SV ;
G9mPT NYT 1), 3
Y= 0 (> o 2,
\\\/W ) . - ‘:r i
7 %yl L%h‘ =0 -2y, —12h \/y71—|—y2 —

\/“ g
-0 f?? < Q)&e& 12h2\/g—|—y4 = Y, =2y, _12h2\/;+1:0 o
g T j ya=1 f
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Esempio: ODE non lineare - 5
by &)t > gc\
12y Jo,1] N 3 (g v g
= X E ‘ Q
v’ soluzione anaQ;icé: 'y(xﬁ;\f o \S \ <
y(0)=0. y(1)=1 AEET AP
b—a 1 4 ﬁ\) B
n —= 8 i h — — e .12 () \
> 7,7
nLo® O Y
parametri AN @S 7Y
, —_— " AJA‘JJ! \(‘)
function F = nonLinODE(y,h,N,y0) D7y =2y, =120 [y, +y, =0 @
h2=h"2; |for j=2:n-2 S
F=zeros(N,1); N , LE
FZy0(1)-27y(1)-12*h2*sart(y(1)+y(2); I o v =2y 120y 4y, =0 | =
Pt . . . ) -
| FDYE-D-2y () -12h2vsart(y())+y(Gen); [ [N 3
en - _ 192 _ <
F(N)=y (N-1)-2%y (N)-12*h2*sqre (y(N))+ye(2); |\ biea =2 2 2NN 0, 20 2
end Z
DY N 7 W’ | . . | | . | | =
a=0; b=1; trueY= @(X) X.M4; 9/ D;_ sol. analitica: y = 2 g
X=linspace(a,b,100)'; Y=trueY(X); | [esol da fsolve() o
y0=[0 1]; % condizioni ai limiti "
n=8; h=(b-a)/n; xk=linspace(a,b,n+1)"'; 0Ty
YO0=ones(n-1,1); % valore iniziale per fsolve 0.6 %
myF=@(y) nonLinODE(y,h,n-1,y0); s | 3
yk=fsolve(myF,Y0) ;}—— o4 o
yk=[y@(1);yk;ye(end)]; | =
figure; plot(X,Y,'k',Ek,yk,'or‘-.') 02| S
P4 017 =
risolve un sistema di equazioni non lineari del tipo F(x)=0 | .
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MATLAB Solvers for BVP g

bvp4c Solve boundary value problem — 4t" order method. ‘.\g):)‘j'l_)" “(_;) - z)'

bvp5c Solve boundary value problem — 5% order method. "% .':\ é\ ! ‘(\)\/ A
bvpinit | Form initial guess for boundary value problem so\l\@r’.\i’\' r‘{ ()Q\J o \)/ -

deval Evaluate differential equation solution structqf@\) HQQ) 1 \jtjj’

&)\5) )\ >0 )/‘\; o <

| MATLAB Solver per BVP bvp4c <g&_vjafvpgcfnsolvonc problemi del tipo =

<V =fxy)” :

dove x & la variabile mclué\é'ﬁ(d\qﬁte e}y\qﬁe a dlpendente Nel caso di é

two-point BVP, le cqndilzwnw‘fla froﬁpefé okegbn)o essere espresse nella §

forma N ' & °

& \;-\)"g (3\ (J(> / gf@,{ ) % 0 §

NN j Wid

o o\ \jf.) 7 _

RN . sol = bvpdc (odefun, bcfun, solinit); -

WV . ?(g sol = bvp4c (odefun, bcfun, solinit, options); g

is sol = bvp5c (odefun, bcfun, solinit); <

. . sol = bvp5c (odefun, bcfun, solinit, options); ‘g




Esompio MATLAB BVP Solver per oogmn 3
K-
<

e () r_ 2 ) )
V= e =Y sis’;é;";’é | \bee 3k <
-, TP
y(0)=0, y(%]=2 s ¥ '&*’1 o a
2 — g e
soluzione analitica: y(x) = 2sin(x) 3\(@) 1 10\
function yprime = bvpfun(x,y)
yprime = zeros(2,1); , \6\9@'2'()@)*4'““}\&)"3/\" b)) =0
yprime = [ y(2); -y(1)]; OV .
end L \j r‘/}' s Imax I?rrorelAssolluto |2 287.76 OE_S . 3
< PJ ) : =
(v J hY

function res = bcfun(ya,yb) 42 7 \'\\ /\ E

res = [ya(1); yb(1)-2]; [t QD D -

end & N2 N L 9

i ’ C)\ {1t b

. . .. \-:) ) JJ \ £

stima iniziale N \(©) ()) F) N\ osf 3

function g = guess(x) D'ﬁ: | _ e

g:[l;l]; % o [1;0] (0] [Slﬂ(X);COS(X)] j \ / ) ZZ_ sol. analitica: y = 2sin(x) ] §

end (/) 'D | | I—-e-—f-;(l)l. da 'llwp‘Lc[l) , 8

\L’fz{) p] ‘J) (J / \ . 20 D.Iz 0.I4 D.Is D.Ia 1| 1.? 1.:;_ 16

a=0; b=pi/2; trueY=@(x) 2*sin(x); Wl T

X=linspace(a,b,100)'; Y=trueY(X); 1ol —~

n=8; h=(b-a)/n; xk=linspace(a,b,n+1)"'; ol g

solinit=bvpinit(xk, @guess); <

sol=bvpac(@bvpfun,@bcfun,solinit); /\ i o

figure; plot(X,Y,'k',sol.x,sol.y(1,:),'or-.") o8 5

Xk=X(1:2:end); Yk=deval(sol,Xk); valutalasgluzione | | S

. in altri pun; _ ol analitica: y = 2sin(2) | S

'Flgur‘e, plOt(X,Y, k' ,Xk,Yk(l,.), S ) ————— sol. da bvpdc()

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6



max Errore Assoluto = 2.2877e-06

18}
16
14
12t
L
0.8
0.6
0.4
sol. analitica: y = 2sin(x)
021 —-g-—sol. da bvpdc() |
cJ i i i i
%0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16
W AW p
Q7 C
N \& Q=
X5 ¢ O T
(';\:')’ )\ > /\ )
\\,‘l\’{) )\\( < \) / ‘"/f
A ()% \],\ / 1% i
((d‘,’ ‘l/\ e »
,\\z\". \ (9 \ \/
S o N D
\>) c o
(?? O
s 0 ~
< \
g

08r

0e6r

047

02r

"
. . . . \ N N
stima |n|2|alg‘.gﬁ{’},1] 3

INA
'

\
v

y ]

oV

max Errore Assoluto = 6.3048e-10

-l
=

—-&-—sol. da bvpbe()

sol. analitica: y = 2sin(x)
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Esempio: MATLAB BVP Solver per ODE ngli lineare
o
;2 o
y _12\/_ XE]Ol[ y =Yy, q‘é})‘éjl l\L)‘_‘{E] J{ 8
y(O)—O, y(l)zl / -»,'\;‘S\/:.ls}ordiﬂ J \/ )
| itica: y(x) =14 j;> oS = oY &
soluzione analitica: y(x) =x
: — —i\k‘i’,\(\ﬂ' )«’\‘O} —j'\ 4
function yprime = bvpfun(x,y) \ 2
yprime = zeros(2,1);
yprime = [y(2); <« \3\9@‘”0@}%““}\@@/\“)’ b)) =0
12*sqrt(y(1 5 oy}
end LA Rl ) HJVJ\'\' ) '/J' L qu Errore{f\ssollutol 1.303e-05 :_f‘
ﬁ/ - > ( C ool sol. analitica: y = a? 7 <
¢ ) —-e-— 207 punti per sol. da bvpéc() p
function res = bcfun(ya,yb) 4% < :{\'\\J {\]‘0.3— — = e E
res = [ya(1); yb(1)-1]; |[€&=s—" o Do S
end \of )\'{/ \ / 08 / -
— /7 2 (‘) r)j( (os / &
. C 2 40 D K, . &) | £
stima iniziale N e \() () ) \f)/ 04 3
function g = guess(x) ) ‘ r‘r‘/ il 2
g=[1;1]; % o [0;0] \ / S
end j‘\f( (‘&) 0.1 o | ~ N 8
NN A 2 e e
a=0; b=1; trueY=@(x) 2*sin(x); o e
X=linspace(a,b,100)'; Y=trueY(X); 08 )
n=8; h=(b-a)/n; xk=linspace(a,b,n+1)"; 07} E
solinit=bvpinit(xk, @guess); N
sol=bvpac(@bvpfun,@bcfun,solinit); <
figure; plot(X,Y, 'k',sol.x,real(sol.y(1,:)),"'.r-.") L -
yk=deval(sol,xk); 4
figure; plot(X,Y, 'k',xk,real(yk(1,:)),'or-.") ™ o T




max Errore Assoluto = 1.303e-05 < _ ]

1 . TN
sol. analitica: y = .
09 e 2207 punti per sol. da bvp4c() j
0.8 | py
y
0.7r .".
.-Illl
06 )
_J"
0.5 /
0.4 y
03[ _,'/.
02 z
0.1
[} ——re— e—le L
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
N N\ C
:,\:; \(J( 0
ST @0 5
()\:') )\ > A\
R
; \, ” . @ %\ \j(\ / -.,.\/ ,.r
(Qa‘/ ,|/ /) 9
NN (> - AN \/
i N J
\>) c o
(?? O
s 0 >
< \
S

max Errore Assoluto = 9.8146e-11

sol. analitica: y = a*

—-=-—22 punti per sol. da bvpbc()

0.4 F
0.3 P
0.2 >

01r

() SR ———— e
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