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Argomenti trattati
> Calcolo Numerico in MATLAB: |-

< Metodi di derivazione numerica.
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Derivazione numerica RO
(differenziazione cliscretm> SN

J
) e ‘\ﬁ)//
Il problema della derivazione numerica consk&te nelc!\abprosskmgvre la

derivata di una funzione f in un certo punto‘)r g> f/

Si potrebbe approssimare f con una g}l‘écég.s;éhe d;'fuh}l’onl f,, facili da
derivare e poi differenziare f,, v;a{u»tandol'a' nel puﬁtojco

Purtroppo anche se la SUCCESSI@F\E,@PCOHVG\DE/E] f CiO non garantlsce
che la successione delle dﬁJlaatg\ﬁ’ }conv«érg’a af
f_;)\/ /)( JJ
> )
Nt |
La successione {,im'(nge)@})c vFrge,aIIa f ﬁ@}a’ne identicamente nulla, ma la succes-
sione deIIe gu}"der%atéj{cos(gxﬁ on conve*rge alla derivata della funzione costante 0

.
/

syms n 1nteger positive 2l
syms X real

assumeAlso(x>=0 & x<=1)
fn=1/n*sin(n*x); % per xin [0,1] ya
figure; fsurf(fn,[1 60 0 1]) - os il it "ﬁ\ il
limit (@ fn,n,Inf) 0 ‘ “““\\\\\\\\‘\:‘{\\“.,:,,,,IIIIIII i
ans =

fnl=diff(fn,x);

figure; fsurf(fnl,[1 60 0 1])

f (x)=sin(nx)/n f '(x}=cos(nx)
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Calcolo Numerico in MATLAB
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Differenze finite per la derivazione numerica

ACS_04f.3

Approssimare le derivate di una funzione utiliz-
zando solo i suoi valori sui punti di una griglia

<

-

lU'idea di base parte dalla ‘definizione di derivata prima di una %

funzione f(x): S

£ 2 lim A (%) 5

h0 h °

LU'operazione ‘di derivazione ¢ una operazione locale (dipende dal S
comportamento della funzione nell’intorno del punto dove si deriva)

Iyl

=

grande) sénsibilita a eventuali piccoli errori nei valori della funzione :2

da derivare




f(x) O 5
{“\})' z) OI
GNP € )
;\E")l)/. \’)(_J /\ g
1 funzione vera
NP N 5
Uid .‘X ](\
()ﬁ(> I\//
) /\1\/
! ) - a
: _ ( N / <
< J P__\
P 4 <<
'JJ 3
. . NN NN oW .cg>
punto di derivazione." 57 a 3
7 2 \ . ) =~ ,) g
7
f(x) 2
=)
funzione con errori| | S
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punto di derivazione



Derivazione numerica (differenziozionq ﬁll;creto)
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Metodi di derivazione numerica -\;x,’ﬁ?\\"’ AN
\Q\’\iv\' , (){\‘) )
» Differenze Finite .. O grjﬁ P

+* sviluppo in serie qB\‘ihVIQg) f/

‘:‘ metodo dei cgeﬁruenjl mdeferm‘i'natl S

Qe mterpolazm;ne gm?onya,ljj S
\\!) \\S 4 §

» Uso ge)la Serie dlfb,ur" gg 5
>I ar urvu nﬁl 2
f nte g &m :

N \\\\ . ,\_/ ..
g);'/\’ ! s \ L3 e
,\\>€-’,99'/ ‘ tecnica delle differenze finite |
7 \ 2
Sraeppr?sgrr(anO le derivate con delle differenze finite, che sono
espeegsioni contenenti solo i valori della funzione valutata in

oppeortuni punti.
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1) Sviluppo in Serie di 'lhylom\* :
Richiami: il Resto della Formu(qdi) taylor\’\ <
g\) \) J

Se f & dotata in un intorno I(x,), di xo,*dl)dé}lvate \codtmue fino
all’ordine n, posto ,\\})\}) c)\ A9 s // .
kY (x) _ nz_i f<k> <x0) xi\\’%%@,f) Sn.(x). pollnomlo di Taylor g
e — Kkl OV ,,.xi\ ‘ di f digrado n-1 £
- & ‘D\J A r)r' 5
i \ =) =
ordine ridotta % N ((\( ) 5 () =) \/ %
sihache . g\ // r‘&) $
W@I{@‘ 3 ungpbortuno punto g ‘ci — xo‘ < ‘x B xo‘ S
per eurrlsulfa \ d =
o \ \
N ; 3
LR % G)‘ ‘ - ‘f ‘ — ‘x X 2
R)/ 3

& un Er'r'or'e Assoluto




b

Sviluppo in Serie di Taylor ..~
S e
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Calcolo Numerico in MATLAB

differenza in avanti
accuratezza del primo ordine
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Metodologia per ricavare differenze finite
ed il loro ordine di accuratezza
Esempio: approssimare la derivata 1*

h2
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L flerh)= )+ RS )

T:l ~1: f(x)=f(») + s
: e ULy W :
w ] w.,\,+2f(n) g

= A=

()= LI B

Differenza in avanti: accuratezza del 1° ordine
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Metodologia per ricavare differenze finite
ed il loro ordine di accuratezza
Esempio: approssimare la derivata 19

ACS_04f.9

0: flxTih=F+ W
R OE P
P )
= fR)sT )= Bhf (x) == f"(n) 3
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:> f’(x)_f<x>—£<x_h>+@f”(n)

Differenza all’indietro: accuratezza del 1° ordine




Metodologia per ricavare differenze finite

ed il loro ordine di accuratezza
Esempio: approssimare la derivata 1¢

1- f(x+h):f(X)+hf/(x)+%2f”( >_|_h3 f/”<‘tv)

/ h2 /! h3 I
~1: f(x—h)=f(x)—hf (X)Jr?f (x)—gf (n)
h3

?[f///<§> _|_ f/// (ﬂ)]

/// ///
/// + f

ACS_04f.10

moltiplicatori

:f(x+h)—f(x—h):2hf'(x)+

Calcolo Numerico in MATLAB

valor medio

h h)
= gy = i) - Of

Differenza centrale: accuratezza del 2° ordine

x hx+h

™
©
| =
S
N
=
o
Y-
o
| =
a
S




Metodologia per ricavare differenze finite

ed il loro ordine di accuratezza
Esempio: approssimare la derivata 2¢

1 flx+h) ﬂ@+mw@+%¢%@+%fwm+%jwa

—2: f(x):f(x) +
L leh)= £ (3) = A5 (B () 3 (o)
]14
24

)= e

- > f//(x)_f(x+h)2];/l<2x>+f<xh)@fiv<u>

Differenza centrale: accuratezza del 2° ordine

ACS_04f.11

= f(x+h)=2f(x)+f{x—h)=n"f"(x)+

Calcolo Numerico in MATLAB
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Metodologia per ricavare differenze finite
ed il loro ordine di accuratezza: forma matriciale
Esempio: approssimare le derivate fino-alla 4¢

Si vogliono approssimare le derivate ¥ =£(x,) di'f nel punto x; fino
al 4° ordine (k=4), usando i valori ‘della funzione, f su 5 punti
simmetrici, centrati in X;:

fia= f(x _Zh) f:‘=1=f(xi_h)' ﬁ=f(xi)o ﬁ+1=f(xi+h)o firn= f(x ‘|‘2h)

Si parte sempre dagli sviluppi in Serie di\Taylor, scrivendoli poi in
notazione matriciale:

ﬁ_zzﬁ_Zhﬁ/+2h2f// th/// h4ﬁiv+0<h5>

T —2 2 -3, 2]
fr=1 —hf’+3h2f”——hf”’+—h4f”+0(h5) R fo
i-1 i Ty it o 1 —1 /é __/é ‘/64 hf! '3
fi=Ff DIt o o o o|rrro(r)=|
fa = fi+-hfi+— hzf”+ h3f'"+ h4fw+o( ot % M hhf fin
1 2 2 % 2’3. fl f;'+2

I +2h2f,.”+§h ﬁ”’+§h4ﬁv +0(K’)
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Calcolo Numerico in MATLAB
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Metodologia per ricavare differenze finite g
ed il loro ordine di accuratezza: forma matriciale o
. . . <
Esempio: approssimare le derivate fino-alla 49
1 -2 2 -4 2
) 14 1A f; fis f; Ji
L=t s =6 Vol nr f i I
10 0 0o ofrfro(r)=| f || = AR =0 (R &S -
TR R VAR VAR VAR Vo A fiefo /i 2 5
A é 44 h4fiiv f; , h4]¢;iv f, , z
1 2 2 ‘y 2 4 + =
3 =2 e (A l £
A= b £ S
fz/:%A_lL’: f; :%(%f;’2—%f;'—l+Oﬁ+%f;+l_%ﬁ+2)_0<h4) g
= fia Z
fi+2 Fro l _g
[1 -2 2 -4/3 2/3; X4 S
1 -11/2 -1f/6 1/24; P= AT | =St S+ - ra) o) | S
1 0 o 0; |
1 11/2 1Ye 1/24; o) (1
invA=inv(syn(3)) preL]any, 4 =gt far0f -1 ha)-00) | §
0, 0, 1, 0, 0] o o
1/12, -2/3, 0, 2/3, -1/12] fua) (£ia l =
-1/12, 473, -5/2, 473, -1/12] fioa «
-1/2, 1, 0, -1, 1/2] f,-"”:%[A*]], fol=5(fn—4f +6f —4f .+ f,)-0h) | &
1, -4, 6, -4, 1] L el ! =
fin




2) Metodologia per ricavare differenze finite n
ed il loro ordine di accuratezza o
Esempio: metodo dei coefficienti indeterminati )
Si supponga di voler approssimare la derivata seconda di; /', mediante
i suoi valori su 3 nodi centrati in x; (simmetrici):
fior=Rx—h), [=1%), fier=Rx:th) <
cioe con una formula del tipo: <
/! =
" (x,) =~ Afitx, )+ Bf{x,}4F Cf (x, — h) £
Si parte sempre dagli sviluppi in Serie di Tayler (supposto /2>0): §
Z
/ n? " i " k' 1 K
fio = f =+ [ ™ () E
f=t —— ”
/ hz /" h3 1/, h4 w
fon =L W H  F ™ (&) <
" )2 / h_2 " h_3 m _4 v ! h_2 " h_3 m h_4 v E
L) AL T — T 7 S 7 (&) |+ B+ Cl = b = f = T 7 (8) ;
£'(592 FlA+B+Clhf [A=Cl+ A+ Cl+ £ A-Cl [ (2)+ A (5)] | &




Metodologia per ricavare differenze fugt;fe

ed il loro ordine di accuratezzg/ ¢
\‘ b

Esempio: metodo dei coeffncnen{n wthdetﬁ»nmgt
\ -
1"(x)=fA+B+C|+ i/ [A—C]+ 1 f”[A+c (Jﬁ,}jf\*:fA@} Zlc,*f/vf@ +AfY(g,)

ACS_04f.15

Eguagliando i coefficienti delle derivate tra&jl 2 Z°ﬁ>|empr@, Si brg

\(J\,J" 9
(RJ C

- ’fJ s () N
A+B+C=0 JGATBIC=0"\"
\\/ AN ;

A-C=0 <‘;;§>o/ «:\'o‘A—q:‘(ﬁ/ r\<]:[>

N 5
H/\)

A=C=1
RU(A+C)=1 O ¢ g7 %fﬂ
L é< + ) f«;\' \((\) L e 64_) /

Sostltuendo tatp\/al% m>f ({)L'/Af b))+Bf )+ Cf (x, —h), si ha:

‘ e+ (E)

/

Calcolo Numerico in MATLAB

) Ay =21t JEr(-n)
e , n "4

D L,,> >
'Wf(uﬁ & )é’i )@' welx, —hx, + 1 |:[>
{)

() X, — X, X, — 2
B e

Si fitrova la formula: Differenza centrale: accuratezza del 2° ordine
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Metodologia per ricavare differenze finite n
ed il loro ordine di accuratezza o
<<

Esempio: metode dei coefficienti indeterminati

Il metodo dei coefficienti indeterminati si basa su:

» |Ipotesi che la derivata possa esprimersi come combinazione lineare S
dei valori della funzione in.certi. punti; s
» Esprimere gli sviluppi diTaylor'nei punti di'approssimazione; =
» Eguagliare i coefficienti, di-ambo i/membri, della funzione e delle sue é
derivate. 3

questione aperta

Quanti termini.vanno usati per gli sviluppi di Taylor?
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3) Metodologia per ricavare differenze finite n
ed il loro ordine di accuratezza o
" . . . b <
interpolazione polinomiale
'idea € semplice:
1. Si costruisce un opportuno polinomio intérpelante su, certi nodi x,,
Xy Xy oeey Xy
2. Llapprossimazione della derivata'in' un nedo e‘ottenuta dalla derivata %“‘
del polinomio interpolante. g
Per il polinomio interpolante conviene usare’la’forma di Newton (mediante | g
differenze divise) che si presta alla costruzione incrementale. S
Differenze divise §
Polinomio interpglgnte in forma di Newton flx]=y, i=01...n 4t ordine 0 3
P.(x) =flx,] + pol. di grado 0 flo]-flx] S
\ e f[xi,xi+1]: : = i=0,....n—1
+ X0, X (x = x) + pol. di 1° grado X, — X, A
: di ordine 1
+ fxo, X1, X,) (X — Xp) (X — X;) + .. di2"grade ~
+ X, X1, X X5] (2 = %) (X = 2,) (2 = 25) + M [xx00x, ]:f[x"“’x’”]_f[x"’x"“] i—0..n—2| | &
Ar A1p A2 A3 0 IDAC L) X1 X — » 1=0,.., S
... di 3° grado Xivr =X N
_ di ordine 2 o
+ f1X0n 215 v X)) (X = 2) +++ (20 = xn—.l) =
... di grado n «
T gy, | = L2 x’;} 0 x[x """ 1 S
' di ordine n




Schema computazionale per le differe
Esempio: polinomio interpolante di New?on_ dg g\b%d\ofﬁ’su\s\nodu

coefficienti del pollnomlo di Nea)vton \O

(‘f‘

nze divise

3 f[xzaxs]:

4 f[xs’x4]:

f[xl’xz]_f[x(wxl]

X, — X

- f[xo’xl’xz]:

el )

f[xo’xnxz’xs]:

f[xl,xz,x3}—f[x0,xl,x2}

oy =25,

f[xz’xs

]_f[x3>x4]_

X

Py(x)

= fl%.x5,x,]= pos flxn%,,%5,x,]=
J\_)J \t = ,\,/)

()r

polmon\\ msqb\pola(\tp dliewton su’S nodn

xo]

X0» X] (X — X) +
(Xo» X1 X)) (x = xo) (X = x) +
Xo» X12 X2 X3)(x = xp) (x = x)) (X = x,) +

T x| = %05

™ o /
nae divise Q° > \)/
3° ordine 4° ordine

X, — X,

f{xovxlvxzvxza)%]:

f[xl’xz’x3»x4]*f[xo’xl’xz’)%]

Xy — Xy

X X1 X5, X3, Xg) (X = Xp) (X = X1) (X = Xp) (X = X3)

ACS_04f.18

Calcolo Numerico in MATLAB

(prof. M. Rizzardi)



. . o . . ¢ (0)
Esempio: polinomio interpolante di Newton digraden | 2
AN ’ o
~ pt : P) |
P,(x) = flxJx[1]+ SN I
* Flo 1 x{1](x ~xp) + D
+ [ X0 2 25 )x[(1)(x — 2x)] (x — xy) + b7/
+ flxg, X1, 25, 23] x[(1) (2 = x0) (X = 2)) ] (X — X,) + p
+f_x0» X1s v xn]x[(1>('x - xO) ('x - xn—Z)](x _xn—l) o
. YR W S
f=@sin; % funzione da interpolare versione seriale || <) : z
x=linspace(0,pi,100); y=Ff(x); v ( grafico di fg.r) = sin(x) s
% nodi di interpolazione e campioni della funzione a ' ' ' ' ' £
n=24; xi=linspace(Q,pi,n+1)"'; yi=f(xi); - SNost S
dd=divided_differences(xi,yi); I ‘/\/ el B
dd=diag(dd); % coefficienti del polinomio di Newton ) £
newton=dd(1); prod=1; . i 07y Z
for k=2:numel(dd) polinomio interpolante [dj ﬂe’w}/?ﬁ i E
prod=prod.*(x-xi(k-1)); / I T polivomio di i L
newton=newton + dd(k)*prod; ) v Polinomio di Newton| S
end o4r
U ) L 7 O 0.3
function DD=divided_differences(X,Y) versione seriale| o2} —~
N=numel(X); I P
DD=zeros(N,N); o S
RS % 0.5 1 15 2 25 3 a'cj
for j=2:N % NON VETTORIALIZZABILE! ' o ' ;
for i=j:N % VETTORIALIZZABILE - =
DD(i,j)=(DD(1i,j-1)-DD(i-1,j-1))/(X(1i)-X(i-j+1)); S
end s
end =
end




o
Esempio: polinomio interpolante di Newton di g ‘i*odo no | g
Algoritme miste simbelico-numerico veﬁorgdl 9 %
«— A \r 2 o N . \S)
B Pux) =flx))x (1) + el lcumm\o\ﬁgn <
GEJ + [y, X,)% (x—x,)+ '_ Z\x \() | Ex)ﬁc §//
=) e X X3¢ (x=x)(x—x,y) + F L N A
= - Parw) I:}f (=3 (x - x))
= + [ 121 X, 25, X4} (X — 2) (X — 25) (X — 23)+ @(,_ ) 5D = %) = )
S D2 Y J\//
'c T |
< + [l Xy o X x(x = 2y) - (2 - x,) (x'é‘%‘)n) 4 (=2 (X = x,) ofn‘
N - =
> ¥ ’)\().) L4 1 ’ | gralﬁco di f‘(J") = {-I}in(:r:) | g
f=@sin; % funzione da interpolare versione vettoriale || <
% nodl di mterpolazmne e camplonl deIIa funzmne ol S
i) ' T
d= d1v1ded differences vec(x1,y1), o7 2
d= d1ag(ddi, % coefficienti del polinomio polinomio interpolante 06| | 3
syms X rea . 05 — — —Polinomio di Newton | 1
i=x - xi(1l:end-1); Xi=[1;Xi]; di Newton 04} _g
i=cumprod(Xi); P=dot(dd,Xi); . =
hP=matlabFunction(P); Anonymous Function da espressione sinjbolica| | O
x=linspace(0,pi,100); y=T(X); g
plot(x,y, 'k',xi,yi,"'.k"', x,hP(x), " 'r--"',"'MarkerSize’',15) 'D . . . . . .
(r -7 | (S'/' - ‘ \ /_l ] 0.5 1 ‘1.53: 2 25 3 ;;\
function DD=divided_differences_vec(X,Y) versione vettoriale N
N=numel(X); a"l‘
DD=zeros(N,N); ;
DD(:,1)=Y; =
for j=2:N S
y DD(j:N,j)=(DD(j:N,j-1)-DD((J:N)-1,3-1))./(X(F:N)-X(1:(N-J+1))); &
en
end




Derivate del polinomio interpelante di Newton di grade 4 su 5 nedi

Py(x) =flxo] + t
+ f 00 X1 (x = x) +

s 10 0] (= %) (6 = ) + §

+ f [0 X15 X5, 23] (% = Xp) (X = X1) (X = ;) +
+ f [0 X15 X, 23, Xg) (X = 2) (X = X1) (X = 2,) (X = X3)

ACS_04f.21

P, (x)= flxe x| + é
+ f 1% Xy, X% [(x—20) + (x—x,)] + <

+ [ [u X1 2, X3][(0=2¢0) (0=, + (=2) (=5) + (=) (x=2,)] + §

+ [ laegs 21, 25 263, 24][ (o = 20) (2 = 21) (2 = 265) + (x = 20) (2 — 2 (2 — 23) + S

+ (X = x0) (X = 2) (X —23) + (x — 2 ) (X —x) (x —23)] || S

P (x) = 2f [xq, Xy, X;] + =
+ 2f [, Xy, X, X5][ (=) + (x=2¢;) + (x=2,)] + ]

+ 2f [, 2, X5, X3, X[ (2 = ) (2 = 26 )+ (2 = 200) (X = X))+ (% = X) (x = x3)+ | &

+ (X —2) (X =) + (0 = x,) (0 — X3) + (X —x) (% — x3)] f;

Le derivate del polinomio possono essere calcolate simbolicamente ...




Metodologia per ricavare differenze finite 3
ed il loro ordine di accuratezza o
<<
interpolazione polinomiale
Esempio

Per i=1, 2, ..., n si costruisce I'unico polinomio’ P;(x),di grade <1, interpolante f(x) |
sui nodi (x,;) € (X1, .1), Ci0& Py(x;)=p:€ Py(%3,1)=y;,, esipone: f'(x, )~ F(x;) || 5
<<
Polinomio interpolante di Newton di grado‘al piu 1>~ P;(x) = f[x;] + f|x;, x:.,] (x — X;) <
. Yirn = Vi / - p/ L é
> [B(x)=y, +—xi+1 = (x—x;) | |::> f (%)~ Blx;) = X, X 3
P ‘ si ritrova la formula delle differenze in avanti || S
Analogamente siritrova: S

» la formula delle differenze all’indietro se, per i=1, 2, ..., n, si costruisce "'unico
polinomie’ P,(x), di grado < 1, interpolante f(x) sui nodi (x,y;) e (x; ,,y, ), ciog |
Pi(x)=y; P, (x; )=y, , e si pone: f'(x;) = B(x,) §
» la formula delle differenze centrali se, per i=1, 2, ..., n, si costruisce |'unico fs
polinomio P,(x), di grado < 2, interpolante f(x) sui nodi (x; ,,v;,),(x,y;) e[| &

(Xip i) cioe Pi(xi )=y, Pi(x)=ys Pi(xi)=Y; € Si pone:f,(xi) ~ P/(%-)




Metodologia per ricavare differenze finite 3
ed il loro ordine di accuratezza o
L} o L S e <
interpolazione polinomiale
Esempio
Si costruisce I'unico polinomio P;(x), di grado £3, interpolante f(x)sui nodi
Xo=x—2h, x,=x—-h, X,=x+h, x,sx+2h o
: , . ~ <
e si pone: f'(x) = Py'(x). :
P3(x)=f o] +f [xg, 2] (x—x0)+f [, X1 X%,) (x—x) (x_)fl)'i'f[xO' X1, X, 23] (X=20) (=21 ) (=) §
Py'(x)=f [xg, 2] + flxg, %y, 2] (20=2=2,) + flxq, %), 25 23] [(20=20) (2=2)) + (x=0) (2—x,) + Z
+ (=xp) (x=x)] || S
- — S R — 7 e [}
syms x0 x1 x2 x3 real; X=[x0;x1;x2;x3]; syms y0 yl y2 y3 real; Y=[yO;yl;y2;y3]; >
DD=sym_divided _differences(X,Y); d=simplify(diag(DD)); % coefficienti di P3
syms x real; P3=d(1); prod=1;
for k=2:numel(d), prod=prod.*(x-X(k-1)); P3=P3+d(k)*prod; end S
P3=simplify(P3); dP3=simplify(diff(P3,x)); % P3’(x) S
syms h real; dP3x=subs(dP3,{x0,x1,x2,x3},{x-2*h,x-h,x+h,x+2*h}); N
dP3x=simplify(dP3x); % P3’(X) @
syms f(x) =
dP3xf=subs(dP3x,{y0,yl,y2,y3},{f(x-2*h),f(x-h),f(x+h),f(x+2*h)}); =
dP3xf=simplify(dP3xf) 5
dP3xf = =
~(8*Ff(x - h) - f(x - 2*h) + £(2*h + x) - 8*f(h + x))/(12%*h) P (x)




Metodologia per ricavare differenze finite 3
ed il loro ordine di accuratezza o
interpolazione polinomiale <

Esempio: errore di troncamento in Py(x)

oy f(x=2h)—8f(x—h)+8f(x+h)—f(x+2h)
P3(x)— 12h

Si parte sempre dagli sviluppi in Serie di Taylor: =
Flx—2m)= f(x)—th’(x)+2h2f”(x)—%f”’(x) 2 )_4_’15 ) £, el—2h.x] g
f(x—h)zf(X)—hf'(X)+h72f”(X)—%3f”’(X)+gf W (e) e ] :
Pl )= (x)+ i (x) 422 ) g ) £ () + L P £l h] :D 9
f(x42h)= f(x)+2hf"(x)+207 f"(x )+4—h3f”’(x)+2;l4f (x)+%fv(é4) &,€]x x+2h] Eg
1 (x—2h) = £ 20 (x) 2 — Ay 2 (x)_ﬂf S
—8f (x—H)= L nf(x +2—/’(—Z//ﬂ'({+h—4 (x)—mf } =
f(x+h)= /Qx/j—!—hf /2/(+/%3/f/'/+;—;/w/+mf } ;‘3
—1f (x+2h)= —1/M+2hf —i—M—i—/T/f/ /+£f l é

+ = |12hf(x )—ﬂf (& )+Efv(&2)+gfv(&3)—%1””(&4) |—>




Metodologia per ricavare differenze finite

ed il loro ordine di accuratezza
interpolazione polinomiale

Esempio: errore di troncamento in P,'(x) (cont:)

= p)- f(x—2h)—8f(x—h)ler:f(x+h)—f(x+2h):

ACS_04f.25

P ) ) () - 4h5f(§4> s

e 12h :

- /<x)+h4l‘4_15f )+ E) gl (6) -5 (6 §

= (o By(x) - L2 S W8 xh h) - flx 4 20) 3
M= max f'(x) > :

f'(x)=B(x) §h4M‘_4+1187(L)1_4‘ %

trff:g:edl’iltc fi(x)=Bi(x)| < élg formula del 4° ordine g




Come varia con h Vaccuratezza di una formula?

L'errore totale pud diminuire a piacere gon 7?

%% funzione f(x)=sin(x) ==> f'(x)=cos(x) per x=pi/3 f'(x)=1/2

f=@sin; fprime=@cos; % funzione f(x) e sua derivata analitica

x=pi/3; % punto dove si vuole approssimare la derivata di f(x)
fltrue=fprime(x); % valore esatto della derivata di f
%% differenze finite in test

df1=@(h) (f(x+h) - £(x))/h; €
df2=@(h) (f(x+h) - f(x-h))/(2*h);

<€

dfa=@(h) (£(x-2*h)-8*F(x-h)+8*F(x+h)-f(x+2*h))/(12*h); ¥—tormula del 4° ordine

—— diffegenza in avanti (1° ordine)
. differenza centrale (2° ordine)

%% errori assoluti Errore Assoluto
AEl=zeros(10,1); 100 e
AE2=zeros(10,1); : differenza in avanti
AE4=zeros(10,1); of : o
h=0.1.~(1:10)"; % h=10", 102, ..., 1010 10|~ < ~differenza centrale
for i=1:10 : |--=-—differenza di ordine 4 2
AE1(i)=abs(fltrue - dfi(h(i))); 104 0
AE2(i)=abs(fl1true - df2(h(i))); A
AE4(i)=abs(fltrue - df4a(h(i))); 10| :1.-" #_P
end BE e f-’;
1077} o i/
. . . . y) i .~‘_ *._h.h“- +_.+' s ._,- ;
N\_ dlmme di h, herro’re totalg . i.,-v"'hpﬁe 08 el P ?ﬁ;
prima si comporta come l'errore di | B i/
A B B
troncamento) ma, una volta rag-| .| =808 _ S
giunto il minimo, prende a crescere : - [‘;é.-;ﬂ"
a 1D.1.£| Lo i ul el ‘ P, "
Percheé?
h

100
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Differenze in avanti: stimare ‘errore di rqgnridoff 3
2 :
Errore di troncamento nella formula £(x) flx+h)-f(x >if{/f§)] po M, | <
delle differenze in avanti \lh\";”v o T2, 72
w\/;’ S ¢ /
O (J\‘ﬁ) }ij@) =M
Un errore e(x) in f(x) comporta che;&m'w/e,ge)del va\o/e/f , si abbia
(< <
%,fax)#e 2 < 7 é
< N =
Sivuole allora stimare |l g@gue\r{t Xerro[,e\ v £
x+h)—f(x [
;\'\'\'E:f/<x>_f( > f( ) §
A\ h ©
x$ e 'C —_— 3
2 - i e S
e - ‘) Z \;.’. — si supponga che
Pl h) < F10) | PO =1 (8) e(x+h)—e(x
?_J' Tl'.% ,F — -+ ‘e X ’SS \va s —~
A o 7 h h :|I> 3
Ve > # > )<
Ei?rog’e dlervd'oﬁ nella formula delle differenze in avanti ;
)7 () flrh) = f (o) [elxth)—e(x)| 26 5
2 h h h h




Differenze in avanti: stimare l'errore di rqguidoff 8
W P )
h - ‘ \:)f) 2 ! IJ / 8
Errore di troncamento  |f'(x)— flat }3 f(x) < h%‘&w\ ¢ N (\-/\/ <
NN : ]‘/-‘_—:>
~ ~ \'v > 20) ](\
Errore di roundoff flx+ }2 —f(x) fi\)@wﬁ}?ﬁj‘ ) 127\8)
\\)‘/ . C
PN P ,‘\// 2
Errore totale néﬂe@ﬂergn}e mévantn <
|- LEHN=S
~ Z
_ f,(x>—f((g§‘—\ (x—I—h)—f(x) <hﬂ é %
<.';\;-\"\/ h 2 h S
K22 Q)
o > J\c)X\ cresce al decrescere di &
\Q%I ‘jl/ ) ~ - =
3I\\/ i\(J — X 28 S
\{) e () A E
BV i
2

predomina per h grande | | predomina per A piccolo




Differenze in avanti: valore oﬁimolg(gt%

. 5 \{(J’) ” 8|
= - . Ds S
E|p (o) LEHTE) M 20 O
=2 T h S
‘ \L\
\& S~ s
> O \ /
0?2 ¢ 2.7
‘q\\f)\ /\/>) s ) \)/ %
[ M 2] o2 d . M 2¢ =
h =argminih—-+—; >~ h =0
T, e ;gxm» It)dh{ ] :
a\ﬁa\f’ 2 r{)%\ - e / é
.*/,- P g\ e \ 1/ r}) S
M_ 28 —O — : ’ 48 \ e g
2 hgpt ) e Jhopt — M hopt — 2 M %
N o * 4 | 8
\\\\,zJ ()X\ \fr/\)j > ,.‘(\/
\\}'5’) el l/\ N \ ’
\’)jij\al \J D Vi

C >y

min errofe E = ! —
S

.\:
«:"\
Al
~
S
_I_
=
|
~
Nl
VA
\9)
z
(prof. M. Rizzardi)




Esempio

Se I'errore nel calcolo di f(x)=sin(x) & 'epsilon macchina ¢,
(in doppia precisione) &, ~ 2 2%10-16

essendo M=1 perché |f”(x)|=|sin(x)| <L, allora il minimo errore
ottenibile, in corrispondenza di 4, =2,/c, ~3x107", e dato da:

‘Emin = 2\/5 ~ 3@

Cioe, con:le’ differenzé 'irv avanti, non si puo ottenere nella
derivata-di sin(X) un numero di cifre corrette maggiore della meta

della precisione del sistema aritmetico

MATLAB, per default, opera in doppia precisione floating point con 64
bit per la mantissa che corrispondono all’incirca a 16 cifre decimali
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Derivazione numerica (differenziozionq ﬁl;;cnto)
{/ \\" » * ‘5‘\ - \\
‘ tecnica della Serie di Fourier I, J\Ji

forma complessa della Serie di FquHeR df)ﬂ ))ﬁél ?ervollo 0, 2=}
*‘i

ACS_04f.31

a
<<
+00 (x“; ) () / " l-——‘
D@ g = [ e a3
J‘k\‘) 92 Q.X%g \) coefﬂcnentl di Fourier in [0, 2] 3
A & (‘ C
Sotto opportune |pote51 Q{ ré ol g ﬁ?)[pé{te d\?_{ (\ﬂr)so] si scrive: §
Z
\( f g +|kx 2
(_) 2 k=400 k_.)c

e sein plu‘laasé’rleg verge urﬂ’forfnemehte (per cui & valida la derivazione termine a termine),

S|ha ,\, ") \f/) v
400 +00 =
£/ \ v¢n¥</ 1" - -1, \2 +ikx n] o -1, \" +ikx [| 2
) w ) e 1700 = S5 [(vJe 1100 = 3% (i) e
) K=—o0 k=—o0 k=—o0 &
Cioe, se si conoscono i coefficienti di Fourier {y,} di f(x) in [0, 2x], i coefficienti di Fourier|| =
della derivata n-sima di f, nello stesso intervallo, sono dati da (... € non vanno ricalcolati): “8‘
-1 \N &
= (Ik) Vi i € I'unita immaginaria




Derivazione numerica mediante Serie @Wourier

Piu in generale, si puo proiettare un quaIS|aS| mfeg@,llo a@ in
10,2x):

\\, 3
2 ‘\U 1.),”
tE[a,b]«—»x— b:@d)‘t ggélf\)j,%)ﬂ,\],
\\ N ( } //

Forma complessa della Semg%" {ojahej‘ d /f t)f nell intervalle [a, b)

g ff —lkz’fta
\%

+oo \\')
La precedente’ fqrrgi}la q; aj\prbsshrﬁa)zfone delle derivate di f(t), per
mterva{{afa b, ‘siscrive? -

@O W D

Se si conoscono i coefficienti di Fourier {y,} di f(¢) in [a, b], allora i

| coefficienti di Fourier della derivata n-sima di f, nello stesso intervallo,
sono dati da:

n
Vi :( 2T ik) Ve i & 'unita immaginaria
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Derivazione numerica medionte Serie d&#ourier

ACS_04f.33

+_ .)/J
< +ik-22(1—a) ] g@f \ ¥ +w¥§%;@
~ b—a | n b~a/
f<t> ~ k_ZN Vi€ :\> f ( < ’ll‘c))BYkJe; 7
2 J C e
) ridotta gglla Serie ’ \J 9 > \I\// } [a, b]
\\) o 9‘) .
Come valutare un polino(njé txig6nom9Mco in MATLAB | =
(% g Y 2N \J / ¢ =
+% +lk—( —a) \\ !)J X\'\ +12n[ ar) > JJ +% k :—;
P(0)= Ty ne ot o5 )= e FEO ) Rl)= T onlz0)] | 8
kz—% 20\ ') \Q - /) )\S‘/ k:_% £
L@ »’ (—+1 < r ! N E
P, [Z(l‘)] = y];,Z(t)(ﬁ’\‘\:Hy%)sz)) 2 _|_§—|—J)O —|—<r"/—pf/¥+gZ(t) 2 — T?}
‘A))"\ / ]JJ ) )N " ;c
\—\\Zfﬁ{) ({'\mﬁv v, Z . +‘?/«Z</> F +Y+§Z<t>
J:,’\, 4 \ _/ 7
/\\/ﬁ.’\)\(}g/ \ _/ sembra un pollnomlo algebrico
W ¢ a=..; b=..; N=..; % N deve essere pari

7l gamma_k gia calcolati come vettore colonna
' t=1linspace(a,b,100)'; zt=exp(2i*pi*(t-a)/(b-a));
P=zt.~(-N/2).*polyval(flipud(gamma_k),zt);
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Derivazione numerica mediante Serie di Fourier
Esempio mediante il Symbolic Mq‘th;‘%[géfng

a=@; b=1; N=16; f=@(x)abs(x-mean([a b]));
IF=@(x,k)f(x)*exp(-2i*k*sym(pi)*(x-a)/(b-a)); % funzione integranda nel coefficiente di Fourier
syms t real; syms K integer

cK=simplify(1/(b-a)*int(IF(t,K),t,a,b)); % coeff.gamma_k
cO=simplify(1/(b-a)*int(f(t),t,a,b)); % coeff.gamma_0
Ck=[subs(cK,K,(-N/2:-1)");c0;subs(cK,K,(1:N/2)"')]; Ck=double(Ck); % coeff. Fourier num.
x=linspace(a-0.5,b+0.5,400)'; % valuta in x la ridotta di ordine N della Serie di Fourier
zt=exp(2i*pi*(x-a)/(b-a)); FSx=zt.~(-N/2).*polyval(flipud(Ck),zt);
plot(x,real(FSx),'r'); axis tight; hold on; fplot(f,[a,b], 'Color', k', 'LineStyle',"'--");
k=(-N/2:N/2)"'; Clk=2i*pi/(b-a)*k.*Ck; % coefficienti della derivata prima
FS1x=zt.”~(-N/2).*polyval(flipud(Clk),zt); % valutain x laridotta di ordine N della Serie derivata
fl=diff(f(t)); % derivata simbolica di f(x)

plot(x,real(FS1x),'r'); hold on; fplot(fli,[a,b],'Color','k’, 'LineStyle','--");

flt)y=It—0.5]te[0,1] ) approssimazione della derivata 1*
05 - . ) di f(t)=|t—05],tel0,1]
0.45 \ \\ i ; Ilr “'. \wl' T T Ilr'.ll %ﬁl T
. \ 1 | ! |
\ \ ’ 10 | T I~
0.4 r \ h ( - Ii ' :I| M '
: \\ R4 081 |I | |
- \ 4 .| — — —derivata 1? simbalica: signit - 1/2) |
0.35 \\ \ 06 | || rfidotta Serie di Fourier di ordine 16
03 \ 1 0.4 1 | I || 1
\ 0.2 | | 1
0.25 — — —funzione it} simbolica 1 L i -
\/ ridotta Serie di Fourier di ordine 16 \ 0 || || N - ] 6
021 \\ 1 02+ | h | ]
\ I
015 1 -0.4r | ||| ||
011 = oer || ||: | |r
\ \ 081 II il |I A
0.05F \1 al SWANaWWAN I |I /Wa, /]
0 ; i ; Ml I'U'I ; A I'U'I

-0.5 1] 0.5 1 1.5 -0.5 1] 0.5 1 15
t t
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0.5

045

0.4

0.3

=

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Derivazione numerica mediante Serie di Fourier
Esempio mediante il Symbolic M

)=t - 05t e 01

\ \
- \

\
\

- \ |Z—0.5| \‘\
\

L — — —funzione f{t) simbolica
ridotta Serie di Fourier di ordine 64

L \ \
\
[ \

\ \

0.5 0 0.5 1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

02

0.1

— — —funziane f{t} simbolica
—ridotta Serie di Fourier di ordine 4

— — —funziane f{t} simbolica
/ —ridotta Serie di Fourier di ordine 8

, / \
\
’ \

e\

02

04r

06

08

approssimazione della derivata 1*

dl flt)y =t —0.5], ¢t [0, 1]

ath ‘Tq%ms

I VS — sign m 20 28 /
] — — gn ( A ﬁ) ‘ ,\) v
e ‘\()
| | © ma{a 12 di |t] &
0.2 E
| N=64
- /\ﬂaf zione signum(t)
04t ‘ g ) N
06 ( N\
| | l < >
Y _‘.’I U | J".;-MWWWW.J'H /
a5 0 05 1 15
appr{)%imdzmn{ della derivata 1* - appr{)%imdzmn{ della derivata 2%
dl flt)= et te [—3,+3] dl flt) = ette [-3.+3]
— ridotia Serie di Fourier ci ordine 4 | | L 05 / \\\‘

0.8

-2 -1 D 1 2 3

approssimazione d(‘lla derivata 1*

08

08

047

n2rp

di f(t) =, t € [-3,+3]
\

— — —derivata 1? simbalica: -2 t"exp(-t%)
ridotta Serie di Fourier di ordine 8 |7

\ —

Z
I
FEN

1 /\ N

At \

— — ~derivata 2° simbolica: 41**exp(-1?) - Zexp(-1%)
ridotta Serie di Fourier di ordine 4
T

.appru%lrnazmru' dvlld derivata 2%

di f(t)=¢e -t € [-3,+3]

— derivata 2a simbolica: 4% *exp(-?) - 2exp(+%)
ridotta Serie di Fourier di ordine B

\
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O
Derivazione numerica mediante Serie di Fourier |
o
3 L . |
Esempio nUMeriCo [derivazione algoritmo nelia parte. 2] ¢
a=0; b=1; N=16; f=@(x)abs(x-mean([a b]));
L=b-a; Xj=a+L/N*(Q:N)'; fj=f(Xj); % N+1campionidel segnale in [a,b] finestra di ampiezza L
ff=[mean(fj(f1 end])); fj(z:end-l)j'|3 rende periodico il segnale fficienti di
Ck=fftshift(fft(ff)); calcola la DFT mediante FFT cog - d .
Ck:[CkéCk(],u /N._; aggiunge ultimo coeff. e costante moltiplicativa Fourier numerici <
x=linspace(a-0.5,b+0.5,1000)'; % valuta in x la ridotta di ordine N della Serie di Fourier g
zt=exp(2i*pi*(x-a)/(b-a)); FSx=zt.~(-N/2).*polyval(flipud(Ck),zt); =
plot(x,real(FSx),'r'); axis tight; hold on; fplot(f,[a,b], 'Color', k', 'LineStyle',"'--"); £
k=(-N/2:N/2)"'; Clk=2i*pi/L*k.*Ck; % coefficienti numerici della derivata prima §
FSix=real(zt.~(-N/2).*polyval(flipud(Clk),zt)); % valutain x laridotta di ordine N della Serie derivat %’
syms t real; fil=diff(f(t)); % derivata simbolica di f(x) per confronto Z
plot(x,FS1x,'r'); hold on; fplot(fli,[a,b], 'Color', k"', 'LineStyle',"'--"); _g
S
Formula “alternativa” per la derivata 12 numerica calcolata nei nodi Xj
o PRrO: piu efficiente, ~
kk=[@:(N/2-1) (-N/2):-1]"; piu accurata g
FS1j=real (ifft(2i*pi/L*kk.*fft(ff))); ConTrO: valida solo 5
voc per i nodi <
| campioni delle derivate nei nodi Xj possono poi essere interpolati mediante |6
[« 8

interpolazione trigonometrica, per es. con la funzione MATLAB interpft(), per
valutare le derivate in altri punti e/o su piu punti.




erivazione numerica mediante Serie di féorior

Esem io numerico

Ay

ft)= 0.5, t € [0,1] aApPross azmue numerica della derivata 1* \ { \
05 L ‘ dl t) ,te|0,1] /
— — —funzione f(t) simbolica
0451 ® 85campioni dift) p
ridolta numerica Serie di Fourier di ordine 64
0.4 — i j
11— 0.5] |
L ] 051 — — —derivata 1% simbolica: sign(t - 1/2) 1
03 ridotta numerica Serie di Fourier di £(t) di ordine 64
o B5 campioni numerici di () da formula allemativa
025 1
ol )
02F 1
016 — 05 g ) N \
01 1 ( N /
il /
0.05 1 <
0 * ) ) /
05 i) 05 1 15 05 1 15
t t
- - -,
I . ! o .
ft) = ginQ(t) ,te 0,7 approssimazione numerica della derivata 1 approssimazione della derivata 2*
+F " " " " ] di f(t) = sin®(t), i‘E[D zl di f(t) = sin®(t), i‘E[O z]
P ] T T T
0ot 1 Y 250
=\ V)
08 1 __;) 200
L j 150
07 9
100
06 1 \
— — —funzione f{t) simbolica ( 50
051 * 33 campioni di i) g ( o N o 32
ridotta numerica Serie di Fourier di ordine 32 ) - 0
04r 1 — — —derivata 1% simbolica: 2*cos(t)*sin(t) )
B ridotta numerica Serie di Fourier di F(t) di ordine 32 |
03r 1 © 33 campioni numerici di (1} da formula allernativa -100
1in2 -0 E
02+ SINn (Z’) 150
\ 200k — — —derivata 2% simbolica: 2*cos{t)? - Z*sin(t)®
01F 1 < 12 ridotta numerica Serie di Fourier di *(t) di ardine 32
- 260 | © 33 campioni numerici di (1} da formula allernativa ||
0 : . . . . DN 4 . . . . . , , ‘ .
05 15 2 - 05 0 05 1 15 2 05 0 0.5 1 15 2
C t t
N ,
approssimazione Ill]IIlBl‘lCrl della derivata 1* apprQ%imazione della derivata 2* approssimazione della derivata 3*
S
di f(t)= Jte[-3,+3] di f ,te[-3,+3] di f(t) = € [-3, +3]
08f % ] 4 —
— —derivala 1? simbalica: -2"t"exp{-t’} — —derivata 3% simbolica: 12exp(t%) - 81> expi-t?)
06l ridotta rumerica Serie di Fourier di (1) di ordine 32 i 05tk 3 ridotta numerica Serie di Fourier di f*(t) i ordine 32
T funaiene 1 smbalea 33 campioni numerici i (1) da formula alternativa 33 campioni numerici d (1) da formula alternativa
* 33 campioni di fit) 0al ]
ridolta numerica Serie di Fourier di ordine 32 oF
0zt E
0 0561 4
— — —derivata 22 simbolica: 4*%*exp(t%) - 2exp(-t)
2 ozr L ridotta numerica Serle di Fourier di ') di ordine 32 ]
e —t - o 33 camplonl numerici di f*(1) da formula
04r
o6 51 1
- n n L - 08 n n L L 2 L L L n L L L L n
3 2 - 0 1 2 3 3 2 - 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3 1 2 3
t i 1 t
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o0}
Derivazione numerica (differenziazione discreta) |
o
) ‘ tecnica con Integrali CurvnlmelJ 2
— <<

Se si considera la funzione f, di cui si vogliono approssimare le derivate, come’una

funzione di variabile complessa, la teoria delle funzioni-olomerfe (cioe derivabili in

senso complesso) fornisce una formula integrale,per il calcolo delle dérivate in un

punto.
Teorema: Formula Integrale’di Cauchy per le derivate | <
. e : semplice: priva di intrecci; <
Sia CcC una qualsiasi curva, nel campo complesso, | uiusa: punti diinizio e fine coincidon =
semplice e chiusa, orientata in verso antiorario, e sia f(z), |, S
z€C, una funzione analitica* olomorfa in una regione | | - S
contenente nel suo interno la curva C (*cioé ivi sviluppabile Z
in serie di potenze), allora per ogni Zp interno a C'si ha: ¢ f‘c’;
f 8
(n> e n! ! > Re(z)
iE (ZO)~2ni n+1 dzfm =0k N —
Z ZO ™y
©
\ n;vtegrale curvilineo §
Se C ha eq. parametrica: z=z(t), te|a,b], per calcolare I'integrale si opera la sostituzione di || &
variabile: z=z(t), dz=z'(¢)dz. Si ottiene un integrale definito con variabile di integrazione || =
reale: (n) n! / f[Z<t>] '(1\d 0.1.2 si dimostra che il valore dell’in- :8;-
— .- [ t’ — U, L 00 . =
f (Z0> 2nl[[2<t>—ZO]nH ‘ ( ) " tegrale non dipende da C




Esempio: circonferenza come curva d'integrazione

Si vogliono approssimare le derivate di f{x)=sin(x) in x,=n/3.
Si passi alla variabile complessa z: derivate di f(z)=sin(z) in z,=u/3.

Come curva C si puo scegliere una circonferenza di raggio.r chetcirconda zy (pér es. di
centro z,). C ha eq. parametrica complessa:

7=2(0)=z,+r exp(i0), O |-n,+w])~ = ) dz=ir exp(i0)

fun=@(z) sin(z); Z0=pi/3; % funzione da derivare e punto di derivazione

n=..; % ordine di derivazione

funInt=@(z,z0) fun(z)./(z-2z0).”(n+1); % funzione integranda
zC=@(theta,z0,r) zo+r*exp(li*theta); % z=z(theta)suC

DzC=@(theta,r) li*r*exp(li*theta);
R=...; % raggio circonferenza C
Cfun=@(theta) funInt(zC(theta,zo,R)
der_integral=factorial(n)/(2i*pi) *

,20).*¥DzC(theta,R); €

% derivata di z(theta)

~integral(): funzione numeri-

ca per approssimare vari tipi di
integrali

funzione intlgranda

integral(Cfun, -pi,pi);|€

C: circonferenza raggio r=2 e centro C@=

Derivata numerica (integral) di ordine 1 di
[f*(1)(z)=cos(z)] per z@=pi/3 [cos(z0)=0.5]

C: circonferenza raggio r=1 e centro C@=

Derivata numerica (integral) di ordine 1 di
[f*(1)(z)=cos(z)] per z@=pi/3 [cos(z0)=0.5]

C: circonferenza raggio r=0.5 e centro CO=
Derivata numerica (integral) di ordine 1 di
[f*(1)(z)=cos(z)] per z@=pi/3 [cos(z0)=0.5]

C: circonferenza raggio r=0.25 e centro CO=
Derivata numerica (integral) di ordine 1 di
[f7(1)(z)=cos(z)] per z0=pi/3 [cos(z@)=0.5]

1.0472

C centrata in z,,

f(z)=sin(z)
= 0.5 + 9.8702e-181 || 157

1.0472
f(z)=sin(z) 05
= 0.5 + 3.4787e-171i

1.0472 o5k
f(z)=sin(z)
= 0.5 + 4,3622e-171 1

1.0472

/.—- '-~_\\

/ =Y
\

"-“:JI

=

ACS_04f.39

Calcolo Numerico in MATLAB

(prof. M. Rizzardi)

f(z)=sin(z) 2
= 0.5 - 2.3192e-17i




Esempio: circonferenza come curva d’integrazione

C: circonferenza raggio r=2 e centro C@= 0.92206

C non centrata in z,

Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z)
[f*(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+4.53e-17i 151

C: circonferenza raggio r=1 e centro C@= 0.92206 | fj

Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z) osf ///
[f*(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+4.75e-16i ' .

|

ACS_04f.40

C: circonferenza raggio r=0.5 e centro CO= 0.92206 o5t 1 \\\ ///
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z) \
[f*(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5-4.64e-15i I \
I AN
1.5
C: circonferenza raggio r=0.25 e centro C0= 0.92206 S
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z) -2 S s 4 o8 o0 o5 4 1s

[f*(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+5.74e-14i

C: circonferenza raggio r=2 e centro CO= 0.96051-0.13831 Cnoncentrata ml ZOI

Derivata numerica (integral) di ordine 4 di f(z)=sin(z)

[fA(4)(z)=sin(z)] per z0=pi/3 [sin(z@)=0.86603] = 0.86603 /’f’ TS \“\
. : i N
= - |
I,'. |\ II

C: circonferenza raggio r=1 e centro C@= 0.96051-0.13831
Derivata numerica (integral) di ordine 4 di f(z)=sin(z)
[f*(4)(z)=sin(z)] per z@=pi/3 [sin(z0)=0.86603] = 0.86603+1.5e-131i ||

C: circonferenza raggio r=0.5 e centro CO= 0.96051-0.13831
Derivata numerica (integral) di ordine 4 di f(z)=sin(z)

[f*(4)(z)=sin(z)] per z@=pi/3 [sin(z0)=0.86603] = 0.86603-1.9e-13i

C: circonferenza raggio r=0.25 e centro C0= 0.96051-0.13831

Calcolo Numerico in MATLAB

Derivata numerica (integral) di ordine 4 di f(z)=sin(z)
[f*(4)(z)=sin(z)] per z@=pi/3 [sin(z0)=0.86603] = 0.86603+3.9e-11i

(prof. M. Rizzardi)



Esempio: quadrato come curva d’integrazione

P,= Z,~L/2%(1-1i) P | | Py | Py=lZ+L/2%(1+1i)
! B A S3 \
0.5 f L2
L2
v »
0 S, Z, S5
0.5
at 51 : |
P,= Zy—L/2%(1+1i) P, | | | P, P,= Zy+L/2%(1-1i)
0 0.5 1 1.5 2

In questo caso, si deve dividere il contorno nei 4 segmenti orientati Sk

—_—_ T —— T ———

Equazioni parametrlche- dei 4 segmenti orientati

= Zy=L/2%(1+1i) + A[L],
s,:2=2(A)=P,+A(P; — P,),
= Zy+L/12%(1-1i) + i*A[L], A
s;:2=2(A)=P;+A(P; — P,),
—ZO+L/2*(1+11) A[L],
sq:2=2(A)=P,+A(P, — P,),
—ZO—L/Z*(I 1i) - t*k[ ], A

P [ZL2%(1-10)], Py [Zg+L2%(1+1i)] =

[ ]
re(0,1]
<[0,1]
rel0,1], Py [ZgtL2#(1+10)], P,[Z~L/2%(1-1i)] =
re(0,1]
rel0,1], P, [ZoL2%(1-1i)], P,[Z~L/2%(1+1i)] =
€[0,1]
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Esempio: quadrato come curva d‘mtegraznone o >
Py=Z-Li2x(1-1i) | P, Py P3T ,ZO+{,/23 (1+1§) S
A S3 ,_) i \{, \ §
) \
)
05T L2 1 g Q
L2 | X o7
\/ Z‘ - \f /
0 S4 0 57 |
7 ;
<<
a—)
[
05 g
=
b S _ | S
P,= Z—L/2%(1+1i) Pl | | P, P,= Z+L/2%(1-1i) g
15 2 >
e \Equazmm pa)rzn{etpghg,e derivate _§
s, :z=2(0) = ZO—L/Z*(1+11) + L], 2e[0,1] Z=7(0)=L S
s, 2=2(A) = Zy+L/2%(1-1i) + i*A[L], re(0,1] 7'=7'(h) =i*L -
©
S 530 2= 2(A) = Zg+L2#(1+1i) - A[L], 2e[0,1] Z=7()=-L R
o
5.0 z=2(0) = Z-LR2#(1-1i) —i*A[L],  Ae[0,1] 2'=7'(N) =—i*L =
o
< =

S
flz f(z flz flz flz
Q /2 0 - 27'El f n+1 - 27tl f n+1 +§ n+1 +§ n+1 +§ Z n+1

Zo




Esempio: quadrato come curva d’integrazione

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=2
Derivata numerica (integral) di ordine 2 di f(z)=sin(z) [f*(2)(z)=-sin(z)]
per z@=pi/3 [-sin(z@)=-0.86603] = -0.86603 + 1.005e-16i

ACS_04f.43

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=1
Derivata numerica (integral) di ordine 2 di f(z)=sin(z) [f*(2)(z)=-sin(z)]
per z@=pi/3 [-sin(z@)=-0.86603] = -0.86603 + 3.589%e-17i

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=0.5
Derivata numerica (integral) di ordine 2 di f(z)=sin(z) [f*(2)(z)=-sin(z)]
per z@=pi/3 [-sin(z@)=-0.86603] = -0.86603 + 6.361le-16i

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=0.25
Derivata numerica (integral) di ordine 2 di f(z)=sin(z) [f*(2)(z)=-sin(z)]
per z@=pi/3 [-sin(z@)=-0.86603] = -0.86603 - 3.216e-15i

S: quadrato di centro 7Z0=1.0472 e ].ato L=2 Contorni di integrazione
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z) ' ' ' '
[f2(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+1.29e-16i1 T = =2 A

Calcolo Numerico in MATLAB

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=1
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z)
[f2(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+5.96e-17i

Imag(z)
|

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=0.5
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z) el ! _ |
[f~(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5+5.87e-15i - L=1 '

y_
—

Il
(=
~~
D

S: quadrato di centro Z0=1.0472 e lato L=0.25 At
Derivata numerica (integral) di ordine 3 di f(z)=sin(z)
[f2(3)(z)=-cos(z)] per z@=pi/3 [-cos(z@)=-0.5] = -0.5-1.98e-14i

™
©
|
S
N
=
o
Y-
o
| -
a
S

X = real(z)




La funzione numerica diff() di MATLAB

La funzione numerica diff() calcola la differenza tra elementi succéssiviy Se X &-Un vet-
tore di lunghezza n, allora Y=diff(X) restituisce il vettore ¥ di,lunghezza n<1 conte-
nente: Y(1)=X(2)-X(1),

Y(2)=X(3)-X(2),

Y(3)=X(4)-X(3), ..

ACS_04f.44

Se X & una matrice di size mxn, allora Y=diff(X) restituisce la matrice di size (m-1)xn, x
dove la differenza tra elementi successivi‘@ applicata a ciascuna eolonna della matrice. P
diff(X,n) applica nvolte ricorsivamente Foperatore diff. s
diff(X,n,dim) applica n volte 'operatore diff lungola dimensione dim. f
9
)
Esempi 5
Z
X=[1123581321]; X=[1123581321]; 2
. ; S
\Yf = diff(X) \Yf = diff(X,2) yguale a diff(diff(X))| S

0 1 1 2 3 5 1 0 1 1 2 3
X=1[111; 555; 25 25 25]; X=1[111; 555; 25 25 25]; 5
Y = diff(X) Y = diff(X,1,2) dimensione S
Y = Y = _> 5
4 4 4 0 0 <
20 20 20 0 0 -
Y = diff(X,2) o o g
Y = ~—

16 16 16




La funzione numerica diff() di MATLAB g
per approssimare le derivate di una funzione o
<<

Esempio
Approssima le prime 4 derivate della funzione sin(x)-e ne visualizza i grafici é
=
h=0.001; é
x=(-pi:h:pi)’; g
y=sin(X); Z
DF={cos(x) -sin(x) -cos(x) sin(x)}; % derivate vere per confronto -
for n=1:4 §

df=DF{:,n};

dy=diff(y,n)/h"n;

figure(n); clf

plot(x(1:end-n),df(1:end-n), 'k',x(1:end-n),dy,"'-.r")
end
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° ° ° O
La funzione numerica diff() di MATLAB ¥
&
° ° ° ° o
per approssimare le derivate di una funzione o
<<
Esempio: approssimare Ie derivate mediante dlff
0.8 —1? derivata analitica| | 0s b — 27 derivata analitical |
""" diff(y)/h —— diff(y.2)/h*
06| 1 0.6 1
04 \ 1 0.4 r 1
0.2t 1 02t %
ol \‘r\'nax AbsErr=5.0e-04 | ol max AbsErr=1.0e-03 ﬁ
I \ | <
0.2 \ 0zt s
0.4 1 04t =
06t - 06} f__’,
0.8 1 08l S
A X= 80" ) 4 ) ) ) x = -0. Da.g. g
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 -2 - 4 Z
o
] . : . : . - 15 <
— 3% derivata analitica ——4° derivata analitica 9
_____ diffly.3)h> 1L ———diff(y.4)h* S
0.5 |
0.5 \
ol max AbsErr=15e-03
) 3
05 g
i Xﬁmm-aa 03 5
_‘| - ar o S‘
Y-
o
s . K=90° . . . e L x=1de+02; <
~ 3 2 P 0 ] N N 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4 N’

La funzione consente di calcolare le differenze finite (in avanti) su tutti i punti di griglia tranne l'ultimo



La funzione numerica gradient() di MATLAB
per approssimare il gradiente di una funzione di piv variabili

Del 0 nabla (g(x )\
: . ) f ox Y
Il gradiente di una funzione f(x,y)€eR ¢ il vettore Vf=gradf = of
(%)
\ /

il quale si puo pensare come un vettore, nel dominio piano della
funzione, che punta nella direzione in cui cresce la f

- _— —5 s

w=0.2; v=-2:w:2; [x,y]=meshgrid(v); z=x.*exp(-x.”2 - y.”2);
[px,py]=gradient(z,w); figure; surfc(x,y,z);
figure; contour(v,v,z), hold on, quiver(x,y,pX,py)

...................
S t L T ]
N S e T S
1F [ W [P S NN 44 s e e
~ X\
- -~ N _
o5 _ T ]
of - -
05F N
AAr -
\\\\\
,,,,, 1 \ \ ~ - - ’ ¢ ' \ ~ - . .
S
2 1 L 1 I 1 " 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

gradiente come campo vettoriale
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Come approssima le derivate gradient()?

f=[1 5 3 4 2]"';
fl=gradient(f,

[f fJ

5
3

usa h=0.5

agli estremi

4
2] L2

differenze
in avanti

nei punti di frontiera:

f=[1 5 3 4 2]"';
fl=gradient(f,
[f 1] =

[
5

EX
4
2

usa h=0.5

differenze
centrali

neglifinterni

f(x+h)—f(x—h)

2h

+0(h)

f=[1 5 3 4 2]';
fl=gradient(f);
[f 1] =

=

5
—
4
2

L

© ORI~

nei punti interni

usa h=1

agli estremi

differenze
in_ avanti

f=[1 5 3 4 2]';
fl=gradient(f);
[f f1] =

differenze
centrali

negli interni
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(Xi_1 Vi)

(X5 Vi1)
o

° (xl,‘y )

[
(X5 Vi1

Esempio: una griglia quadrata 2
«
o
I
w=0.25; [X,y]=meshgrid(-1:w:1); S
h=plot(x,y,x',y',X,y,'ok"'); axis equal;
set(h, "MarkerFaceColor', 'k")
1 oémgi *—o o ® ®
<
w 3
081 ® o o o o ® ® 1 <
=
0.6 {1l =
s ® ¢ o o o ® 3 8
N 045" 11 &
‘pﬁ5<;;_ o oo o ° o |2
ST N E
oF e e e e e ® o ¢S
92 o o o o @ ® o
-0.4F 11 ®
*—o o o o ® ® N
0.61 11l 2
=
sl & 6 o @ ® ® | .
1 e o o o o ® ® =
1 0.5 0 0.5 1




Approssimazione delle derivate parziali

h=0.25; [x,y]=meshgrid(-1:h:1); f=-x.*exp(-x.%2 - y.”"2);
[ fx,fy]=gradient(f,w);

~~ 6f . 2 =(x2+y2)
il e (Zx - 1)8 f(xy)
= 6f = =(x2+y2) ------------------------------ I
fy N ay - 2 X y o S
0.5 2
fx, y+h)
‘. b
> 1 e
I g o < -----------
= 3
o
1, y=h) 0.5 4],
1
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Esempios griglia [-2,2]x[-2,2] .~

ACS_04f.51

ST
h=0.1; [x,y]=meshgrid(-2:h:2); z=x+i*y; f=z.”2; :orr?é;gé)iéssqur;ppei;iﬁeon
[dfdx, dfdy]:gradient(f,h);ﬁ=abs(dFdx+i*dde¢J_ delfeta, di Gachy:Rigspann

AN o)

- . )8) o Cerrore
sui bordi usa: f'(x Tzt h)s ﬁéx fﬁfﬁ)/

S ‘)%7 |,
D? O N
P \ @
O ey fxFR)—f(x—h) <
’. P ] - 2
all'internousai>" | | 2 f'(x)= +o(n*)| 2
TS\~ C / 2h =
-~ 2@ ,) \ <<
< RN 2. S B -
<
I ] 8
—\ Ny ,JJ S_—
. | . :/ g
per h piccole risulta: | .
\(J ” () Z
2 , \(J 0.15 2
X\ 0.1 == S
, Sha (5\ - \ 0.1 \‘H\ ‘e:-»:%:.‘.%% ®
N A <L oos st |
0(0.01 0.1),,~ s |
e S e D e e e . L e
2 e ol e I
dLY 9 (> 0 SIS SISl
C - 2 — S S S S S I S I
\&, Y] ( % \ o
Y 9 =
R N /
V0 =

e e

(prof. M. Rizzardi)

L'aceuratezza dell'approssimazione sui’ |
bordi € inferiore a quella nell'intern 2 ereal(2)




Esempio: griglia [-4.4]x[-4.4]

h=0.05; [x,y]=meshgrid(-4:h:4); z=x+i*y; f=z.”2;
ﬁ:abs(d#dxﬁ*d#dm(J_

[dfdx, dfdy]=gradient(f,h);

g
O

dovrebgjé\éfsqrefp per il Teor.
delle Eq. di Cauchy-Riemann
=~ ' :

meSh(X,y,CR) ;;\’Y, - 2 () 9 e Qr'/r‘ore
i T =p(x)
sui bordi usa: f'(x) =————>———"+0(h)
\j:)&\/ >‘( 9 2\ )~
L g 2 FaR)— f (x—h)
)e 2k’ > . 2
all |nternotgs§1{‘:\g€) J‘fr(x\). S h +0(h’)
o
per h piccolo r:fg}}fdi\( )
2 (¢ :
ow)<o o™, T \/
259"\ A {\ 0.1
\ \\\”\’){) {\ (> @25005 oo ||'||"|'|'|||||||
(%; > ) L \() \I cj) 0 |I'|||||||||||'|!!|:I:!|:||I|:||||I|:||||||||||||I|||||||
o ’\99 \/\/ ) o
\_/ \ ?? f)e ) 4
4 0 <)

[} / ) . . . i
L occgi)l;):g?ezzg dell'approssimazione sui
bordi € inferiore a quella nell'interno
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Esempio PO 3
.w") G 2 5'
Allargando il dominio (x,y) il fenomeno sgatb'la},\s' prése);uta A
nuovamente, ma sempre sulla frontiera: \\t:réﬂa qba?rte cah’a’ale il
valore € minore (essendo dell’ordine di- h\zf Q‘S\él borclr’ngagglore
(essendo dell’ordine di A). .
h
<<
=
2
2
S
.\’\\

(2> 3
A (J -g
\,)"‘ c?\\ N
) . (? &

7’ =
q< :
<)” &
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