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a Perché ... Interpolazione Trigonometrica ?

Ricorrendo all'interpolazione polinomiale a partire da dati

periodici, si ottiene ...

T

curva esatta: sin(2z)

3 e
e nodi interpolazione
interp. Lagrange
21 — — — interp. spline cubica

P PP
® O ©
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I

Interpolazione polinomiale su dati periodici (15 nodi in [-9.42, 9.42])
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10

I dati provengono da una funzione periodica ma le

funzioni interpolanti non lo sono!
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Polinomi Trigonometrici di periodo 2x

ACS_04c.3

Polinomio algebrico di grado N (V+1 coefficienti)

2
Py(x)=cytcix+cy,x+ - + chN

Polinomio trigonometrico di grado N (NV+1 coefficienti)

Sy(x)=0a,+a,cosx+p,sinx+a, cos2x+p,sin2x+--
-+ 0y COsSST X +By sinx

S N(X ) € ]R, coefficienti reali

Interpolazione Trigonometrica

oppure

| | a[eal ew.oy

. i
e —i2x —ix T E
TN(x):y_%e 4ty e Ty ey, + S |8
ix i2x ‘H%x"S E
T (X)EC, coefficienti complessi —|_ yle —I_ yZe —|_ o —|_ y-|-ﬂ g qé
N 2 D |

o

|



Dalla forma reale del polinomio trigonometrico:

Sy(x)=0a,+a,cosx+p,sinx+a,cos2x+p,sin2x+---
-+ oy cosTx+ B, sindx

S N(x ) € R, coefficienti reali

Formula di Eulero: e ®=cos(0)+isin(0) |:>
eikx i e—ikx ikx —ikx

con le sostituzioni coskx = R sinkx = £ Eie si ottiene

SN(X):2a0+a1<eix —|—e_ix)—iB1<eix—e_ix)+(12(ei2x _|_e—i2x>_iB2(ei2x_e—i2x)_|_.“

e si trova la forma complessa '"+a%(6 e >_’B%<e —e )

2

v

©
5

7

g- Sy(x)=e ? (a%—I—zﬁ%)Jr---—l—e_‘zx(ocz—l—sz +e‘”‘(oc1—|—z[31 +2a, +
© Iy (x) — Y ~ v, Y_1 Yo

©

=

qC_D

JI_eJri)é(oH _i61>+e+i2x Sin _iﬁz)‘l-"'-l-"'—l-eH%x (Oﬁﬂ _iBN) —
—_— —_— _2 —
T Vi2 Vs

. . 7 . . . 7- .
Viceversa, affinché la forma complessa del polinomio trigonometrico 7(x) resti-

tuisca valori reali, Vk i coefficienti di e~ k* e di e*k* devono essere complessi e
coniugati:

Yok = Vik

ACS_0O4c4
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Esempio: polinomi di grado 2

ACS_04c5

Pol. algebrico di grado 2 (3 coefficienti)

P(x)=c,+cx+c,x° P(x)=142x—x
Pol. trigonometrico di grado 2 (3 coefficient) 3
. . forma reale ||| +
S,(x)=0,+a,cosx+f, sinx S,(x)=1+2cosx—sinx £
coskx = % sin k= €2 =€ I stesso _polinomio! forma complessa %
L(x)="v.1e" +7o +7,e" T ={1-Le™ +1+ ( 1 +§)\em B
3 £
1 ] =

syms X real; S2=1+2*cos(x)-sin(x);
T2=subs(S2, {cos(x),sin(x)}, {(exp(i*x)+exp(-i*x))/2, (exp(i*x)-exp(-i*x))/(2*i)})
T2 =

(1-i/2)/exp(x i) + exp(x i) (1 +i/2) + 1

exp(-x*1i)*(1 - 1i/2) + exp(x*1i)*(1 + 1i/2) + 1 ) | SZERN
ezplot(S2,[0 2*pi]); hold on 25 ]
h=ezplot(T2,[0 2*pi]); set(h, 'Color','g', 'LineStyle’',"':") |
[simplify(real(T2)) simplify(imag(T2))] ol

?nz*Zos(x) - sin(x) + 1, 0]e— S2 (x):Tz<x>

(prof. M. Rizzardi)

anche in forma complessa il polinomio e a valori reali |
perché i coefficienti di| e** | sono complessi coniugati! -




ancora... Esempio: polinomi di grado 2

Pol. trigonometrico di grado 2 (3 coefficienti)

T)(x) =

y_le—ix _|_ YO _|_ 'Y+1€ix

‘ mettendo in evidenza e *

T,(x)= e " Y T YOeix _ V+1ei2x l

Q(x) =

A

— = Ve : o
Yty +ye T |=c et +ce

(Q(x) si puo interpretare come:

forma complessa

I,(x) = (1—§)e‘i" +1+(1+§)e+""

3 coefficienti!

&

grado di O(x) ?

E(x):()e—in _|_Oe—ix _I_CO _I_Cleix _|_Czei2x

N

(Q(x) & un particolare polinomio trigonometrico di grado 4

ACS_04c.6
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Un polinomio trigonometrico di grado N[N pari)
(N+1 coefficienti)

in forma reale | (S,(x)eR)

Sy(x)=0a,+a,cosx+p,sinx+a,cos2x 4, sinlx +---
-+ 4Ly cOsS x + B, sin

oppure in forma complessa | (T,(x)eC)

T\ (x)= y_%e—i%x T 5% V—ze_izx + V—1e_ix TV T
14 yleix 14 yzei2x 4t y—i_%e—l—

N
2

15X

e una funzione periodica di periodo 27
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Il particolare polinomio trigonometrico
Q(x) con N+1 coefficienti

In forma complessa | (Q(x)eC)

. o : .
O(x)=c,+ce™ +c,e™ +ce” - 4cye'™

(Q di grado 2N con N coefficienti nulli)

e una funzione periodica di periodo 27

ACS_04c.8
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Relazione con i polinomi algebrici

. 5 , "
O(x)=c,+ce” +c,e™ +ce™ +---4cye'™

ACS_04c.9

X

posto|z=e", perix €R, si ottiene

O(z)=c,+c,z4+c,z" +e,20 +-+cyz"

eix
- A
per la Formula di EulerO\J
e®=cos(0) +isin(0)
e un polinomio algebrico di grado N calcolato per z=e*eI'(0,1)
(cioe sulla circonferenza unitaria di centro O)

Interpolazione Trigonometrica

(prof. M. Rizzardi)

per O(z) si pud sfruttare il Teor. di esistenza ed unicita
del polinomio interpolante di Lagrange

I




Relazione tra polinomi trigonometrici ed algebrici

In generale, se si scrive

Ty (x) =7 ye " by ey e g Ty e ety e

come

Ty(x)= e (y—% + y—%ﬂeix T y—%+zei2x Tt Yoei%x +

posto

ei(%—kl)x i(X+2)x

Y4 TY,€

7=¢e", per" x€R,| Siottiene

—+—-o-_FFY*J¥€JA%

N

TN(Z): Z_2 (Y_% -I-Y_%HZ—I-V_%HZZ —|—_|_yoz% 14

AR SN R )

O(z)=c,+c,z+c,z" +c,2° ++cyz"

ACS_04c.10
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Come valutare un polinomio trigonometrico in MATLAB

ACS_04c.11

O(x)=c, +clei" +czei2x +'°~+cNeiNx
Q(Z):Co‘|‘C12—|—C212—|—..._|_CNZN s »

z=exp(i*x); Q=polyval(fliplr(c), z);

fliplr():  perche c=[cy, Cy, C,,..., Cy] € UN Vettore riga,
flipud():  sec e un vettore colonna,
flip(A,dim): funziona come flipud() se dim=1; come fliplr() se dim=2.

N qualsiasi

N

TN(Z): z° (Y_% ‘|‘Y_%+1Z—|-’y_%+zzz _|_..._|_,YOZ% 4+

Interpolazione Trigonometrica

— 2

qe) _NT] .
Q, TN(Z):Z 2KCO—|—C1Z—|—c2z2_|_..._|_ Z:elx
= .

z=exp(i*x); T_N=z.”~(-N/2)|.* polyval(fliplr(c), z);

(prof. M. Rizzardi)




Richiami: Interpolazione polinomiale di Lagrange

Metodo dei coefficienti indeterminati
La dimostrazione (costruttiva) del teorema si basa sul determinare i
coefficienti {c,} del polinomio come soluzione del sistema lineare

determinato che si ottiene dalle condizioni di interpolazione:
k=0, 1, ..., N

Py(xi) =

X

Teorema: Assegnati N+1 punti (x;, y;) con Xj7Xy per J#k, esiste
un unico polinomio (algebrico) P\(x)elly, cioe di grado al piu N,
che sia interpolante sui nodi assegnati:

Py(x) =y, YKk
dove P,(x)=c,tc,x+ czx2+ R e

:O,l, 2, ooo,N d' “
x Xy bt

ACS_04c.12

Complessita di {empo

(m. Gauss): — 0| W ;1)

matrice di Vandermonde

A

1 x,
1 x

1 x,

1 xy

Yo
V1
Vs

YN

Interpolazione Trigonometri

(prof. M. Rizzardi)




Problema generale di Interpolazione Trigonometrica

(periodo T=27)

Assegnati N+1 nodi distinti x, qualsiasi in [0, 27| ed N+1 valori y,eC, si
cerca un polinomio trigonometrico di grado N interpolante Q(x) : Q(x,)=Yyy.
k=0,1,...,N, del tipo (cioé con N+1 coefficienti):

Q(X):CO +cleix _I_czeizx _I_c3ei3x _I_m_l_cNeiNx

z=¢" = 0@)=c,+cz+ 6,2 +¢,2° +- 4y

ACS_04c.13

per il Teor. di interpolazione di Lagrange, imponendo le condizioni di
interpolazione si ottiene il sistema lineare nelle incognite ¢,

Q(x,)=0(2;)=yx
1

k=0,1,...,N

4{>

1° ALGORITMO

1

IX

e

ixl

€

X,

e

Xy

(&

i2xg

€

ile

€

i2x,

(&

i2xy

e

€

€

(&

e

iNx
ile

iNx,

INx

Yo
V1
V)

YN

si risolve il sistema lineare nelle incognite c,, e si trovano i coefficienti

Interpolazione Trigonometrica

(prof. M. Rizzardi)




Esempio: perché [0,2n] e non [0,27]?

semia pertoT

chiusoT

ACS_04c.14

Q(2)=cy+cz+6,2 +c2" +-4eyz, z=e”
Per applicare il Teor. di esistenza ed unicita del polinomio interpolante di
Lagrange € richiesto che gli N+1 nodi 7z, =e¢"* con x,€[0, 2n] (di spazia-
tura qualsiasi) siano distinti.

7 nodi equispaziati
1 r — T — v

— ———

0.8
N=6; k=0:N; % N: grado polinomio 06 | \
xk=linspace(0,2*pi,N+1) ' ;| % valori equispaziati el o z=0
zk=exp(i*xk); yk=sin(xk); compresi 0 e 27 |/ O z=2n \
fplot(@sin,[® 2*pi]); axis equal; hold on % f *
plot(xk,yk, 'sb") ¥ o B
% A: matrice dei coefficienti del sistema " 02 f
A=repmat(zk,1,N+1).”~repmat(k,N+1,1); FP1AN /
disp(det(A)) vel \
-7.6738e-28 - 3.1743e-13i KLY oel e

real(zi)

Se il determinante di A e nullo,
non esiste un’unica soluzione del sistemal

disp([zk(1) zk(end)])
1 ~ 1 - 2.4493e-16i

Ora 1 nodi sono (zk,yk): le zk devono
essere distinte!

Interpolazione Trigonometrica

(prof. M. Rizzardi)




® /4 10
Esempio: perche [0,27] e non [0,27]? r
semiapertoT chiusoT Sl
2 3 N ] <
O(z)=c,+c,z2+¢c,2° +¢,2 +-+ceyz , z=e”

Per applicare il Teor. di esistenza ed unicita del polinomio interpolante di

Lagrange € richiesto che gli N+1 nodi 7z, =e¢"* con x,€[0, 2n] (di spazia-
tura qualsiasi) siano distinti. 7 nodi non eauisbagiafi g
1 C fquEpamatl g
08} . \\\ g
N=6; k=0:N; % N: grado polinomio osl » S
xk=[0;2*pi*rand(N-1,1);2*pi] ;[% valori non equispaziati ol o z=0 \ =y
zk=exp(i*xk); yk=sin(xk); compresiOe2n | |/ O z=27 \[ Il =
fplot(@sin, [0 2*pi]); axis equal; hold on  02) 1 [ s
plot(xk,yk, 'sb") b of < L (Y
% A: matrice dei coefficienti del sistema 02 1 ls
A=repmat(zk, 1,N+1) .~ repmat(k, N+1,1); {,‘4.\.\ //_ 5
disp(det(A)) ol =

-7.6738e-28 - 3.1743e-13i 2?7 | \\ /
——e—eeDam! o - ) 087 \\- )

. - . . -1 0.5 rea;(”.) 0.5 1 _".;\
Se il determinante di A e nullo, S
non esiste un’unica soluzione del sistemal =
disp([zk(1) zk(end)]) Ora i nodi sono (zk,yk): le zk devono | &

1 =~ 1 - 2.4493e-161 | essere distinte!




Esempio: =5 (6 nodi di interpolazione)

grado dispari 6 nodi qualsiasi (anche non equispaziati)

ACS_04c.16

_ IX 2ix 3ix 4ix 5ix Polinomio interpolante Q(x) su 6 nodi
Os(x)=cytce” +ce”" +cye " +ce +ese . . . . .

funzione interpolata

myfun:@(t)exp(cos(t)+sin(t) ); 251 : © nodi di interpolazione | 7
x=linspace(0,2*pi,199); y=myfun(x); p maliak]
%% (xk,yk) dati di interpolazione di myfun
Npts=6; xk=2*pi*rand(Npts,1); yk=myfun(xk);

N=Npts-1; k=0:N; [ A=exp(ifxk*kpe— cQ=A\yk

~imag[Q(x)]

we

Q=polyval(flipud(cQ),exp(i*x));
plot(x,y, 'k',xk,ykj 'ok'); hold on
plot(x,real(Q), 'r/,x,imag(Q), " 'b:")

Interpolazione Trigonometrica

legend(...)
xk*k: prodotto esterno | o i : 3 p : 6
c’e una parte immaginaria # 0
. . a4 nel polinomio!
L e e .o e Yo La funzione interpolante & solo | _
1 e e . M|l V, la parte reale del polinomio | €
N
N
. . . N
e e el =y, | dmmm) Ac=y
1 eixN einN L eiNxN CN yN




Esempio: N=6 (7 nodi di mterpo

Grado pari

TN(Z):Z_%('Y_% +’Y_%+1Z—|—’y_%+2zz_|_..._|_,YOZ%_|_ 35|

3_

N AL S AL Y+%ZN)

myfun=@(t)exp(cos(t)+sin(t));

x=linspace(0,2*pi,199); y=myfun(x); 15}

%% (xk,yk) dati di interpolazione di myfun
Npts=7; xk=2*pi*rand(Npts,1); yk=myfun(xk);
N=Npts-1; k=0:N; A=exp(i*xk*k);
zk=exp(1i*xk); cT=A\(yk.*zk.~(N/2));

z=exp(1li*x); T=z.”~(-N/2).*polyval(flipud(cT),z);
plot(x,y, 'k',xk,yk,'ok'); hold on

azione)

Polinomio interpolante T(x) su 7 nodi

2571

funzione interpolata
O nodi di interpolazione | .
real[T(x)]

-------- imag[T(x)]

L'a funzione interpolahite e sblo  ©
la parte reale*del polinomio

plot(x,real(T), 'r',x,imag(T), 'b:") 51
legend(...) 20 |

15[

plot(x,y, 'k',xk,yk, 'ok'); hold on
plot(x,real(Q),'b', x,real(T),'r") o
legend(..)

Polinomi interpolanti real[Q(x)] e real[T(x)] su 7 nodi

O nodi di interpolazione |

funzione interpolata

real[Q(x)]
real[T(x)]

T oscilla mo\to ﬁweno diQ

A/

X

ACS_04c.17
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Problema particolare di I

Assegnati N+1 nodi distinti x,

(periodo T=2n e

nterpolazione Trigonometrica

‘ nodi equispaziati i)

equispaziati

in |0, 27| ed N+1 valori y, eC,

si cerca un polinomio trigonometrico interpolante Q(x) [cioe tale che:

O(x,)=y,, k=0,1,...,N] deltipo:

. . iN
O(x) = cy+ c,e* + c,e™ + - + e

E‘

N+1 nodi x, equispaziati in [0, 2n[: x,=2nk/(N+1), k=0,1,..N | &

x=| 0 |20/(N+1)| 4n/(N+1) | 6m/(N+1) 2n(N-1)/(N+1) | 2aN/(N+1) | &
I 1 r - 1

Yo T 0 ; 2n _4n 27N o Yo =

condizioni di interpolazione e |1 e N L i ¢, v |l 8

k=0919°'°9N Q(xk) = Jk X, = }\;‘:1 1 e‘z\?_ﬁ eilg_fl ei% ¢, |=1|, ;—‘

4{> v = N 1 eilvaﬁ ei% eizﬁﬁl Cn YN




Come prima, si puo sfruttare il Teorema di esistenza ed unicita del
polinomio interpolante di Lagrange per determinare il polinomio
trigonometrico interpolante O

Teorema: Assegnati N+1 punti (x,,y,) con nodi equispaziati
X, €[0,27[, x,=2nk/(N+1) per k=0,1,...,N, €siste un unico polinomio
trigonometrico, di tipo Q(x)=c,+c,e”+c,e* +---+cye’ * e tale che
O(x,)=y, Vk=0.1,....N (interpolante), i cui coefficienti sono soluzioni del

seguente sistema Ac=y:

. . |

P O (1 1 1 1

; ?5 E : j-27 j-27 2 j-2n_ N :

2 a1 e e e’ mfc y
Et: ] - 0 0
Al . 2n \2 4 LN [BC

: 8 - =G Y2
E—' lllllllllll} | N —
- m ;2m \3 i 2x \0 2z \3N [m c, v,
. . N+1 N+1 N+1 ]

H () (e (e R |
. : =

i : o)y
3 : o \N :2n \2N - 2n Nz: N N
QD - 1 elN—H elN_'H o elN_'H =

: : » m

:w: .IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII.

ACS_04c.19
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Esempio: funzione e~

Formula di Eulero*

el%=cos(0)+isin(0)

* scoperta intorno al 1740

ACS_04c.20

syms th real;z=exp(i*th);ezplot3(real(z),imag(z),th,[-pi pi], 'animate’);view(2);axis equal

figure;fplot(real(z),[-pi pi]);axis equal; figure; fplot(imag(z),[-pi pi]);axis equal

i

curval': z =e¢

08
06

04r

Re ['e”’ ]

periodo 21

02r

orario.

1

> or
02t
041
06T
08

\' e~9 percorre la circon-

ferenza in verso ora-

rio.

Repeat

eV & periodica di

e'Y percorre la circon-
ferenza in verso anti-

PI=sym(pi);

hk =4 h=0:‘M-1: k=0°M-1:
O :{(ﬁ) } = rem restituisce il esto (mod) | 58 T¥9ELT A ST
hk=0....M—1 della divisione di i1k per M W2=exp(2i*PI/M*rem(h’ *k,M))
+ 27 hk W1l = W2 =
_{e }hk—O M1 o [1, 1, 1, 1] [1, 1, 1, 1]

h,k=0,...M—1

[1, 1i, -1, -1i] (| [2, 1i, -1, -1i]
+2% mod(hk,M) 1, -1, 1, -1] [1, -1, 1, -1]
€ [1, -1i, -1, 1i]||[2, -1di, -1, 1i]

Interpolazione Trigonometrica

(prof. M. Rizzardi)




|

Esempio

21

mod(hk,M)
eM ]

PI=sym(pi); syms h k real
M=4; h=0:M-1; k=0:M-1;
A=exp(2i*PI/M*rem(h'*k,M))

Al=exp(-2i*PI/M*rem(h'*k,M))

fprintf('\nA*Al1 =\n')

disp(A*A1)
A*Al =

[4, o,
[0,
[©,
(o,

, 0]
, 0]
, 0]
, 4]

J

o0 Pp
o
OO

J

fprintf('\nAl*A =\n")

disp(A1*A)
Al*A =
[4, O,
[0, 4,
[0, O,

0, 0]
0, 0]
4, 0]

k=01, M1
i sin (+ ﬂ)
M

= cos(—2%) +isin(—2%)

fprintf('\nA1*A/M =\n")

disp(A1*A/M)
A1*A/M
[1, o,
[0, 1,
[0, o,
[e, o,

, 0]
, 0]
, 0]
» 1]

O P OO I

complessi
e
coniugati

ACS_04c.21
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2° ALGORITMO

Per il polinomio QO(x) la soluzione del sistema
A-c=y e data direttamente da

—1
c:QM Yy =

1
T

myfun=@(x) cos(3*x);

xk=linspace(0,2*pi,M+1)";
invA=exp(-2i*pi/M*mod (k"' *k,M))/M;
Q=polyval(flipud(c),exp(i*x)); plot(x,y, " 'k',xk,yk, 'ok',x,real(Q), " 'r--")

k=0:N;

axis tight

x=linspace(9,2*pi,199);
M=5; N=M-1; % M num. nodi, N grado polinomio

xk(end)=[1;

08r
06
04rF
0.2
> or

021

Polinomio trigonometrico
1 T

N

funzione interpolata cos(3*x)
® 5 nodi di interpolazione
— — —real[Q(x)]

08
06
04r
02t

> or

y=feval(myfun,x);

yk=feval(myfun,xk);
c=invA*yk; % prodotto mat-vet

interpolante Q(x) di grado 8 _ Polinomio trigonometrico interpolante T(x) di grado 4__
T 7 T T i 1 T T =

& i

T

funzione interpolata cos(3*x)
® 5 nodidi interpolazione

— — —real[T(x)]
[

ACS_04c.22
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2° ALGORITMO

Per il polinomio QO(x) la soluzione del sistema A-c=y & data
direttamente da

ACS_04c.23

_0O-1
=t y=10, .y

con soli 2 nodi in piu

myfun=@(x) cos(3*x); x=linspace(0,2*pi,199); y=feval(myfun,x);
|M=7; N=M-1; % M num. nodi, N grado polinomio

xk=linspace(9,2*pi,M+1)'; xk(end)=[]; yk=feval(myfun,xk);

k=0:N; invA=exp(-2i*pi/M*mod(k'*k,M))/M; c=invA*yk; % prodotto mat-vet
Q=polyval(flipud(c),exp(i*x)); plot(x,y, " 'k',xk,yk, 'ok',x,real(Q), " 'r--")
axis tight

Interpolazione Trigonometrica

Polinomio trigonometrico interpolante Q(x) di grado 12 Polinomio tngonometnco mterpolante T(x) di grado 6
1 T T T T T 1
08\ . 08
\
06 ‘\ f 1 0.6
I
| \l 1] 04r funzione interpolata cos(3*x) —
02} \\ ,’ | 0zl ® 7 nodi di interpolazione ‘8
\ J‘ — — ~real[T(x)] g
> L - >
0 ‘. I ’ N
02F | ,' 0.2 o
1 .
04F | : 0.4 =
| | q-.
061 \'. I‘ funzione interpolata cos(3*x)| | [ T 06 =
onk W\ ® 7 nodi di interpolazione \\ ,’ | pomn | :"_5;
— — ~real[Q(x)]
A : N7 : A \ a
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

X X




3° ALGORITMO

Posto M = N+1, il numero di punti di interpolazione, si ha

A= (ah,k> (6 o )hk (@)hk hk=0,:,M—1

_jin

S M
dove , =e

ACS_04c.24

Cos’e la matrice A del sistema per l'interpolazione
trigonometrica?

A meno del fattore moltiplicativo 1/M, A e la matrice
della IDFT 3/ ; cioed A=M(Q,,)"

Interpolazione Trigonometrica

Quindi la soluzione del sistema A-c=y e data
direttamente da ¢ = A !y =

c==-Q, -y =--DFT, ()

(prof. M. Rizzardi)




Cos’e una DFT ?

DFT sta per
Discrete Fourier Transform

ACS_04c.25

cioe
Trasformata Discreta di Fourier

Interpolazione Trigonometrica

IDFT sta per

Inverse Discrete Fourier Transform
cioe
Trasformata Discreta Inversa di Fourier

(prof. M. Rizzardi)




Anticipazione: Discrete Fourier Transform (DFT)

sara trattata nella parte Il del corso

DEFINIZIONE: FelaDFT dif

E=DFT(f)

Input: f=(f,f,f, ..., fy_,)" vettore reale o complesso (feC")

Output: E = (FO,Fsza- . °9FN—1)T

-F=DFT(f)=Q

(EeC)

-f  forma matriciale DFT

—_— 'N =
\ kj . . .
dove QN e la matrce quadrata QN =(60]$) , I cui elementi sono
b k,j=0.1,.,N-1
: —i <k
le potenze di @, =¢ "
* Una radice N<€m2 dell’'unita primitiva z & una radice Nm2 d;j 1 tale
(€ una radice /N sima che le potenze {(z)},_, . n_; danno tutte le radici N sime dilg:
dell’'unita primitiva’) c=Ni= \/[pZL 6= 0] —
21
=11,k =
{ N k=0,1,...,N—1

— dal prodotto matrice-vettore

N-1 _2mi '
E=Yfe =S pot,
j=0 '

ACS_04c.26
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N=4; w=exp(sym(-2*pi*i/N))

W =

-i P2 prodotto esterno

k=0:N-1; W=w.”~(k'*k)

W =

4. 1, 1, 1]"

[ 1, T=i, -1, 1i]L

[ 1, -1, ©4, -1]f . o -
[1, i, -1, ~+ (2, e simmetrica .

-~ E
Esempio F=DFT(f)=Q,f
. _j2n
Q :[(@N)"’] | dove o, =e N
7 k,j=0,1,..N—1 i =
i’ =1
N= ®, = e—l% — Z:Z_i per la periodicita di i >
2=
P =i
1 1 1 1 T D N
O _ (i B (<) (=) o= -1 iglielementidiQNsonolei
= b =l G Ly TfE St 1 ] | N radic Neme gelfunita
e B B
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Principale proprieta di Q,: il calcolo
della matrice inversa e immediato!

... € quindi non va calcolata

N=..; w=exp(sym(-2*pi*i/N)); k=0:N-1;
W=w.”(k"'*k);
WW=simplify(W*W), D=simplify(W'*W)

N= N=3 N=4 =5
WW = WW = WW = WW =
[ 2, 0] [ 3, 0, 0] [ 4, 0, 0, @] [ 5, 0, 0, 0, O]
[ 0, 2] [ 6, 0, 3] [ 6, 0, 0, 4] [ 6, 6, 0, 0, 5]
D = [ 0, 3, 0] [ 0, 0, 4, 0] [ 0, 6, 0, 5, @]
[ 2, @] D = [ 9, 4, 9, @] [ @, 9, 5, 9, @]
[ 9, 2] [ 3, 0, @] D = [ 9, 5, 9, 0, @]
[ 9, 3, @] [ 4, 9, 0, @] D =
[ 6, 0, 3] [ 6, 4, 0, O] [ 5, 0, 0, 0, O]
J [ 0, 0, 4, 0] [ 6,5, 0,0, 0]
[ 6, 6, 0, 4] [ 6, 0, 5, 0, O]
1 1 1 [ 0, 6, 0, 5, @]
1 H — ki [ 6, 0, 0, 0, 5]
Qy = (QN) =82y = (Q)N])
N N N k,j=0.1,..N-1

H sta per matrice trasposta e complessa coniugata

poiché la matrice e simmetrica, Q" si riduce alla sola complessa coniugata
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Inverse Discrete Fourier Transform (IDFT)

DEFINIZIONE: felaIDFTdiE  F=IDFT(f)

Input: F=(F,,F,,F,, ...,F\_,)" vettore reale o complesso (FeCV)

Output: f=(f,f,f, ..., f )" (feCN)
- f=IDFT(F)=0O-lF formamatriciale
- (E)=QyE IDFT
dove QN_l e I'inversa della matrice QN ed e data da:
>\
\o©
A -1 _ 1 Holg 1 (. -k
;@é\\ed’éc QN o N(QN> o Ng%N o N((DN )k,j—o,l,...,N—l
((\0\’&0 matrice complessa coniugata iz
\ (poiché €2, & simmetrica) Wy =€
— dal prodotto matrice-vettore: oy =e "
N-1 27 7.
1 NN forma scalare
fj — WZ er > j=0,1,.,N—1 IDFT
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& =i 3
Esempio f=IDFT(F)=Q_F g
|
. _i2n S
Q =|(wy)"] dove w,=e¢ ¥ )
\ k,j=0,1,.. ,N—1 oA
N=4| o, =¢ " =—i
4 = —
11 1 1 1 1 1 1)|¢
Q
1 - -1 i —\ hk 1 1 -1 —i S
_( shk _ -1 _ 1= _1 S
Q4_< : )h’k0’1’2’3_ 1 —1 1 —1 ﬂ Q4 4[( l) ]h,k_o,1,2,3 4 1 —1 1 —1 &
1 i -1'— 1 —i -1 i =
=
5
syms fo f1 f2 f3; f=[f0;f1;f2;f3]; =
N=4; w=exp(sym(-2*pi*i/N));
k=0:N-1; W=w.”~(k'*k)s prodotto esterno
disp([W inv(W)]) ~
[1, 1, 1, 1, 1/4, 1/4, 1/4, 1/4 ] 2
[ 1, -i, -1, 1, 1/4, 1i/4, -1/4, -i/4 ] N
[ 1, -1, 1, -1, 1/4, -1/4, 1/4, -1/4 ] &
[ 1, i, -1, -i, 1/4, -1/4 -1/4, i/4 ] =
F=W*f; disp((1/4*conj(W)*F-f).") S
[ 0, @, 0, 0] s




Algoritmo FFT (Cooley-Tuckey, 1965)
Fast Fourier Transtorm

Ha ridotto la complessita computazionale del .«
calcolo di una DFT da n* a n-log,n, consen-
tendo, in ambiente numerico, un'ampia utilizza-
zione dei metodi matematici basati su Fourier.
Attualmente esiste una famiglia di algoritmi FFT:
clascuno applicablle a dati (ed architetture)
particolari.

9,

— 2

sl nlog,n

7+

6+

guadagno!

<«

| | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1

in MATLAB:
fft(...) e ifft(...)

Questo algoritmo era gia noto a Gauss all'incirca nel 1805.
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3° ALGORITMO: esempio

Per il polinomio QO(x) la soluzione del sistema
A-c=y e data direttamente da

C:ﬁQM'y:ﬁDFTM (¥)

myfun=@(x) cos(3*x); x=linspace(0,2*pi,199); y=feval(myfun,x);

M=5; N=M-1; % M num. nodi, N grado polinomio

xk=linspace(9,2*pi,M+1)'; xk(end)=[]; yk=feval(myfun,xk);
c=fft(yk)/M; % mediante DFT

Q=polyval(flipud(c),exp(i*x)); plot(x,y, " 'k',xk,yk, 'ok',x,real(Q), 'r--")
axis tight

N~ 7N 7 ‘ r—

- " " funzione interpolata cos(3"x)
funzione interpolata cos(3*x) 1] 08 ®  5nodi di intepolazione
® 5 nodi di interpolazione /
/

— — —real[T(x)] — — —real[Q(x)]
T

Polinomio trigonometrico interpolante T(x) di grado 4 Polinomio trigonometrico interpolante Q(x) di grado_|;
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3° ALGORITMO

Per il polinomio QO(x) la soluzione del sistema A-c=y & data
direttamente da

ACS_04c.33

c ==y =-DFT,, (y)

con soli 2 nodi in piu

myfun=@(x) cos(3*x); x=linspace(0,2*pi,199); y=feval(myfun,x);
|M=7; N=M-1; % M num. nodi, N grado polinomio

xk=linspace(9,2*pi,M+1)'; xk(end)=[]; yk=feval(myfun,xk);
c=fft(yk)/M; % mediante DFT

Q=polyval(flipud(c),exp(i*x)); plot(x,y, " 'k',xk,yk, 'ok',x,real(Q), 'r--")
axis tight

Interpolazione Trigonometrica

Polinomio trigonometrico interpolante Q(x) di grado 12 Polinomio tngonometnco mterpolante T(x) di grado 6
1 T T T T T 1
08\ . 08
\
06 ‘\ f 1 0.6
I
| \l ” ] 04r funzione interpolata cos(3*x) —
02} \\ A 0zl ® 7 nodi di interpolazione ‘8
N J‘ | - — — ~real[T(x)] E
0 ‘. I ’ N
02F | ,' 0.2 o
1 .
04F | : 0.4 =
| | q-.
061 \'. I‘ funzione interpolata cos(3*x)| | [/ 1 061 8
onk W\ ® 7 nodi di interpolazione \\ ,’ | pomn | 8
— — ~real[Q(x)]
A : N7 : A \ a
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

X X




| coefficienti del polinomio trigonometrico interpolante
Q(x) sugli M=N+1 punti (x,,y,), con i nodi x, equispaziati,
sono dati da (analogamente per il polinomio 7'(x)):

*» Algoritmo 1 (metodo di Gauss): sistema A-c=y

con complessita O(M?>/3)

% Algoritmo 2 (prodotto mat-vet): ¢ = A~ e ﬁ?l W

con complessita O(M?)

s Algoritmo 3 (DFT): C = ﬁDFTM ()’)

con complessita O(M log, M)

il piu efficiente
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3 algoritmi per determinare | .

coefficienti del polinomio trigono- .
metrico interpolante su »z nodi: =

1.

4F

[per n nodi qualsiasi] Si ri- 2
solve il sistema lineare con s
I'algoritmo di Gauss: allora
la complessita computa- os
zionale e O(n3/3); of

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

. [per n nodi equispaziati] Conoscendo l'inversa della matrice

del sistema, si eseque il prodotto matricexvettore: la
complessita computazionale e O(n?);

3

. [per n nodi equispaziati] La complessita computazionale si

riduce a O(n-log,n) ricorrendo all'algoritmo FFT per il
calcolo di una DFT.
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Algoritmi 1,2,3 su nodi equispaziati in [0,27]

Polinomio trlgonometnco mterpolante T(x ) di grado 4

/)

funzione interpolata sin(2*x)

® 5 nodi di interpolazione

— — —real[T(x)]

1 opolsad Ip éagpouad

Polinomio trigonometrico interpolante Q(x) di grado
. . . ~ : :

funzione interpolata sin(2*x)
® 6 nodi di interpolazione |
— — —real[Q(x)]

Polinomio trlgonometrlco interpolante T( x) di grado 4

- VA

funzione interpolata cos(3*x)
® 5 nodi di interpolazione

— — —real[T(x)]
I

| risultati sono gli stessi per i 3 algoritmi;
I’'unica cosa che cambia e il tempo

9% c')pc')!.léd‘!p'ea'gpo!.lad

Polinomio trigonometrico interpolante T(x) di grado 4

¢ opouad Ip ediporad

R
/ N
14 ¢
¢
05
of
0.5 - -
funzione interpolata cos(x/2)
® 5 nodi di interpolazione
— — —real[T(x)]
4 n " : .
0 1 2 3 4
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25

20

-15

e se i dati di interpolazione

provengono da una funzione non periodica ...

exp(x/2).*cos(2*x)

e nolinomio trigonometrico interpolante
e funzione interpolata
@ dati interpolazione

PP oP
® o o

Non bisogna usare l'interpolazione trigonometrica!!!

x°/750-x*/50+x2-5%-1

e nolinomio trigonometrico interpolante
e funzione interpolata
@® dati interpolazione

PP oP
® o o
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Interpolazione Trigonometrica di periodo T=b-a

'intervallo [0, 21| non & una limitazione: se si interpolano
dati periodici nell’'intervallo [0, 7| & sufficiente “proiet-
tare” [0, 7] in |0, 27 :

(€0, T]——x =2%; €[0,2q]

~o ~<
1 ~ ~<
< ~
| ~ <
~ ~
< <
1 < ~o
1 ~ ~o
~e N
1 ~ ~<
1 AN ~
<
1 S ~o
~o <
1 ~ \\\
1 ~ ~
~ ~
' < ~
!
1 S
1 S~
~<.
1 ~
1 SS
o

X
Se piu in generale si interpolano dati periodici in un
qualsiasi intervallo |a,b|: prima si trasla I'origine in a e poi
si proietta |0, b—a| in |0, 27|

2
t€la,b|——x = b—na (t—a)e0,2n

T e una affinita
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Problema di Interpolazione Trigonometrica
(intervallo [a, b], periodo T=b-a)

Assegnati M nodi distinti t, equispaziati in [a, b] ed M
valori y,, il polinomio frigonometrico interpolante, di
grado N=M-1, del tipo:

Q(x) = ¢y +cie" + e Fee™ 4t eye™ (N QUCI|SiC(Si)

Ty(x)= V_%e_iix Fotye 4+ Yo y+1eix +ot y+%ei?€ (N par‘i)

si ottiene con la sostituzione: x= bz_na (t—a)
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Interpolazione Trigonometrica in [a,b[ di periodo 7=b-a

xk=1linspace(a,b-(b-a)/M, M)"';

/

fun=str2func(['@(x)"’
a=input('a = '); b=in

M=input('numero nodi
yk=feval(fun,xk);

c = fft(yk)/M;

Q = polyval(flipud(c),
plot(x,y,'b",xk,yk, "o

RINE

input ("’ strlnga funzione: f( ','s
put('b = '); x=linspa 5 ,401), y=feval(fun,x);

"); | xk=1linspace(a,b,M+1)"'; xk(end)=[

15

exp(i*2*pi*(x-a)/(b-a))); &
K™%, Feal(qg); )

unica

modifica

funzione interpolata cos(3x) in [-2/3mr,+2/37]

funzione interpolata sin(2*x) in [-2m,7]

0.8

0.6 -

e finzione interpolata

0.4+
@ dati interpolazione

e nolinomio trigonometrico interpolante

0.2

-0.2

0.4}

-0.6

-0.8

i\

0.2+ e nolinomio trigonometrico
e funzione interpolata
0.4r @ dati interpolazione

-0.6
-0.8
-1

mterpolante
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Interpolazione trigonometrica in MATLAB

y=interpft(fj,N) interpolazione mediante Trasformata di Fourier. Usa la
Trasformata di Fourier dei valori 7, in n nodi equispaziati, per produrre N valori in
punti equispaziati. Se ¥j e una matrice agisce su ogni colonna, altrimenti usare
y=interpft(fj,N,dim) per scegliere la dimensione su cui agire.

pf=@(t) sin(t).”2.*cos(t); % funzione interpolata
str="$f(x)=\sin*2(x)\cos(x)$'; % formula LaTeX per i titoli

a=0; b=3*pi; L=b-a; n=40; dx=L/n; xj=a+dx*(0:(n-1))"'; fj=pf(xj); % nodi di interp.
figure; fplot(pf,[a b], 'Color','k'); hold on
plot(xj,fj, 'ok', '"MarkerFaceColor', 'k'); xlabel(..); ylabel(..); title(..)

N=300; Xj=a+L/N*(@:(N-1))'; Fj=interpft(fj,N);

figure; fplot(pf,[a b],'LineStyle',':"', 'Color','k"'); hold on
plot(xj,fj,'ok',Xj,Fj,"'.r"); xlabel(..); ylabel(..); title(..)

Interpolated function: f(z) = sin®(z) cos(x) FFT Interpolation of Periodic Functions
0.5 : : : ‘ : : ‘ ‘

0.5

e 40 interpolation knots € [a, |
%
e 300 new samples € [a, b]
2

_0-5 L 1 L Il _0-5 1 1 1 L
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
(interval [a,b] = [0, 9.42[ = one and a half the period) (interval [a,b] = [0, 9.42[ = one and a half the period)
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e 24 interpolation knots € [a, b[

¢ 100 new samples € [a, b|

0.5

o
&

0.5

0.5

o

0.5+

Interpolazione trigonometrica in MATLAB

in input: n nodi di interpolazione equispaziati in [a, b|

Interpolated function: f(z) = sin*(x) cos(z)
0.5 : ‘ : .

Interpolated function: f(x) = sin®*(z) cos(z)

-3 -2 -1 0 1 2 3
X
(interval [a, b[ = [-3.14, 3.14] = the exact period)

a=-pi; b=+pi;
n=24; N=100;

¢ 32 interpolation knots € [a, b[

Interpolated function: f(x) = sin®(z) cos(x
0.5 : : : ‘ .

S

o
o

-6 -4 -2 0 2
€I

4

6

(interval [a, b] = [-6.28, 6.28] = twice the period)

a=-2*pi; b=+2*pi;
n=32; N=200;

e 22 interpolation knots € [a, b[

-0.5

(=]
&

0 0.5 1 1.5 2
€T

(interval [a, b = [0, 2.36] = a submultiple of the period

a=0; b=3/4%pi;
n=22; N=100;

in output: N valori in nodi equispaziati in [a, b|

FFT Interpolation of Periodic Functions

(interval [a, b] = [-3.14, 3.14[ = the exact period)

e 200 new samples € [a, b|

0.5

(=]

FFT Interpolation of Periodic Functions

0.5+

(interval [a, b = [-6.28, 6.28] = twice the period)

e 100 new samples € [a, b]

-0.5

FFET Interpolation of Periodic Functions

277?

o

0 0.5 1 1.5 2
xr

\rll N[ e TV, TN AT \Jll
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Interpolazione trigonometrica in MATLAB

Idea dell'algoritmo*

ACS_04c.43

* |"algoritmo di interpft e leggermente diverso; usare edit
interpft nella Command Window per vederne il codice

Y=interpft(fj,N) trasforma, mediante la Trasformata di Fourier, il vetto-
re degli n campioni fj dallo spazio del tempo a quello delle frequenze e,
introducendo degli zeri, ne aumenta il numero a N, con N>n. Poi inverte la

nuova Trasformata di Fourier. . R
per semplicita 'esempio suppone n e N pari ’ r

a=0; b=3*pi; n=32; )gj:linspace(a,b,n)'; fij=pf(xj); z 9
if r'em(n:2) == 1 % ndispari 1:

fj=[mean(fj([1 end])); fj(2:end-1)];
else ) % n pari ) ) FT ‘

fj(1)=mean(fj([1 end])); fj(end)=fj(1); ! 1
end <L i
a=fftshift(fft(fj)); a=[a; a(1)]; T U @ & :§ o it
nyqst=tIoor(n/2); nu=(-nygqst:nyqs

figure; stem(nu,abs(a), 'ob’ ), AX= ax1s, axis([- nygst-1 nygst+l -0.1 AX(4)]1)
hold on; plot([-nygst nyqst] abs(a([1 end])), 'or")

b=Tzeros ((N-n)/ a; zeros((N-n)/2,1)T; % allunga il vettore 35 -
figure; stem((-N/2:N/2)',abs(b),'.c") s
AX=axis; axis([-N/2-1 N/2+1 -0.1 AX(4)]) il
hold on; stem(nu,abs(a),'ob-.", 'MarkerSize',4) 25 il
mid= N/2+1 plot([-nygst nyqgst], abs(b([m1d nyqst m1d+nyqst])), .r')

2

erSize',4) it
b=b(1:N); y=ifft(fftshift(b)); y=y*N/n; IET s zeri E zeri
if isrgal(fi), y=real(y); end 1 i
fprintf (' \nY=1nterpft(fj,N) e y da Fourier Transform:"') i
fprintf('\nmax(abs(Y - y)) = %g\n', max(abs(Y-y))) " &
Y=interpft(fj,N) e y da Fourier Transform: 0 | _—

max(abs(Y - y)) = 1.11022e-16 Errore assoluto e s e woom W

Interpolazione Trigonometrica
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