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Argomenti trattati

Curve e superfici:equaziohi cartesiane e pa-
rametriche, curve.regolari,

Sistemi di‘coordinate: cartesiane, polari, ci-
lindriche, sfepiehe,-0mogenée:

Retta tangente a-una curva, piano tan-
gente a una superficie, retta normale.

Curve a tratti: continuitd geometrica e para-
metrica.
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Rappresentazione di curve e superfici

Non parametrica

“Esplicita

\

curva nel piano

curva nello spazio

y=1 x,

X € ab

y=f x,
=g x ,

X€ ab

*ﬂImpliciTc —> superficie nello spazio
: z=f xy, x,y € a,bxc,d
: > curva hel piano f x,y =0
dParametrica
i i x,y,z =0
(dipendente da parametri) Nl v el e fxy
g x,y,z =0
> superficie nello spazio | £ x y 7 =0
: x=x 1,
> curva hel piano | - T€ a,b
. ) Y=y, 1 parametro
superficie nello spazio (< ) !
| X=Xx7
F=x A llo spazi
> curva nello spazio | ]y — T a.b
<y:y 7\"“, }\4,“ ea’bXC,d y y TEC )
— 7 A =2 1T,
<=2 MU, 2 parametri - 1 parametro
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Esempi: rappresentazione non parametrica

ACS_03.3

Esplicita: retta in R? y=mx+q

Esplicita: parabola in R? y=ax® +bx+c

Sistemi di coordinate, curve e superfici

Implicita: circonferenza in R?  x*+y* +ox+By+y=0

11 N +b —I_ —I—d :O
Implicita: retta in R3 Jl“lx 1y rarTa

a,x+b,y+c,z+d, =0
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Esempi: rappresentazione parametrica 5
o o I
: X A X d
retta in R? = ] reR

y A Yo dy 1 parametro -
: : x 0 b acos 0 +
ellisse in R? ="+, |, 8€ —m+n g
y 0 Yo bsin® 1 parametro o
X A X, d, %
= [ rettainR? y A |={y|+2|d, |, 2eR 5
< zZ A <0 dz 1 parametro g
2 < O
< ©
S X A,u % U, v, -
E’ \plano in R3 y ALp (=Y |+ u, ||y [, AneR g

< 7"“ < u, v, 2 parametri

superficie sferica di centro Py in R3  (r,9,0) coordinate sferiche
x ¢,0 X, +rsinocos0
y 0,0 [=|y,+rsinesinb|, o€ 0,n,0€ —n,+n
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Z ¢,0 Z, +rcoso

2 parametri




Sistemi di coordinate in R3

P ¥, 2)
dCartesiane P(x,y,z) .
X ascissa X/l
y ordinata
z quota (o altezza) ; Z
|
Plx. v 2] i]\
th M He g ]
Cilindriche P(p,0,z) /ﬁ%@f 5 p=i
lari in R2
> porrt! O polo, Ox asse polare —

p€]0,0[ raggio vettore
0<[0,2n[ anomalia 0 azimut
Z quota

dSferiche P(p,,0)

O polo, Oz asse polare
pe€[0,00[ raggio vettore
0<[0,mn] colatitudine s
(rt/2-latitudine)
¢@<[0,2r] longitudine o
azimut

— latitudine=m/2 — 0
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Passaggio da un sistema di coordinate ad unaltro

in MATLAB

da cartesiane P(x,y,z) a cilindriche P(p,0,z)

[theta,rho,z] = cart2pol(x,y,z);

rho = sqrt(x.”2+y.”2);
theta = atan2(y,x);

dda cilindriche P(p,0,z) a cartesiane P(x,y,z)
[x,y,z] = pol2cart(theta,rho,z);

rho.*cos(theta);
rho.*sin(theta);

X
y

da cartesiane P(x,y,z) a sferiche P(p,p,0) -
[phi,el,rho]=cart2sph(x,y,z); theta = pi/2-el;

rho = sqrt(x.”2+y.”2+z.72);
theta = acos(z,rho); el = pi/2-theta;
phi = atan2(y,x);

dda sferiche P(p,0,0) a cartesiane P(x,y,z)
el = pi/2-theta; [x,y,z]=sph2cart(phi,el,rho); H

z = rho.*cos(theta);
X = rho.*cos(el).*cos(phi);
y = rho.*cos(el).*sin(phi);

Z

cartesiane

\\?P(x, Y, 2)

cilindriche

Pl ..z

sferiche
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Coordinate omogenee (o coordinate proiettive)
Introdotte da August Ferdinand Moebius nel 1827.

Idea: avere una rappresentazione del punto all’infinito
dello stesso tipo di quella dei punti al finito.

Esempioz P pUﬂTO C(l flniTO in Rz Si agg|unge una dimensione
f X, X,
Pl |eR? e P, |X,|eR?
3 om 2
X, BEE— —
X, X, ) X520
. : X, = — )
coordinate cartesiane 2 X, coordinate omogenee
P, r'cltcppr'esen’ra una classe di equivalenza che e puntial finito
identifica tutti i punti allineati in R3 del tipo: i -
g~ detto vettore aumentato (augmented vector) J U 21
3 9 6 3 e [] % X=1
3 X L Gahet XG0
P2<—>ZE6E—4E---Ek2,k¢O _
i, 3 —2 1

L'origine si rappresenta come (0,0,1)" e NON come (0,0,0)"
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In 2D il piano proiettivo reale puo essere pensato come il piano Euclideo cui si
aggiungono i punti all’infinito (o punti impropri), che sono considerati giacere su

una retta detta retta all’infinito.

Esiste un punto all’infinito per ogni direzione (inclinazione di una retta),
informalmente definito come limite di un punto, sulla retta, che si allontana

indefinitamente dall’origine.

Rette parallele nel piano Euclideo sono considerate intersecarsi nel punto

all’infinito corrispondente alla loro direzione comune.
Nel piano Euclideo reale una retta passante per |'origine ha

equazione cartesiana: r:ax+ by =0, con|al+|b|#0.
ed equazione parameftrica:

X b
(in coordinate cartesiane) y —d

Posto w = 1/t, dall’'equazione parametrica, il generico punto
sulla retta e descritto da:

coordinate cartesiane coordinate omogenee
. b X b
[ | "], w=1ler yl=|-a|, w=1ler
y) |—a ! t
w w w

Per || > il punto tende all’infinito e |w|—0.
Il punto all’infinito della retta r (direzione) viene

descritto in coordinate omogenee come (b,—a,0).

P(3,2) er:-2x+3y=0

(3,2,1) &= -2x+3y=0

0=(3,2,0)

a

in generale oo =|p
o) lal+IBl=0
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Nel piano R?= (x,y) il punto P(3,2) appartiene °l (96) CE'
alla retta r di equazione cartesiana: o ) AP <
r: —2x+3y=0 2 A 62)
0 *{"//’,

Ma anche i punti (9,6), (-3,-2), (-6,—4), .. °| -~ 2
appartengono ad r L | g
o | ¢
r in equazione parametrica: 3.2.1) §
x=32t |x 3 3 * — g
ro = ¢ = 1/w £ B.20=0m" S
¥ o
;i JEJW%);\. ::--r. ‘%
.i_TT—;;.—T—;”;”n; R

r in coordinate omogenee: ‘
v| = |2]| .. eil suo punto allinfinito — |3 5
wlo|w (o punto improprio)? 0 =




o .—Pwltng_fmlTO

.--"""f"' - |
O R
4 (3,2 1)
. 1 4 _, ’_ I‘l:w__ X3—1
o {=IEE-20)T & H. X=0
S s o, e
2‘*?""%4—4 e,
L] 4 a ;::,2 2 2 5 0 x‘
— T
a4 . \h'{
2+ 1'

.. e il suo punto all'infinito
(o punto improprio)?

1
* 4?
10
5

P(3,2) <= (3,2,1) 4= -2x+3y=0 = ©0=(3,2,0)

6l ©. 677
i > (6,4)
2r //?" (3.2)
= X"D//(I.S,l)
0 . /%//’
2 e ey
4t 16,-4) nel piano

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Equazione parametrica di una retta qualsiasi
dello spazio affine* R? in coordinate omogenee

* Anticipazione: Spazio Lineare come insieme di vettori,
Spazio Affine come insieme di punti.

ACS_03.11

1. Dati un punto P,(X,,Y,) ed una direzione d (punto allinfinito):

equazione vettoriale P =F +Ad, LeR

x| (x, o S

equazioni scalari vI=|y |+A[B]l, A€R 2
1 (1 0 3

5

2. Dati due punti P(x1,y4) € P,(X,,V,): direzione d 2
equazione vettoriale P=FP+A P —-FP , AeR g
x| (x () (x| (x X, — X, ;_‘

equazioni scalari yl=[y, [+, =y =]y, [+2]y, =y, |, L€R “'é
1) 1) (1) (1) (1 0 =




Coordinate omogenee in R? 5

Xl si aggiunge una dimensione

X, = —

X1 bX, X, S
Plx,|eR’ X -
T — = Zl e ——p |2 eRrt |:
X3 X4 X3 §
X3 X4 *g
ST, :
coordinate cartesiane L 4 coordinate omogenee 8
%’
.‘U'L)’

P, rappresenta una classe di equivalenza che identifica tutti i punti allineati in
R* del tipo:

3 9 —6 5
3 S
2 6 —4 N
Pl 2|+ = = = a) ||
2 —2 —6 —4 8 =
1 3 —2 in generale oo = , g
0

detto vettore aumentato (augmented vector) —



Equazione parametrica di una retta qualsiasi
dello spazio affine R3 in coordinate omogenee

ACS_03.13

1. Dati un punto P,(X,,Y,,2,) €d una direzione d:

equazione vettoriale P=F+Ad, LeR

X X, o §

o . Y1 1Yo B 3

equazioni scalari = +Al |, AeR s

4 <o 7 S

1 1 0 g

5

: : : direzione S

2. Dati due punti P.(x,,y,,2,) € P5(X,,Y,,2,): 5
equazione vettoriale P=PF +AX P,—F , A€R /

- - 3

X X, x| [x X, X, — X, S

i

equazioni scalari Y = Y + A Y2l _| = Vi + A Y2= N , MeR =

< <1 <y <1 < X T4 1

1 1 1 1) 1 0 =




Vantaggi delle coordinate omogenee

DII punto all'infinito ha una rappresentazione
come tutti gli altri punti al finito.

L Tutte le trasformazioni affini (compresa la trasla-
zione) possono essere descritte mediante una
matrice.

DLa composizione di trasformazioni affini si
riduce al prodotto delle loro matrici.

ACS_03.14
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Vantaggi delle coordinate omogenee: esempi

ACS_03.15

DII punto all'infinito ha una rappresentazione
come tutti gli altri punti al finito.

rette parallele
2x+3y[—-2=0
2x+3yHT7=0

Intersezione di 2 rette nel piano: nessuna soluzione

Sistemi di coordinate, curve e superfici

In coordinate omogenee: -

S X 2 Y 5
2yt 2= {2X+3Y—2W:O

wow g
™ § X =3 3) |

& 1Y =—2A  soluzione: punto allinfinito | —2 "Es
‘[zx =0y ol I©




Vantaggi delle coordinate omogenee: esempi

ACS_03.16

L Tutte le trasformazioni affini (compresa la trasla-
zione) possono essere descritte mediante una
matrice.

cosO —sino
A=]|
[sm@ COSO]

cos® —sin@® 0]
Rotazione R di un angolo 6 in R?

in coordinate omogenee: R =|sin® cosO® 0

Sistemi di coordinate, curve e superfici

0 0 1
2 X, —2 2
I' : xER ——ypy= cR =
x, —1 2
Traslazione T di passo (x,,y,)" in R? L0 x ;_‘
in coordinate omogenee: 1T'=|0 1 1y, .
0 0 1 =




Vantaggi delle coordinate omogenee: esempi

ACS_03.17

DLa composizione di trasformaziont affini si
riduce al prodotto delle loro matrici.

N
7

1) Rotazione A 2) Traslazione

> <§>

Sistemi di coordinate, curve e superfici

o cosO —smno x,
Roto-traslazione in R

in coordinate omogenee: T -R=|sin® cosO y,
0 0 1

—
O
C
(w]
N
N
o
Y
o
(.
Q
NV




Curve regolari

Una curva T in R? o in R3 (R"), descritta dalle sue equazioni
parametriche I:x=x(t) < parametroreale  t€la, b]

> ¢ semplice (non si intreccia) se la funzione vettoriale x(t) e
iniettiva;
> e chiusa se x(a)=x(b);

Una curva T in R? o in R3 (R"), descritta dalle sue equazioni
parametriche I':x=x(t) tparametroreale  tela, b]

e semplice e regolare se
> la funzione vettoriale x(t) e iniettiva;

> la curva ammette retta tangente continua in oghi suo punto,
cioe le funzioni che descrivono le sue equazioni parametriche
hanno:
< derivata continua: 3 x'=x'(t) continua in Ja,b] (x(t)eC'a,b|)
e non nulla: x'(1)20 Vrtela, b|

ACS_03.18
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Superfici regolari

ACS_03.19

Una superficie S in R3, descritta dalle sue equazioni para-
metriche  §:x=x(t,0) 1,0 parametrireali, (t,0)e[a,b]x[c,d]
e regolare se ammette piano tfangente continuo in ogni suo
punto, cioe se:

3 la funzione vettoriale x(t,0) ¢ iniettiva;

dla funzione vettoriale x(r,0) ha derivate parziali
continue;

d la matrice Jacobiana di x(t,0) ha rango 2 (cioé nessuna delle
due colonne puo annullarsi).

Sistemi di coordinate, curve e superfici

Ox, Ox, _
: ot  Ow =
X, =X T,0 5
S trice Jacobiana: J 0x, 0%, '°“
1X, =X, T,0 : — )
=X, T, E=) matrice Jacobiana T,® 5 B 2
X: =X: T,® .
L Ox, Ox, g

ot  Jw




Retta e piano tangente 5
I
" e una curva regolare in R? S
x] [x 7 . x A X T, x' T,
F:[ ]: , TE a,b| retta tangente in P, ]: ]Jrk , ] LER
y) e y ALY T Y T

T/\

coordinate di Pyel’

equazioni parametriche scalari

: . . v direzione tangente in P,
equazione parametrica vettoriale

S P=P,+)v

S e una superficie regolare in R3

Sistemi di coordinate, curve e superfici

X=X T,0 A
J matrice jacobiana in P
S:{y=y o, to €abxcd jocorlama Bie—> T Tty [H]
2=2 1,0 g_x T,,0, g_x T,,0,
X AW X T,,0, aT 8(0
piano Tangente in PO Yy Lu [FY 10,0, |[HA 8_}’ R 3_2 Tp> D rLpeR ;g
T
Z A Z Ty, 0, 8z oz N
. To» 0 A L0 Do =
codrdinate di Pyel’] ot dw =
A HS'
equazioni parametriche scalari E

equazione parametrica vettoriale > P=P,+ A v+ pw




Retta normale a una curva ed a una superficie

" e una curva regolare in R?

normale alla curva in Py: vettore d ortogonale al vettore tangente in P,

d Py de Spazio Nullo Sinistro
p=pid, ner d=| | [ a0 g

!
2 Yy T

t

!
Yy T

|

N AT = ueR": ATu=0 e lo Spazio Nullo Sinistro della matrice A(mxn)

S e una superficie regolare in R3

normale al piano in Py vettore d ortogonale al piano tangente in P,
d ortogonale alle colonne di J(z,,®,)

dl
P=P+1d, LeR, d=|d, ]TO,(DOTd:()<:>
d, de Spazio Nullo Sinistro di J(t,,®,)

|... oppure d tramite il prodotto vettoriale delle due colonne di J(ro,m>
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Richiami: prodotto scalare e prodotto vettoriale |:
di due vettori in R3 3
a, b, 3
a=|a|, b=|b, prodotto scalare (a,b>=a-b:aTb:;akbk cR
s b, *ﬂ“b = [[a|| [|b]] cos(6)

axb

a

-
i, j, k versori degli assi ‘l:’

—ai+taj+ak -
a=a,l +a,] +a prodotto vettoriale axb=|— a,b,—a;b, |€R’

b:bll‘|‘b2]‘|‘b3k a1b2_a2b1

... per “ricordare” il prodotto vettoriale:
usare la formula del determinante di Laplace axb=|a, a, a,

Sistemi di coordinate, curve e superfici

—

= a,b, —a,b, i — a,b, —a,b, j+ a,b, —a,b, k

minori complementari b, b, b,
Sviluppo del determinante mediante Teor. di Laplace applicato alla 1¢ riga — g
a, a,|- a, a,|- a, a,|- «
axh— _11+1 2 3l._|__11+2 1 3]._|__11+3 1 2k: S
b, b, b, b, b, b, S




Esempi di curve

= cosil), ¥y = sinjt),z=1

X COS T
curva regolare: elicoide C t =|y|=|sin t |, T€R
(elica circolare) - . - -
X A Cos T, —sin 1,
retta tangente y A |=|sin Ty + A |+cos To |5 derivata sempr-e diversa
'”ET 7 A T, 1 dal vettore nullo
(C regolare ovunque)
MATLAB SlmbOhCO Eq:@(t)[cos(t);sin(t);t]; MATLAB numer‘lCO
syms t real; € = Eq(t); t = linspace(-6*pi,6*pi,201);
ezplot3(C(1),C(2),C(3),[-6*pi,+6*pi]) C = Eq(t);

hold on

ezplot3(C(1),C(2),C(3),[-6*pi,+6*pi], "animate")

t0 = -pi/4; PO = subs(C,t,t0);
D=diff(C); % derivatasimbolica

DO = subs(D,t,t0);

syms lambda real

P = PO + lambda*Do;
h=ezplot3(PO(1),P0(2),P0(3));
set(h, "Marker',".","Color', k")
eZp10t3(P(1)JP(2)JP(3)J['1 1])

2 tange

plot3(C(1,:),C(2,:),C(3,:))
hold on; grid on

T

t0 = -pi/4; [~,k] = min(abs(t-t9));

[t0 t(k)] E

PO = C(:,k);

D=diff(C,1,2)/diff(t(1:2)); % rapp. incr.

DO = D(:,k);

plot3(PO(1)+[-1 1]*DO(1), ...
PO(2)+[-1 1]*DO(2), ...
PO(3)+[-1 1]*DO(3)); axis tight

plot3(PO(1),P0(2),P0(3), 'k.")

nti diver

se
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Esempi di curve

curva non regolare: astroide

x = cosiii”, y = sin(t)’

ACS_03.24

3
X [cos T ]

Ct= = , TE€ —m,+m J
Y] [sin T ]3 .* |

2 . 2 .
—3[cos r] sin T —[1—sm T ]sm T

=3

+3[sin T ]2 COS T +[1—cos T 2]cos T

derivata uguale al vettore nullo pert” = k% (non regolare)

Sistemi di coordinate, curve e superfici

3 2
X Cos —3|cos t, | sin ¢t
tangente in P, [ ]: [ ’ ]3 + A [ " ]2 " t, :kg
34 [sin t ] —|—3[sin t ] cos t,
MATLAB simbolico O " MATLAB numerico
syms t real 2R R e e | t = linspace(-pi,+pi,101);
C = Eq(t); anonymous function C = Eq(t);
ezplot(C(1),C(2),[-pi,+pi]); hold on R plot(C(1,:),C(2,:)); grid on
mo oyt axis equal; hold on
2 punti diversi 5
t0 = -pi/4; PO = subs(C,t,t0); |. t0=-pi/4; [~,k] = min(abs(t-t0)); S
D = diff(C); % derivatasimbolica . [0 t(K)] - N
DO = subs(D,t,t0); e - PO = C(:,k); d
syms lambda real : D = diff(C,1,2)/diff(t(1:2)); % rapp.incr. 5
P = PO + lambda*Do; o4 DO = D(:,k); 5
ezplot(P(1),P(2),[-1 1]) : plot(PO(1)+[-1 1]*DO(1), ... s
h=ezplot(P(1),P(2),[0 ©]); PO(2)+[-1 1]*DB(2)) =
set(h, '"Marker',"'.",'Color', 'k") . . | plot(Po(1),P0(2),'k.")




[ ] [ [ ] m

Superficie sferica :

: "

j X ¢ sin @ . <
2 YA Co=|yo|=rl 0| o€0mn z
. ) COS @ .
: ¢ cos O —smnm©O O :

5\/ R, O =[sin® cos® 0
, oo T 0 0 1

Se si ruota inforno all'asse z una semicirconferenza C assegnata nel piano (x,z),
di centro (0,0,0) e raggio r, si ottiene una superficie sferica di equazioni
parameftriche:

Sistemi di coordinate, curve e superfici

7k sin ¢ cos 0 azimuth
S5=R 0 -Co —> S 9,0 =|y ¢,0 |=r|sinesin6|, ¢€ 0,n,0€ —n, 4=
zZ ¢,0 COS @ colatitudine

Mediante una traslazione si porta il centro in (xq,¥0,20):
x| [x, sin ¢ cos 6

S=|y|=|y,|+r|sinesinO|, o€ 0,n,0€ —mn,+n
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o o N IN o

Superficie sferica

Yr
C
centro (3,2,1) e raggio 5
x| (3+5singcosd C
S=|y|=|2+5sinpsinO|, o€ 0,n,0€ —m,+xn
Z 14 5S5coso

Superficie sferica: e regolare?

matrice Jacobiana: J ¢,0 =|-=

MATLAB simbolico
J=jacobian(S);
rank(3J)

ox Ox

o X cos@cosO —sin@sin0
Oy ébi = 5| cospsin® —+sin@cosO
L] R :)P
;. 0z —sine

dp 00 T

rango J()=1 se sinp=0, cioe regolare tranne
che ai poli dove comunque ammette piano
tangente orizzontale.
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— Piano tangente alla superficie sferica

piano tangente a S per ¢,= /4 e 0= —1/2 in P, [3, 2—5@ 1+5§]

> P = IDo + }vJ:,l((Po,eo) + HJ:,Z((PO:GO)
. 3 0 5\/54
y|= 2—5% A —5\/54 +ul 0 |, nueRr
) 1+5g —SJ% "
MATLAB simbolico

z
-Ih I{.) o N S [} [e¢]

MATLAB numerico

c=[3;2;1]; r=5; syms ph th real
S=c+r*[cos(th)*sin(ph);sin(th)*sin(ph);cos(ph)];
ezmesh(S(1),5(2),S(3),[0 pi -pi,+pi]); axis equal

the=-pi/2; phe=pi/4; X 3+ S5sin@cos6
PO = subs(S,{ph,th},{pho,the}); S=|y|=|2+Ssingsin6
J = jacobian(S); % Jacobiano

J0 = subs(3J,{ph,th},{phe,tho});
syms lambda mu real

P = PO + Jo*[lambda;mu];

hold on
ezsurf(P(1),P(2),P(3),[-1 1])
h=ezplot3(Po(1),P0(2),P0(3));
set(h, "Marker',"'.","Color', 'k")

z 14 5coso

c=[3;2;1]; r=5; the=-pi/2; pho=pi/4;

TH=1linspace(-pi,+pi,55)'; PH=linspace(9,pi,28)";

[th,ph]=meshgrid(TH, PH); % griglia

S = cat(3,c(1)+r*cos(th).*sin(ph), ...
c(2)+r*sin(th).*sin(ph), ...
c(3)+r*cos(ph));

mesh(S(:,:,1), S(:,:,2), S(:,:,3))

grid on; axis equal; hold on

[x0,y0,z0]=sph2cart(the,pi/2-pho,r);

PO=c+[x0;y0;z0]; plot3(PO(1),P0(2),P0(3),"'.k")

il punto Py non cade
su un punto di griglia

numericamente si possono
approssimare le derivate
solo nei punti di griglia.
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Piano tangente alla superficie sferica

piano tangente a S nel punto di griglia Sy(o,,0,) invece che in Py(9,,9,)
P= SO + K\T:,I((Ph:@k) + HJ:,Z((thek) MATLAB numerico

[~,h]=min(abs(PH-ph@));
[~,k]=min(abs(TH-th@));
disp([the TH(k) phe PH(h)])

IN ) o o IS =Y

. €«———il punto Py non cade -1.5708 # -1.629  0.7854 # 0.81449
su un punto di griglia se = [S(h,k,1); S(h,k,2); S(h,k,3)];
disp([P@ Ss@])
numericamente si  possono 3 2.7885
approssimare le derivate solo -1.5355  # -1.6307
nei punti di griglia, come S,,. 4.5353 ot

plot3(S0(1),S0(2),S8(3),".m")

% rapporti incrementali parziali

dS@dPH = diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"'./diff(PH([h h+1]));

dsedTH = diff([S(h,[k k+1],1); S(h,[k k+1],2); S(h,[k k+1],3)],1,2)./diff(TH([k k+1]));

JO = [dSOdPH dS@dTH]; % Jacobiano numerico in SO

h=quiver3([S0(1) S0(1)],[S0(2) SO(2)],[S0(3) So(3)],30(1,:),30(2,:),30(3,:),0); set(h,'Color','b")

. 4
P/
< . N 2
0
2
0
/ )
. % piano tangente
syms lambda mu real
P=S0+J0*[lambda;mu];

, \ ezsurf(P(1),P(2),P(3),[-1 1])
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Normale alla superficie sferica :
SI
8 <
Si calcola una base per la normale N come o «
vettore ortogonale al piano tangente in S A i
d1 Bl R \\
N:P=S+1d, LeR, d=|d| > Tou0, "d=0" "
d3 condizione di ortogonalita 2 PSS 246
<::{> dec# (J7) = Spazio Nullo Sinistro di J(¢,,0,) '

eA'(A): Spazio Nullo di una matrice A eH (A"): Spazio Nullo Sinistro di una matrice A
AN(A)={xeR" Ax =0} oMA4)cR" AN (AT ={yeR™ ATy=0} eA(AT) cR™

MATLARB numerico

% rapporti incrementali parziali

dsedPH=diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"./diff(PH([h h+1]));
dS@dTH=diff([S(h, [k k+1],1);S(h,[k k+1],2);S(h,[k k+1],3)],1,2)./diff(TH([k k+1]));
Jo = [dS@dPH dSe@dTH]; % Jacobiano numericoin S,

d = null(Je.");

Sistemi di coordinate, curve e superfici

.. oppure mediante il prodotto vettoriale delle colonne di J(o,,0,)

% rapporti incrementali parziali

dsedPH=diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"./diff(PH([h h+1]));
dS@dTH=diff([S(h, [k k+1],1);S(h, [k k+1],2);S(h, [k k+11,3)],1,2)./diff(TH([k k+1]));
Jo = [dS@dPH dSe@dTH]; % Jacobiano numericoin S,

d = cross(J0(:,1),30(:,2));
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Normale alla superficie sferica

ACS_03.30

X 3+ 5cosOsin@
centro (3,2,1)eraggio5 S=|y|=|2+5sin0sing|, 6€ —m,+n,p€ O,n
Z 14+5coso

Lab.: verificare che la normale alla superficie sferica in un punto P coincide col
vettore v di estremi il centro e P, dove P & un generico punto sulla sfera

x| (3 cos 0sin @
v=|y|—|2]|=35|sinBsine
z) 1 COS

Suggerimento: verificare che il vettore v & ortogonale al piano tangente in P,, i cui vettori
di giacitura sono le colonne della matrice jacobiana

cos(pcosO —sin@sind

J 0,0 =5|cospsin® +singpcosH

Sistemi di coordinate, curve e superfici

—sin @ 0
cosOsin ¢ g cos@cosO —sin@sin© =
sinOsing| |cosesin® —+sin@cos6|= v ortogonale a R(J)! E
N v
COS —sin 0 «
¢ mao =
= | cos® “+ sin0° SIN(PCOS(P—SIN(QCOSP  SINQ > _sinOcosO+sinOcos® =[0 0 g

Esercizio: ripetere questi calcoli con il Toolbox Simbolico di MATLAB




Toro o toroide 3
) ml
X a cos 0 ) <
C=|y|=|0|4+rl O |, 6€ —nr,+x ’
Z 0 sin 6

y -6 5 y -6 5

Se si ruota intorno all'asse z una circonferenza C nel piano (x,z) di centro
(a,0,0) e raggio r con a>r>0, si ottiene un foro di equazioni parametriche:

X a—+rcos coso
S=|y|=]| a+rcosO singp|, 0,0 —m,+1T .o

z rsin©

Il foro & centrato nell'origine. Lo si puo spostare
ovunque mediante un'opportuna traslazione

Sistemi di coordinate, curve e superfici

ox  Ox
ZG Z(P —sinOcos¢@ —sing a-4cosH
matrice Jacobiana: J 0,9 = 6_)6) 6—2; =7 —sinOsing —+cose a+cosO ‘g
MATLAB simbolico 92 Oz cos9 0 x
J=jacobian(S); 50 9o f
rank(3J) g

Il foro € sempre una superficie regolare (€ rango(J)=2




Piano tangente al toro

piano tangente al toro S in P,
per 0,=1/4 e ¢ ,=—1/2; Py 0,—2-52

P=Po+1J.1(00,00) + 1d. 2(00,00) -

0 J2+45
yl=|-v2=5|+x] 0 [+u

z 2 0

SRS
>
3=
M
7

the=pi/4; pho=-pi/2; 22
PO = subs(S,{phi,theta},{pho,thq});
J = jacobian(S); % Jacobian
JO = subs(J,{phi,theta},{pho,thq})

MATLAB simbolico

a=5; r=2; syms phi theta real 1

S=[ (a+r*cos(theta))*cos(phi);

(a+r*cos(theta))*sin(phi);
r*sin(theta)];
ezmesh(S(1),S(2),S(3),[-pi,+pi]);

ACS_03.32
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Jo = .

[2°(1/2) + 5, o] | 3 axis equal

[ 0, 27(1/2)]1|° 2 .
[ 0, 27(1/2)] ] J 5
syms lambda mu real y S
P = PO + JO*[lambda;mu]; v NEHFTFTTF—— N
hold on -1 &
ezsurf(P(1),P(2),P(3),[-1 1]) 2 == =
h=ezplot3(PO(1),P0(2),P0(3)); 3 == S
set(h, 'Marker',"'.","'Color', k") | | &

! s+ 2z o 2z 4 <




Piano tangente al toro

: MATLAB numerico
il punto Py non cade

su un punto di griglia | 3=5; r=2; the=pi/4; phe=-pi/2;

TH=linspace(-pi,pi,55)'; PH=linspace(-pi,pi,55)";

[th,ph]=meshgrid(TH, PH); % griglia numerica

S = cat(3, (a+r*cos(th)).*cos(ph),

(a+r*cos(th)).*sin(ph),
r*sin(th));

mesh(S(:,:,1), S(:,:,2), S(:,:,3))

grid on; axis equal; hold on

[~,k]=min(abs(TH-the)); % S,

4 [~,h]=min(abs(PH-ph@));

| disp([the TH(k) phe PH(h)])

| ©0.7854 # 0.8145 -1.5708 # -1.629

S0 [S(hJle);S(thJz);S(thJB)];

PO [(a+r*cos(th@)).*cos(pho);
(a+r*cos(th@)).*sin(pho);
r*sin(the)];

disp([PO S@])

3.9276e-16 -0.37053
-6.4142 # -6.3617
1.4142 1.4547
plot3(PO(1),P0(2),Po(3),".k")
plot3(se(1),s50(2),50(3),"'.m"', 'MarkerSize',12)

vettori tangenti dello jacobiano

% rapporti incrementali parziali

dSdPH=diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"./diff(PH([h h+1]));

dSdTH=diff([S(h, [k k+1],1);S(h,[k k+1],2);S(h,[k k+1],3)1,1,2)./diff(TH([k k+1]));

J0 = [dSdPH dSdTH]; % Jacobiano numerico in S,

h=quiver3([S0(1) SO(1)],[S0(2) SO(2)],[S0(3) S©(3)],30(1,:),30(2,:),30(3,:),0); set(h,'Color','b")

syms lambda mu real

piano fangente in Sy | P=sexdor[lanbda;mul;

ezsurf(P(1),P(2),P(3),[-3 31])
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Normale al toro

ACS_03.34

Si calcola una base per la normale N come
vettore ortogonale al piano tangente in S :

dl

N:P=S,+\d, LeR, d=|d, <:> J ¢,,0, "d=0 condizione di ortogonalita
d,

<::{> dec# (J7) = Spazio Nullo Sinistro di J(¢,,0,)

eA'(A): Spazio Nullo di una-matrice A e (A"): Spazio Nullo Sinistro di una matrice A
AN(A)={xeR" Ax=0} oMA4)cR" N (AT)={yeR™ ATy=0} eA(AT) cR™

MATLAB numerico

Sistemi di coordinate, curve e superfici

% rapporti incrementali parziali

dSdPH=diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"./diff(PH([h h+1]));
dSdTH=diff([S(h, [k k+1],1);S(h,[k k+1],2);S(h,[k k+1],3)]1,1,2)./diff(TH([k k+1]));
J0 = [dSdPH dSdTH]; % Jacobiano numerico in S,

d = null(Je');

.. oppure mediante il prodotto vettoriale delle colonne di J(o,,0,)

% rapporti incrementali parziali

dSdPH=diff([S([h h+1],k,1) S([h h+1],k,2) S([h h+1],k,3)])"./diff(PH([h h+1]));
dSdTH=diff([S(h, [k k+1],1);S(h,[k k+1],2);S(h, [k k+11,3)],1,2)./diff(TH([k k+1]));
Jo = [dSdPH dSdTH]; % Jacobiano numerico in S,

d = cross(J0(:,1),30(:,2)); % prodotto vettoriale
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Curve "“a tratti”

ACS_03.35

Sono regolari?

Sistemi di coordinate, curve e superfici

Nelle applicazioni si costruiscono delle curve formate da
pit archi di curve diverse che si raccordano in certi punti
(ad es.: Bezier, splines e B-splines, NURBS).
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Curve "“a tratt

ACS_03.36

curva non continua curva continua, derivata non continu

5r . 08
06 f
0.4 f

3 d 0.2 [

0.2

-0.4

1
\ -0.6

or b -0.8

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -1 -0.5 0 0.5 1

curva continua; derivata ?

Sistemi di coordinate, curve e superfici
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Curve "“a tratti”

Nei punti di raccordo fra due curve si distingue fra:

d Continuita geometrica: i vettori tangente di sinistra e
di destra hanno uguale direzione (ma diverso modulo e/o
verso).

d Continuita parametrica: i vettori fangente di sinistra e
di destra sono uguali.

Nella computer graphics e spesso sufficiente la
continuita geometrica.
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11} ‘N o)
Curve "a tratti i
s . o
curve con continuita geometrica S
Geometrical continuity at P(0,-1) between the two curves Geometrical continuity at P(0,+1) between the two curves
4 parabola 5 parabola
3f y:x2—1 1 4t y:x2+1

B — ellisse /Mtta tangente
L | [x]_[4cos 6] _1\

Sistemi di coordinate, curve e superfici

4 3 2 1 0 1 2 y sin 0 -4 3 -2 1 (IJ 1 2 3
vettore derivata di uguale direzione vettore derivata di uguale direzione,
e verso, ma di modulo diverso ma di modulo diverso e verso oppost
vettore tangente dx ellisse in P(0,-1): vettore tangente dx ellisse in P(0,1):

[x/] B —4sin —% B [4] [x/] B —4sin % B [_4]
Y| 4cos —g 0 V) | tcos % 0
vettore tangente sx parabola in P(0,-1):  vettore tangente sx parabola in P(0O,1):

it o
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Lemniscata di Bernoulli

Nel piano Euclideo, la Lemniscata di Bernoulli & il luogo geometrico dei punti P, tali che il
prodotto delle loro distanze da due punti fissi F, e F,, detti fuochi della curva, e costante:
PF,-PF, =c? dove F,F,=2c

1Y

Per semplicita, conviene scegliere il sistema di riferimento come nella figura sopra, con i
fuochi come punti opposti sull’asse x. Ne segue che l'origine (0,0) appartiene alla curva.

Posto a*=2c?, allora la Lemniscata & descritta da varie equazioni:

ssEquazione in coordinate cartesiane:
2 7 2 2 2 2

X“+y =a x -y

s*Equazione in coordinate polari:

x=rcos 0
r = +a./cos 20 = cos 20 >0 <& 0€ —n/4,+7n/4
{y_rsin 0 / /

“*Equazione Parametrica per te[-m, +m:
acos t asin t cos t

X

" 14sin® ¢’ g 1+sin® ¢
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Lemniscata di Bernoulli: MATLAB ezplot

r’=a’cos 20, cos 20 >0 <« 0€ —n/4,+n/4

a=2; syms th real codice la: coordinate polari
assume(th >= -pi/4 & th <= pi/4) % to guarantee cos(2*th) >= 0
r=a*sqrt(cos(2*th)); % r~*2 = a”2*cos(2*th) ==> r = % ..

x=r.*cos(th); y=r.*sin(th); % r>0

figure(l); clf

hl=ezplot(x,y,[-pi/4 +pi/4]); grid on; axis equal; hold on

h2=ezplot(-x,-y,[-pi/4 +pi/4]); % r<@

legend([h1l;h2], 'Right half {\it Lemniscate}','Left half {\it Lemniscate}');

title(['{\it Lemniscate} in polar coordinates: r = \pm' num2str(a) ...
"*\rho=a*sqrt[cos(2\theta)])'], 'FontName','Times New Roman', 'FontWeight', 'normal")

figure(2); clf; ezplot3(x,y,0*th,[-pi/4,pi/4], 'animate'); axis equal

title(['Right half {\it Lemniscate}: \rho = + ' num2str(a) 'sqrt[cos(2\theta)])'],

"FontName', 'Times New Roman', 'FontWeight', 'normal’, 'FontSize',14)

Lemniscate in polar coordinates: p = & 2sqrt[cos(26)]) Right half Lemniscate: p =+ 2sqrt[cos(268)])
15F : : . : . : : -
Right half Lemniscate
Left hall Lemniscate
1r 1
05 \ - \\ 05 B
\\\ / Y /// B ;
> 0 N 0 74
p \ / 3 /
\\\ / e P
051 N ~ A 0.5
1 1 '
D;\\K\x 1.5
-1.5¢ | | 1 | 1 | | 0 A 1
0.5 0.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Repeat y
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Lemniscata di Bernoulli: MATLAB ezplot

acos t asin t cos t [ !
=, V= : te|—m, +7
1+sin® ¢ 1-+sin’® ¢

ACS_03.41

X

a=2; syms t real codice 2a: equazioni parametriche
x=a*cos(t)./(1+sin(t).”2); y=a*sin(t).*cos(t)./(1+sin(t).”2);
figure(3); clf
hl=ezplot(x,y,[-pi @]); axis equal; grid on; hold on; h2=ezplot(x,y,[© pi]);
HL=1egend([h1;h2], '{\it Lemniscate} for t\in[-\pi,0]"',

"{\it Lemniscate} for t\in[0,+\pi]');
title('{\it Lemniscate} in parametric equations', 'FontName"',

‘Times New Roman', 'FontWeight', 'normal', 'FontSize',14)

figure(4); clf; ezplot3(x,y,0*t,[-pi 0], 'animate'); axis equal
title('{\it Lemniscate} for t\in[-\pi,@]', 'FontName', 'Times New Roman',

'"FontWeight', 'normal’, 'FontSize',14)

Sistemi di coordinate, curve e superfici

. . . . Y iyl
Lemniscate in parametric equations : Hioure 4
- I I I ] File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
1.5
Lemniscate for te[-m7,0] NEaHS 208 KE
Lemniscate fort€[0,+7]
1t Lemniscate for te[-m,0]
0.5 ‘,/f’” S - N
/ \\ e \
/ \ d | 1 e -
= . . -8
\ VN / 05 S
% \\\ / - M R E
05 e “~ //_ N
0.5 ~ N 04 i
- - L -
1 0.5 / 2 5
B .
1 Y-
o / o
\ et 0 | 3
L ] 0.5 )\\\ ‘/,,-( a
'1 B 5 i I I 0 A\(/l -1 N~
-2 -1 0 1 2 B X
Repeat
X e




Lemniscata of Bernoulli: MATLAB plot

r>=a’cos 20, cos 20 >0 < 0¢€ —n/4,+n/4

a=2; N=25; th=linspace(-pi/4,pi/4,N)"; codice 1b: coordinate polar'i

r=a*sqrt(cos(2*th)); % r~2 = a*2*cos(2*th) ==> r = % ..

th=[th; -th]; r=[r; -r];

xi=r.*cos(th);

yi=r.*sin(th);

figure(1); clf; h=plot(xi(1),yi(1),"'sb"'); grid on; axis equal; hold on

set(h, "MarkerSize',10, 'LineWidth',1)

axis([-2.25 2.25 -1.77 1.77]); set(gca, 'FontSize',14)

h=plot(xi,yi, " '.r-"); set(h, 'MarkerSize',18, 'LineWidth"',1);

title('{\it Lemniscate} in polar coordinates', 'FontName', 'Times New Roman',
'"FontWeight', "'normal")

acos t asin t cos t

X=——7, 5
1+sin® ¢ J 1+sin® ¢

a=2; N=55; th=linspace(-pi,pi,N)'; codice 2b: coordinate polari

xi=a*cos(th)./(1+sin(th).”2);

yi=a*sin(th).*cos(th)./(1+sin(th).”*2);

figure(2); clf; h=plot(xi(1),yi(1),'sb'); grid on; axis equal; hold on

set(h, "MarkerSize',10, 'LineWidth',1)

axis([-2.25 2.25 -1.77 1.77]); set(gca, 'FontSize',14)

h=plot(xi,yi,"'.r-"); set(h, 'MarkerSize',18, " 'LineWidth"',1);

title('{\it Lemniscate} in parametric equations', 'FontName', 'Times New Roman',
'"FontWeight', "normal")
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1.5

0.5

Lemniscata di Bernoulli

primo e ultimo punto

Lemniscate in polar coordinates

Lemniscate parametric equations
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