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OBIETTIVI

V' Introdurre il modello di regressione lineare semplice come mezzo per compiere
delle previsioni su una variabile mediante un’altra
Verificare la capacita di adattamento ai dati del modello di regressione lineare
semplice

V' Studiare le trappole che si possono incontrare nell’uso del modello di regressione
lineare semplice

v’ Introdurre la correlazione come misura dell’associazione tra due variabili

Introduzione

Nei capitoli precedenti abbiamo preso in considerazione una sola variabile quanti-
tativa: ne abbiamo studiato le misure di sintesi (Capitolo3) ed & stata oggetto di
diversi metodi di inferenza statistica volti a determinare delle stime e trarre delle
conclusioni su di essa (Capitoli 5-8). Oggetto di questo capitolo ¢, invece, lo stu-
dio della relazione tra due variabili, e a tale scopo introdurremo due tecniche di
analisi: Ia regressione e la correlazione.

La regressione ha come scopo principale la previsione: si mira, vale a dire, alla
costruzione di un modello attraverso cui prevedere i valori di una variabile dipen-
dente o risposta a partire dai valori di almeno una variabile indipendente o espli-
cativa. In questo capitolo studieremo la regressione lineare semplice in cui si uti-
lizza una sola variabile quantitativa indipendente X per prevedere una variabile
quantitativa dipendente, Y. Nel Capitolo 10, introdurremo il modello di regressione
lineare mudtipla, che invece impiega diverse variabili esplicative (X, X,..., X)) per

"T'ra i modelli di regressione prevedere una variabile quantitativa 7

in cui la variabile dipendente La correlazione ha, invece, come scopo lo studio dell’associazione tra variabili

é una variabile qualitativa S I S . - ; ; 7

Ml B quantitative. Nel paragrafo 9.11, ad esempio, studieremo la correlazione tra il marco

ricordiamo la regressione S ) ) ) . ) )

logistica (riferimento tedesco e lo yen giapponese per un periodo di 10 anni. L attenzione in questo caso

hibliografico 4) ¢ focalizzata non tanto sulla possibilita di prevedere una variabile mediante un’al-
tra, quanto sullo studio delle relazioni che possono sussistere tra due variabili quan-
titative.

@ APPLICAZIONE Previsione delle vendite di un negozio di abbigliamento

Nel corso degli ultimi 25 anni, una catena di negozi di abbigliamento femminile ha accre-
sciuto la sua quota di mercato grazie all’apertura di nuove filiali. La decisione relativa alla
dimensione di una nuova filiale non & mai stata oggetto di un approccio sistematico, ma
quest’anno il manager responsabile del progetto di apertura di nuove filiali intende basare
le sue decisioni su uno studio che gli consenta di prevedere le vendite annuali dei nuovi

negozi. €

0 | MODELLI DI REGRESSIONE

Nel Capitolo 2 abbiamo visto come una variabile possa essere descritta facendo ricorso a
diverse rappresentazioni grafiche. In maniera analoga nella regressione, per studiare la rela-
zione tra due variabili, si fa uso di un grafico detto diagramma di dispersione, che si
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ottiene riportando sull’asse delle ascisse i valori della variabile indipendente X e sull’asse
delle ordinate i valori della variabile dipendente Y. Tra due variabili possono sussistere
diversi tipi di relazione, esprimibili mediante funzioni matematiche dalle pit semplici alle
pit complesse. La relazione lineare, illustrata dalla Figura 9.1, & senz’altro la forma pii
semplice di relazione tra variabili.

Il modello di regressione lineare & definito come segue:

Il modello di regressione lineare semplice
}'i = BU + ﬁl’\’ + €; (9.1)
dove
Bo = I'intercetta per la popolazione
B, = l'inclinazione per la popolazione

€; = l'errore casuale in Y corrispondente all’i—esima osservazione

L’inclinazione 3, indica come varia ¥ in corrispondenza di una variazione unitaria di X.
L’intercetta 3, corrisponde al valore medio di ¥ quando X & uguale a 0. L ultima compo-
nente del modello, g;, rappresenta 1’elemento di errore casuale contenuto in Y in corri-
spondenza di ciascuna osservazione i.

La scelta del modello matematico appropriato per rappresentare la relazione che lega Y
a X & suggerita dal modo in cui si distribuiscono i valori delle due variabili nel diagramma
di dispersione. Prendiamo in considerazione i riquadri A-F della Figura 9.2. Nel Riquadro
A, 1 valori di ¥ crescono linearmente al crescere dei valori di X, situazione simile a quella
rappresentata nella Figura 9.3, che evidenzia ’esistenza di una relazione diretta tra la dimen-
sione del negozio (in piedi al quadrato) e I"ammontare delle vendite nelle filiali della catena
di abbigliamento femminile considerate nell’ Applicazione.

Nel Riquadro B, si riporta un esempio di relazione inversa tra X e Y: all’aumentare di
X, Y diminuisce. Una relazione analoga sussiste ad esempio tra il prezzo e |’ammontare
delle vendite di un prodotto.

Il Riquadro C si riferisce a un dataset in cui non sussiste alcuna relazione tra X e Y1 in
corrispondenza di ciascun valore di X si possono osservare tanto valori elevati quanto valori
bassi di Y.

11 Riquadro D fornisce un esempio di relazione polinomiale diretta tra X e Y: i valori di
Y crescono al crescere dei valori di X, ma con un tasso di crescita che si riduce da un certo
punto in poi (una volta superati alcuni valori della X). Una relazione di questo tipo sussi-
ste, ad esempio, tra 'eta e i costi di manutenzione di un macchinario. All’aumentare del-
I’eta di un macchinario, i costi di manutenzione in principio aumentano rapidamente, per
poi stabilizzarsi dopo un certo numero di anni.

FIGURA 9.1
Una relazione lineare Y |
positiva
| AY = ‘.‘\-"ariazione
Bo AX = ‘_‘\"Li["i‘aciunc in ¥
in X
0 X
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FiGura 9.2
Esempi di relazioni
tra variabili
evidenziate

dai diagrammi

di dispersione
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L Esempio di relazione curvilinea a U Esempio di relazione polinomiale inversa

- PUNSENSL S—

Nel Riquadro E si osserva una relazione parabolica o a forma di U tra X e ¥: all’au-
mentare dei valori di X, ¥ diminuisce sino a un certo punto a partire dal quale comincia a
crescere. Una relazione di questo genere sussiste, ad esempio, tra il numero di errori all’ora,
che si compiono quando si svolge un certo lavoro, ¢ il numero delle ore di lavoro. Il numero
di errori si riduce mano a mano che si acquista dimestichezza con il lavoro, ma poi comin-
cia a crescere come conseguenza della stanchezza o della noia.

Infine, nel Riquadro F si osserva una relazione esponenziale o polinomiale inversa tra X
e Y: i valori di ¥ decrescono al crescere dei valori di X, ma con un tasso di decrescita che
si riduce da un certo punto in poi (una volta superati alcuni valori della X). Una relazione
di questo tipo sussiste tra il prezzo di vendita di un’automobile e la sua eta: il prezzo di
un’automobile si riduce drasticamente dopo il primo anno dall’acquisto, ma diminuisce
meno rapidamente negli anni successivi,

In questo paragrafo abbiamo introdotto brevemente vari modelli per lo studio della rela-
zione tra due variabili, individuati a mezzo del diagramma di dispersione. Sebbene i dia-
grammi di dispersione siano dei validi strumenti di analisi, tecniche statistiche pid sofisti-
cate consentono di pervenire alla scelta del modello di regressione pill appropriato. Nei
paragrafi successivi ci concentreremo sul modello di regressione lineare.
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A\ DATASET

T SITE

A

L'EQUAZIONE DELLA RETTA DI REGRESSIONE

Torniamo all’ Applicazione con cui abbiamo aperto il capitolo. Supponete che il manager
intenda esaminare la relazione tra la dimensione e I'ammontare annuo delle vendite di un
negozio. La Tabella 9 1 npmm i \'lel] delle due variabili (dimensione e ammontare delle

I d ngdllmm dl dlhpL.IS one M‘mw) al dataset della Tabella 9.1, riportato nella Figura
9.3, mostra 'esistenza di una relazione lineare crescente tra la dimensione dei negozi (X)
e "'ammontare annuo delle vendite (Y): all’aumentare della dimensione
tano come su una retta. Ora, se riteniamo che la relazione

. le vendite aumen
tra X e Y possa essere rappre
sentata a mezzo di una retta, non resta che stabilire come individuare la retta che meglio si
adatta ai dati.

Tabella 9.1  Dimensione del negozio (in piedi al quadrato) e vendite
annue (in migliaia di dollari) per un campione di 14 filiali

di una catena di negozi di abbigliamento

DIMENSIONE DIMENSIONE
(P1EDI VENDITE (PIEDI VENDITE
NEG OZI0 AL QUADRATO) ANNUE ($ 000) \i {GOZIO AL QUAD RAT( ANNUI (% mm}
b A - - o s
1 1726 3681 8 1102 2694
2 1642 3895 9 3151 3468
3 2816 6653 10 1516 2898
4 5555 9543 11 516l 10 674
5 1292 3418 12 4567 7585
6 2208 5563 13 5841 11760
1313 3660 14 3008 4085
—— —— __———_,;__.J_.—— —_— ——e — SE— . ————
Analisi di regressione per la dimensione dei negozi
14000 -
12000 -
10000
Z
< 8000
2 6000 -
e .
>
4000 4 ., g
$
& *
2000 -
04 — - - - ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Piedi al quadrato

Ficura 9.3  Diagramma di dispersione oftenuto con Microsoft Excel per il dataset SITE
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Il metodo dei minimi quadrati
Nel paragrafo precedente abbiamo proposto un modello statistico (il modello di regressione
semplice) per studiare la relazione tra due variabili quantitative (la dimensione dei negozi
e "'ammontare annuo delle vendite) alla luce dei soli dati campionari. Si dimostra che sotto
determinate ipotesi (paragrafo 9.4) I'intercetta campionaria b, e 'inclinazione campionaria
b, si possono usare come stimatori dei parametri della popolazione 8, ¢ ,: si ottiene in
questa maniera la forma campionaria del modello di regressione lineare semplice.

‘ L’equazione campionaria del modello di regressione lineare

La previsione di Y in base al modello di regressione lineare & data dalla somma tra 1’in- |
lercetta campionaria e il prodotto tra il valore di X e I'inclinazione campionaria

| ¥ =y 4 BX (9.2) ‘
dove

‘ Y; = previsione di ¥ per l'osservazione i

X; = valore di X per l'osservazione i

La previsione di ¥ richiede, allora. il calcolo dei due coefficienti di regressione by e b.
Una volta determinati, possiamo tracciare la retta di regressione nel diagramma di disper-
sione ¢ valutare visivamente Ia capacita esplicativa del modello, osservando se la retta sti-
mata si avvicina o meno ai dati osservati,

La regressione mira a individuare la retta che meglio si adatta ai dati, laddove tale capa-
cita di adattamento pud essere valutata in base a criteri diversi. Il criterio pit semplice con-
siste nel valutare le differenze tra i valori osservati (¥} e i valori previsti in base alla retta
stimata (f’;) e quindi cercare quella retta che minimizza tali differenze. Tuttavia, siccome le
differenze considerate possono essere negative per alcune osservazioni e positive per altre,
si trattera di minimizzare la somma dei loro quadrati;

dove
Y; = il vero valore di ¥ per l'osservazione di i
Y; = il valore previsto di ¥ per l'osservazione di i
Dal momento che in base al modello proposto ¥; = by + b, X,, si tratta di minimizzare la
seguente espressione:
n

>

e
i=1

[¥: ~ (bp + b X))

rispetto alle due incognite by e b,.

La tecnica matematica che consiste nel determinare i valori di b, e b, che rendono
minima I’espressione precedente prende il nome di metodo dei minimi quadrati.

Nella Figura 9.4 si riporta I"output di Excel relativo al dataset della Tabella 9.1. I valori
stimati dei coefficienti di regressione sono rispettivamente by = 901.247 e b, = 1.686 e
quindi la retta stimata ha la seguente espressione:

¥, = 901.247 + 1.686 X,

LA REGRESSIONE LINEARE SEMPLICE E LA CORRELAZIONE




A B C D E - G

Analisi di regressione per la dimensione dei neqozi

___ Statistica della reqressione
R multiplo 0,953824159
R al quadrato 0,909780526
R al quadrato corretto  0,902262236 =
Errore standard 9368500077 33@
Osservazioni 14 [ TR

T
ANALISI VARIANZA o I o . )
gdl 50 ;L?V/ MQ __F _ Significativita F

Regressione 1 106208119,7 '/ 106208119,7 121,0089774 1,26653E.07
Residuo _»--,.D\ 12 1053225524/ 87 7687,9369
Total 13 116740374,9 —_ cAT)

phale . e (] S —
\ _\\ efficienti Errore standard _ Statt Valore di significativits Inferiore 95% Superiore 95°
Intercetta bf g 1,2465701  513,0227603 1,756737985 0,10442398 216,5339829  2019.02712]
Dimensione \“*‘1‘6@13-%97 0,153279311 11,00040805 _1,26653E 07 1,352168046  2,02010189

Ficura 9.4  Andlisi di regressione per la dimensione dei negozi

Un valore dell’inclinazione b, uguale a +1.686 significa che se X aumenta di un’unitd ¥
aumenta in media di 1.686 unitd. In altri termini, in base al modello proposto, si prevede
che se la dimensione del negozio aumenta di | unita, I’'ammontare delle vendite aumenta
di 1686 dollari. L’inclinazione della retta rappresenta, allora, la proporzione delle vendite
che varia in funzione della dimensione del negozio.

L’intercetta rappresenta il valore medio di ¥ quando X & uguale a 0. Nel caso conside-
rato, dal momento che la dimensione del negozio non pud essere uguale a 0, il valore di
by si deve intendere come la proporzione delle vendite che varia in funzione di fattori diversi
dalla dimensione del negozio.

Nella Figura 9.5 si riporta il diagramma di dispersione relativo ai dati della Tabella 9.1
¢ la corrispondente retta di regressione stimata con il metodo dei minimi quadrati.

Analisi di regressione per la dimensione dei negozi
14000 -
12000 - .
v = 1.6861x + 901.25
‘= 0.909
10000 - o
- L2
S ;
- 8000 -
2 6000 -
8 5
> |
4000 -
2000 4
!
0 == : SRR N 4
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Piedi al quadrato

Ficura 9.5  Diagramma di dispersione e refta di regressione ottenuti con Excel per il dataset SITE
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Esempio 9.1  Interpretazione dellintercetta by
e dell’inclinazione b,

Un economista intende usare il tasso di crescita annuo della produttivitd negli Stati Uniti
(X) per prevedere la variazione percentuale dell'indice Standard & Poor di 500 azioni (¥).
Sulla base di dati annui per periodo di 50 anni, I"economista ottiene la seguente stima della
retta di regressione di ¥ su X:

¥;=-50+ 7%,

I

Come si possono interpretare 1’intercetta by e I'inclinazione b,?

SOLUZIONE

Alla luce del valore assunto dall’intercetta, b, = -5, ci aspettiamo, in base al modello proposto,
che I'indice Standard e Poor diminuisca del 5% se il tasso di produttivita & uguale a 0. L’incli-
nazione b, = 7 ci dice che in corrispondenza di una variazione della produttivita dell’1%
dovremmo osservare una variazione dell’indice del 7%,

Esempio 9.2  Previsione delle vendite annue di Un negozio
a partire dalla sua dimensione

Prevedete in base al modello di regressione stimato (tabulato Excel della Figura 9.4), 'am-
montare delle vendite per un negozio di 4000 piedi al quadrato.

SOLUZIONE

Si tratta di sostituire il valore 4000 al valore di X, nella retta di regressione stimata:
¥, = 901.247 + 1.686X,
Y; =901.247 + [.686(4000) = 7645.786 0 $ 7645.786

Pertanto si prevede un ammontare delle vendite pari a $ 7645.786 per un negozio di 4000
piedi al quadrato.

La previsione nel modello di regressione: linterpolazione

a confronto con I'estrapolazione

Nel fare previsioni alla luce di un modello di regressione dobbiamo sempre tenere presente
quale € I'intervallo dei valori assunti dalla variabile indipendente ¢ questo perché possiamo
prevedere Y solo in corrispondenza dei valori di X che cadono in questo intervallo. Quando
facciamo previsioni in corrispondenza a valori di X che cadono in questo intervallo, diciamo
che stiamo facendo delle interpolazioni, mentre quando cerchiamo di prevedere il valore di
Y corrispondente a valori di X che non cadono in questo intervallo, stiamo cercando di fare
delle estrapolazioni. Per chiarire meglio la differenza tra le due operazioni, consideriamo i
dati nella Tabella 9.1, e supponiamo di utilizzare la superficie del negozio per prevedere
I"ammontare delle vendite; i valori osservati con riferimento alla variabile esplicativa vanno
da 1102 a 5841 piedi al quadrato. Dj conseguenza, potremo fare previsioni sulle vendite di
negozi con una superficie compresa in questo intervallo. Qualunque previsione sulle ven-
dite di negozi con superficie al di fuori di questo intervallo pud essere fatta soltanto sotto
I"ipotesi che la relazione stimata tra le due variabili rimanga la stessa anche al di fuori di
questo intervallo (e questa & un’ipotesi che si basa su nostre supposizioni e non su dati
osservati).

La REGRESSIONE LINEARE SEMPLICE E LA CORRELAZIONE




rcizi del paragrafo 9.2

® 9.1 Alla luce della seguente stima della retta di regressione di ¥ su X:

Y, =2+ 5X;
(a) fornite un’interpretazione dell’intercetta by:
(b) fornite un’interpretazione dell’inclinazione by;
(c) prevedete il valore di ¥ per X = 3.
(d) dite per quali dei seguenti valori di X usereste la retta stimata per prevedere ¥, sapendo
che i valori assunti da X sono compresi tra 2 e 25.
(1) 3? ; (4) 247
2 —3? (5) 267
(3) 0?
Nota: fate ricorso a Microsoft Excel per la risoluzione degli esercizi seguenti.
N DATASET ® 9.2 1l manager di una catena di supermercali intende stabilire in quale maniera la vendita di
f— PETFOOD cibo per animali & influenzata dallo spazio sugli scaffali destinato al prodotto. La seguente

tabella riporta i valori dello spazio sugli scaffali (in piedi) e dell’ammontare delle vendite
settimanali di cibo per animali, in 12 supermercati della medesima grandezza.

SPAZIO VENDITE Spazio VENDITE
SUGLI SETTIMANALIL Y SUGLI SETTIMANALIL ¥
SCAFFALIL, X (MIGLIAIA SCAFFALL X (MIGLIAIA
SUPERMARKET (PIEDI) DI DOLLARI) SUPERMARKET (PIEDI) DI DOLLARI)
1 1.6 ) 15 2.3
2 5 2.2 8 15 2.7
3 5 14 9 15 2.8
4 10 1.9 10 20 2.6
5 10 2.4 11 20 29
6 10 2.6 12 20 3.

(a) Disegnate il diagramma di dispersione per i dati della tabella.
(b) Nell'ipotesi che tra le due variabili sussista una relazione lineare, stimate con il metodo
dei minimi quadrati i coefficienti di regressione by, e b,.
(c) Fornite un’interpretazione di b,.
(d) Prevedete 'ammontare delle vendite settimanali di cibo per animali se lo spazio desti-
nato ai prodotti & uguale a 8 piedi.
(e) Supponete che I'ammontare delle vendite del negozio 12 sia 2.6 e rispondete di nuovo
ai punti (a)-(d).
\ DATASET 9.3  Una societa che si occupa della vendita di videocassette di film per uso domestico (home video)
- MOVIE intende stimare il numero di cassette che potra vendere in base al successo di botteghino
: riscosso dal film. La seguente tabella riporta i dati relativi all’ammontare delle vendite dei
biglietti (in milioni di dollari) e il numero corrispondente di videocassette vendute (in migliaia)
per un campione di 30 film.
(a) Create il diagramma di dispersione per i dati della tabella.
(b) Stimate con il metodo dei minimi quadrati i coefficienti di regressione by e b;.
(c) Fornite un’interpretazione di by e b, con riferimento al problema considerato.
(d) Prevedete il numero di videocassette che potrebbero essere vendute per un film per il
quale sono stati venduti $ 20 milioni di biglietti.
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Home VibEo HoMEe VibEo

Box OFFICE GROss  UNITS SOLD Box OFFICE GRoss  UNITS SOLD
MoVIE ($ MILLIONI) (000) MOVIE ($ MILLIONI) (000)
1 1.10 57.18 16 9.36 190.80
2 113 26.17 17 9.89 121.57
3 1.18 92.79 18 12.66 183.30
4 1.25 61.60 19 1535 204.72
5 1.44 46.50 20 17.55 112.47
6 1.53 85.06 21 17.91 162.95
7 1.53 103.52 22 18.25 109.20
8 1.69 30.88 23 23.13 280.79
9 1.74 49.29 24 27.62 229.51
10 1.77 24,14 25 37.09 277.68
11 242 115.31 26 40.73 226.73
12 5.34 87.04 27 45.55 365.14
13 5.70 128.45 28 46.62 218.64
14 6.43 126.64 29 54.70 286.31
15 8.59 107.28 30 58.51 254.58
r‘i\\ DaTASET 9.4 Un agentc immobiliare intende prevedere gli affitti mensili degli appartamenti sulla base
§¢’ RENT della loro dimensione. Nella tabella seguente si riportano i valori degli affitti e della dimen-
a sione di 25 appartamenti di una zona residenziale.
MONTHLY Size MONTHLY . Swze
APARTMENT RENT (%) (SQUARE FEET) APARTMENT RENT ($) (SQUARE FEET)
1 950 850 14 1800 1369
2 1600 1450 15 1400 1175
3 1200 1085 16 1450 1225
4 1500 1232 17 1100 1245
&) 950 718 18 1700 1259
6 1700 1485 19 1200 1150
i 1650 1136 20 1150 896
8 935 726 21 1600 1361
9 875 700 22 1650 1040
10 1150 956 23 1200 755
11 1400 1100 24 800 1000
12 1650 1285 25 1750 1200
13 2300 1985

(a) Create il diagramma di dispersione per i dati della tabella.

(b) Stimate con il metodo dei minimi quadrati i coefficienti di regressione by e by.

(c) Fornite un’interpretazione di by e b; con riferimento al problema considerato.

(d) Prevedete I’'ammontare dell’affitto mensile per un appartamento di 1000 piedi al quadrato.

(e) Perché non si pud utilizzare la retta stimata per prevedere I'affitto mensile di apparta-
menti di 500 piedi al quadrato?

@ LE MISURE DI VARIABILITA

In questo paragrafo introduciamo alcune misure di variabilita che consentono di valutare le
capacita previsive del modello statistico proposto. La somma totale dei quadrati (SQT)
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misura la variabilita dei valori ¥, attorno alla media ¥, Nella regressione, la variabilita
totale oppure somma totale dei quadrati si scompone nella variabilita spiegata oppure
somma dei quadrati della regressione (SOR), che rappresenta la parte di variabilita della
Y attribuibile alla relazione che sussiste tra X e Y, e nella variabilita non spiegata oppure
somma dei quadrati degli errori (SQE), che invece ¢ la parte di variabilita non imputa-
bile alla relazione tra X e Y. La Figura 9.6 illustra tali misure di variabiliti.

La somma dei quadrati della regressione (SOR) & data dalla differenza tra Y. (i valori di
¥ previsti in base al modello di regressione proposto) ¢ ¥ (la media dei valori di ¥). La
somma dei quadrati degli errori (SQF) & data dalla differenza tra ¥, e V.. Di seguito sono
riportate le definizioni delle misure di variabilith introdotte.

Le misure di variabilita nella regressione
Somma totale dei quadrati = somma dei quadrati della regressione
+ somma dei quadrati degli errori

| SOT = SOR + SQFE (9.3) i

La somma totale dei quadrati (5QT)

La somma totale dei quadrati (SOT) ¢ data dalla somma dei quadrati delle differenze
tra i valori osservati di Y e la loro media.

4

SOT = variabilita totale = 2 (Y; — ¥)* (9.4)
=1

La somma dei quadrati della regressione (SQR)

La somma del quadrati della regressione (SQR) & data dalla somma dei quadrati delle
differenze tra i valori previsti di Y e la media di Y.

H

P . ~ 2 (9.5)
SOR = variabilita spiegata = E(Y,— ¥)”
i=1
= SQT — SOFE
Ficura 9.6
Le misure Somma dei quadrati
di variabilite degli errori
nel modello Y Y s L (Y~ Y= SQE
: . f= .

di regressione e Y. =b,+ b X,

Somma totale dei quadrati

n

<

2 (Y- Y)'=50T Somma dei quadrati
£~ della regressione
n ~ e
2 (Y;—Y) = SOR
i= _
v

o TR
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La somma dei quadrati degli errori (SQE) T

La somma dei quadrati degli errori (SQE) & data dalla somma dei quadrati delle dif-
ferenze tra i valori osservati e i valori previsti di ¥
SQE = variabilita non spiegata = E (Y; — f’,)z

i=1

(9.6)

In base alle Figure 9.4 e 9.5, osserviamo
SOR = 106,208,120: SOE = 10,532,255; e SOT = 116,740,375
In base alle Figure 9.4 4 9.5, osserviamo che:
SOR = 106208 120; SQF = 10532 255;  SOT = 116740 375
Inoltre, in base all’equazione (9.3):
SOT = SOR + SQE
116 740 375 = 106 208 120 + 10 532 255

La somma dei quadrati delle differenze dalla media, 116 740 375, si suddivide nella somma
dei quadrati spiegata dalla regressione 106 208 120 e nella somma dei quadrati residua,
10 532 255.

’_C OMMENTO: Notazione scientifica

In alcune versioni di Excel, le cifre molto piccole o molto grandi sono espresse non in
formato numerico, ma facendo ricorso alla “notazione scientifica”. Ad esempio potremmo
trovare la SOR dell’esempio precedente (SOR = 106208120) formattata come 1.06E+08.
I numeri che seguono la lettera E corrispondono al numero di cifre decimali per le quali
si deve spostare la virgola verso sinistra (se negativi) o verso destra (se positivi) per otte-
nere I"abituale formato numerico. 3.7431E-02 & il numero che si ottiene da 3.7431 spo-
stando la virgola di 2 posti verso sinistra 0.037431 e mentre 3.7431E+02 & il numero che
si ottiene da 3.7431 spostando la virgola di 2 posti verso destra, 374.31. Pertanto 1.06E+08
non ¢ altro che 106000000. Osservate come nella notazione scientifica si faccia ricorso a
poche cifre significative, cosa che comporta un’approssimazione dei numeri considerati.

Il coefficiente di determinazione

Le somme dei quadrati precedentemente introdotte (SQT, SOR e SQE) forniscono, se con-
siderate da sole, informazioni limitate sulla bonti del modello statistico proposto. Tuttavia
il rapporto tra la somma dej quadrati della regressione e la somma totale dei quadrati si
configura come una misura utile per valutare il modello di regressione.

Tale misura prende il nome di coefficiente di determinazione ed & di seguito definita.

Il coefficiente di determinazione

Il coefficiente di determinazione & dato dal rapporto tra la somma dei quadrati della
regressione e la somma totale dei quadrati.

Pl SOK

7 ©9.7)
i ser ]

Il coefficiente di determinazione misura la parte di variabilita di ¥ spiegata dalla varia-
bile indipendente X nel modello di regressione. Tornando all’esempio riguardante la
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Esercizi del paragrafo 9.3

[

catena di negozi di abbigliamento, dal momento che SOR = 106208120, SOFE = 10532
e SOT = 116740375, il coefficiente di determinazione & dato da:

I J
n
tn

5 _ 106208 120
116 740 :

= 0.91

la variabiliti delle vendite annue risulta spiegata per il 91% dalla dimensione dei negozi
In questo caso osserviamo che esiste una relazione lineare forte tra le due variabili consi-
derate, perché solo il 9% della variabilita della variabile dipendente si deve ascrivere a fat-
tori diversi dalla variabile indipendente prescelta.

L’errore standard della stima

Sebbene il metodo dei minimi quadrati consenta di individuare la retta che rende minima la
differenza tra i valori osservati e i valori previsti, la retta di regressione non conduce mai a
previsioni scevre da errori, se non nel raro caso in cui tutti i dati siano disposti su di essa.
Pertanto, si rende necessaria una statistica campionaria che misuri la variabilit degli sco-
stamenti dei valori osservati da quelli previsti. Tale misura prende il nome di errore stan-
dard della stima. indicato con il simbolo Syy. '

-

L’errore standard della stima

n—2 (9.8)
dove
= il valore di Y in corrispondenza X;

Y; = il valore previsto di ¥ in corrispondenza di X,

SOFE = somma dei quadrati degli errori

In base all’equazione (9.8), con SQFE = 10532255, avremo:

10532255
G = \ — = 036.85
14 =2
Lerrore standard della stima uguale a $ 936.85 & indicato come Errore Standard nel tabu-
lato (lt 'L"\ccl della Figura 9.4. L'cn'm‘v %[uml'lrd ha il 11‘1cdmimo significato dcllo scarto qua-

media, cosi Eum)u. sldml.nd misura la \;lll‘dbllll’d delle osservazioni_attorno ulin retta dl
regressione. Inoltre, come vedremo nei paragrafi 9.7 ¢ 9.8{1errore standard consente di sta-
bilire se tra le due variabili considerate sussiste una relazione significativa dal punto di vista
statistico e rende possibili inferenze sul valore previsto di V.

g\

".\3

DATASET
PETFOOD

9.5 Come si interpreta un coefficiente di determinazione uguale a 0.807
® 9.6 Se SOR=36 e SOE=4, calcolate la SOT ¢ il coefficiente di determinazione 2, Spiegate il
significato di
® 9.7 In base all’output di Excel ottenuto per risolvere I’esercizio 9.2:
(a) calcolate il coefficiente di determinazione 1~ e spiegatene il significato;
(b) calcolate I'errore standard della stima;
(¢) ritenete che il modello di regressione sia un utile strumento di previsione delle vendite

di cibo per animali?
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rlﬁ\ DATASET 9.8 In base all’output di Excel ottenuto per risolvere I’esercizio 9.3:
L&\{ MOVIE (a) calcolate il coefficiente di determinazione 12 e spiegatene il significato;
= (b) calcolate I'errore standard della stima:
(c) ritenete che il modello di regressione sia un utile strumento di previsione delle vendite
di videocassette?
‘)\“\ DATASET 9.9 In base all’output di Excel ottenuto per risolvere 1’esercizio 9.4:
A { RENT (a) calcolate il coefficiente di determinazione 12 e spiegatene il significato;
s = (b) calcolate I'errore standard della stima:
(c) ritenete che il modello dj regressione sia un utile strumento di previsione degli affitti
mensili?

® LE ASSUNZIONI DEL MODELLO

Quando abbiamo introdotto la teoria della verifica di ipotesi e dell’analisi della varianza,
abbiamo pill volte sottolineato come una corretta applicazione delle procedure statistiche
dipenda in genere dal soddisfacimento delle ipotesi su cui esse si fondano. Le assunzioni
alla base del modello di regressione sono analoghe a quelle su cui si fonda I’analisi della
varianza, perché i due modelli di analisi ricadono nello stesso insieme: la classe dei modelli
lineari (riferimento bibliografico 6).

Nel Riquadro 9.1 si riportano le ipotesi del modello di regressione.

T Riquadro 9.1 Le ipotesi del modelio di regressione

v’ 1. Distribuzione normale degli errori.
v’ 2. Omoschedasticita.
v’ 3. Indipendenza degli errori.

In base alla prima ipotesi, la normalita, si richiede che gli errori abbiamo, per ogni valore
di X, una distribuzione normale (Figura 9.7). Analogamente al test 7 e al test F dell’A-
NOVA, il modello di regressione risulta robusto rispetto a scostamenti dall’ipotesi di nor-
malita: le inferenze sulla retta di regressione e sui coefficienti non risultano seriamente
influenzate da una distribuzione degli errori solo approssimativamente normale.

Ficura 9.7 N
Le ipotesi A
del modello

di regressione

— X

X, X5 X;

L 0
La seconda ipotesi, I’omoschedasticita, richiede che la variabiliti degli errori sia

- i e - ) ) : _
costante per ciascun valore di X. Gli erron devono, vale a dire, variare di un medesimo

_ ammontare sia in corrispondenza di valori elevati, che in corrispondenza di valori piccoli
1 di X. L’omoschedastic__itﬁl degli errori & cruciale ai fini dell’applicazione del metodo dei

ST -
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L’ANALISI

FiGura 9.8
Valutazione
dell’adeguatezza
del modello

di regressione
lineare semplice

minimi quadrati.iSe tale ipotesi non & soddisfatta, si devono trasformare opportunamente i
dati oppure ricorrere a metodi di stima diversi (i minimi quadrati ponderati, riferimento
bibliografico 6).

In base alla terza ipotesi, I'indipendenza, gli errori devono essere indipendenti per cia
scun valore di X. Questa ipotesi diventa importante quando i dati sono frutto di osserva-
zioni nel corso del tempo. In tal caso, infatti, pud accadere che gli errori di un certo periodo
di tempo siano correlati con gl errori del periodo precedente.

DElI RESIDUI

In questo paragrafo introduciamo ’analisi dei residui, come approccio grafico, che con-
sente sia di valutare I’adattamento ai dati del modello di regressione stimato, sia di indivi-
duare eventuali violazioni delle ipotesi sottostanti al modello.

Valutazione dell’adattamento del modello

di regressione stimato

Si definisce residuo o errore stimato, ¢;, la differenza tra il valore osservato (¥,) e il valore
previsto (¥;), della variabile dipendente per un dato valore X; della variabile indipendente.

Il residuo
Il residuo € uguale alla differenza tra valore osservato e il valore previsto di Y:

g =Y. — Y (9.9) |

La capacita di adattamento ai dati della retta di regressione pud essere valutata rappre-
sentando in un grafico i residui (sull’asse delle ordinate) rispetto ai corrispondenti valori di
X; (sull’asse delle ascisse). Se il modello & appropriato, nel grafico dei residui non si rico-
nosce nessun andamento particolare. Se, invece, il modello non & adeguato il grafico rive-
lerda esistenza di una relazione tra i valori X; e i residui e;. La Figura 9.8 illustra una situa-
zione di questo genere.

Pur rivelando la presenza di un trend in ¥ all’aumentare di X, i dati del Riquadro A sem-
brano suggerire I'esistenza di una relazione tra le due variabile non lineare ma polinomiale,
perché il tasso di crescita di Y si riduce all’aumentare dei valori di X. Pertanto, in questo
caso il modello di regressione lineare non sembra appropriato. Il Riquadro B conferma 1'e-
sistenza di una relazione non lineare: si pud infatti osservare I'andamento curvilineo del

¥ e
®
L] - » aﬁb
: ® %o o
0 T te * o —
® [ ]
° e ® o
X e . §
(A) (B)
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grafico dei residui e; rispetto a X;. Con il grafico dei residui si rimuove il trend lineare di
Y rispetto a X e si evidenzia quindi lo scarso adattamento ai dati del modello di regressione
(lack of fir). Possiamo quindi concludere che un modello polinomiale in questo caso & piu
appropriato di un modello lineare semplice.

Torniamo all’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento. Nella Figura 9.9
si riporta I'output di Excel relativo all’analisi dei residui, contenente le previsioni della
variabile risposta (I’'ammontare delle vendite annue) e i corrispondenti residui.

Nella Figura 9.10, si riporta il grafico dei residui rispetto ai valori della variabile indi-
pendente (la dimensione dei negozi). Il grafico non rivela alcuna relazione particolare tra i
residui e X;: i residui sembrano distribuirsi in maniera uguale al di sopra e al di sotto dello
0. Possiamo concludere che, in questo caso, il modello di regressione & adeguato.

]
22 |OUTPUT RESIDUI Grafico dei residui
3|
24 |Osservazione  Vendile previste  Residui 2000 :
% 1 3611,515529 130,516 ok |
% 2 3669,880191 225,198 5 1000 PR ~
7 3 5649,402647 1003,597 3 0 o % |
2 4 10267,72633 724,726 3 . . 3 + |
2 5 3079,732952 338,267 = -1000 5 i
0| 6 4624,232565 938,7674 -2000 é
31| 7 3115,141786 544,8502 -3000 t : : {
2| 8 2759367307 65,3673
B 9 6214,257862 746,258 f 2000 el 6000 8000
ET] 10 3457427185 559,427 Piedi al quadrato
% 1 9603,389152 | 1070,611
% 12 8601,82498 -1016,82
37| 13 10749,96093 1010,039
38| 1 5973,140561 _-1888,14 FIGURA 9.10

Grafico dei residui rispetto
Ficura 9.9

alla dimensione dei negozi
L'output di Excel relativo oftenuto con Excel ‘

all’analisi dei residui
per il problema di scelta
della dimensione

delle nuove filiali

Valutazione delle ipotesi

® Omoschedasticita 11 grafico dei residui rispetto a X; consente di stabilire anche se I'i-
potesi di omoschedasticita & soddisfatta. Nel grafico della Figura 9.11, la variabilita dei resi-
dui varia a seconda dei valori assunti da X, segno di una violazione dell’ipotesi di omo-
schedasticita: i residui sembrano disporsi a ventaglio, a indicare un aumento della variabilita
all’aumentare dei valori di X. Nella Figura 9.10, invece, non si osservano delle differenze
significative nella variabilita dei residui in corrispondenza di valori diversi di X: I'ipotesi
di omoschedasticita sembra soddisfatta.

® Normalita 1. analisi dei residui consente di verificare I’ipotesi di normalita degli errori.
Si tratta di costruire la distribuzione di frequenza dei residui e di darne una rappresenta-
zione grafica a mezzo dell’istogramma.

Considerando ancora I’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento, nella
Tabella 9.2 si riporta la distribuzione di frequenza dei residui, mentre il corrispondente isto-
gramma € rappresentato nella Figura 9.12.

E chiaramente, difficile, valutare Iipotesi di normalita della distribuzione degli errori alla luce
di un campione di sole 14 osservazioni e questo indipendentemente dallo strumento a cui si
ricorre (I’istogramma, il diagramma ramo-foglia, il diagramma scatola e baffi o il normality plot).
Dalla Figura 9.12, possiamo solo osservare che la distribuzione dei dati, sebbene non sembri
normale, non & particolarmente asimmetrica. Pertanto la robustezza della regressione rispetto agli
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scostamenti dall’ipotesi di normalita e la dimensione limitata del campione fanno si che il rico-
noscimento di una distribuzione degli errori solo approssimativamente normale non risulti preoc-
cupante.

Ficura 9.11
Violazione dell'ipotesi
di omoschedasticita

L ]
® .
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Tabella 9.2  Distribuzione di frequenza dei residui per i dati
relativi alla scelta della dimensione dei negozi

Resipur FREQUENZA

da —2250a —1750 I

da —1750 a —1250 0

da —1250a —750 1

da =750 a —250 3

da —250 a +250 3

da +250a +750 2

da +750 a +1250 4

Totale 14

FiGUra 9.12
Istogramma dei residui 4353 ¥
oftenuto con Excel, 45
per i dati relativi alla scelta 3.5 1
della localizzazione 5 3 1
dei negozi £ 251
g 24
£ 15
1
0.5 4
[
-1750 -1250 -750 -2580 250 750 1250
Residuali
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| @ Indipendenza L’ipotesi di indipendenza degli errori pud essere verificata rappresen-
tando i residui nell’ordine con cui i dati sono stati raccolti: nei dati raccolti nel corso del
tempo & spesso presente un’autocorrelazione tra osservazioni successive. Il grafico dei resi-
dui rispetto al tempo consente allora di evidenziare la presenza di una relazione di questo
genere. L’autocorrelazione dei residui viene misurata a mezzo della statistica di Durbin-
Watson di cui ci occuperemo nel paragrafo 9.6.

Esercizi del paragrafo 9.5

e 9,10 Di seguito si riporta la tabella contenente i valori di X e dei residui ottenuti dalla stima di
un modello di regressione, e il relativo grafico dei residui.

; ES (e EE Pl ok E S G H |
X
| 2 | 1
| 3] 2
1 4 3
51 4 0,33 T
t E 5 239 Grafico dei residui
7| 6 0,67
8| 7 0,16 3T s
9| 8 1,65 2 .
10] EIE 4] . , *tet
11 10 0,84 % o G e e .
| 12| 1 0,29 = i % o
| 13| 12 1,28 1 .
14| 13 1,21 a2l J
15 03 o 10 - e
18§ 15 1,02 X
17] 16 016
IEE 17 142
19| 18 0,71
20| 19 0,63
21! 20 0.67
o

7 E riconoscibile una struttura nei residui? Commentate.
I 9.11 Di seguito si riporta la tabella contenente i valori di X e dei residui ottenuti dalla stima di
un modello di regressione, e il relativo grafico dei residui.

R T e e O R P R e N R I
| 10X Residui
i 2 1 07
! 1 2 i :32 Grafico dei residui
; 5 4 0,33
13 [ 5 039 2 S
i 7 [ 0,67 . |
: 8l 7 056 e Kl @ .05 |
i gl 8 165 Z, * . * |
L 10| 9 1,1 g . v " 1
1] 10 084 4 .
| 12} 1 029
13! 12 1,28 24
| 14 13 0,21 0
| 15 1 0,37 X
| 16 15 0,22
| 17] 16 2,16
| 18] 17 0,82
18] 18 0,41
i 2] 19 0,63
$ 21| 20 0,67
21

E riconoscibile una struttura nei residui? Commentate.

Ya “\\ DATASET e 9,12 Tomate all’esercizio 9.2 e conducete un’analisi dei residui. Alla luce dei risultati ottenuti:
\ E f PETFOOD (a) valutate la capacita di adattamento ai dati del modello;
i : (b) verificate se le ipotesi alla base del modello di regressione sono soddisfatte.
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9.13 Tomate all’esercizio 9.3 e conducete un’analisi dei residui, Alla luce dei risultati ottenuti:
(2) valutate la capacita di adattamento ai dati del modello;
(b) verificate se le ipotesi alla base del modello di regressione sono soddisfatte:
9.14 Tornate all’esercizio 9.4 e conducete un’analisi dei residui. Alla luce dei risultati ottenuti:
(a) valutate la capacita di adattamento ai dati del modello:
(b) verificate se le ipotesi alla base del modello di regressione sono soddisfatte:

@ L’AUTOCORRELAZIONE E LA STATISTICA DI DURBIN-WATSON

*)\ DATASET
] &5 CUSTSALE

Come abbiamo osservato nel paragrafo precedente, 'ipotesi di indipendenza degli errori
spesso ¢ violata quando i dati sono raccolti nel corso del tempo. In questo caso, infatti, i
residui che si riferiscono a un certo periodo di tempo tendono a essere simili ai residui che
si riferiscono a periodi di tempo adiacenti. In presenza di un andamento di tale genere si
dice che tra i residui vi & autocorrelazione e un’elevata autocorrelazione dei residui puo
pregiudicare seriamente la validita del modello di regressione.

Il grafico dei residui come strumento per evidenziare
I’autocorrelazione
Come abbiamo visto nel paragrafo 9.5, il grafico dei residui rispetto al tempo & lo stru-
mento pitl semplice per individuare la presenza di autocorrelazione tra i residui. In presenza
di un’autocorrelazione positiva, ad esempio, nel grafico si evidenzieranno gruppi di residui
dello stesso segno, indice della presenza di un legame di dipendenza tra gli stessi.
Supponete che il manager di un negozio che si occupa di consegne a domicilio intenda
prevedere I'ammontare delle entrate settimanali sulla base del numero dei clienti. La Tabella
9.3 riporta i dati relativi al numero dei clienti e all’ammontare delle entrate per un periodo
di 15 settimane,

Tabella 9.3 Numero di clienti e ammontare delle entrate
per un periodo di 15 settimane

SETTIMANA CLIENTI ENTRATE | SETTIMANA CLIENTI ENTRATE

($ 000) ($ 000)

1 794 9.33 9 880 12.07

2 799 8.26 10 905 12.55

3 837 7.48 11 886 11.92

4 855 9.08 12 843 10.27

5 845 9.83 13 904 11.80

6 844 10.09 14 950 12.15

7 863 11.01 15 841 9.64

8 875 11.49

L’output di Excel relativo a tale insieme di dati &, invece, riportato nella Figura 9.13. R*
¢ uguale a 0.657 a indicare che il 65.7% della variabilita delle entrate risulta spiegato in
base al modello di regressione dal numero dei clienti; ’intercetta b, & uguale a —16.032 e
Iinclinazione b, & uguale a 0.03076. Tuttavia per poter accettare tali risultati e eventual-
mente poter prevedere alla luce di essi I’ammontare delle entrate, dobbiamo procedere a
un’attenta analisi dei residui per verificare I'ipotesi di indipendenza degli errori. Poiché i
dati sono stati raccolti nel corso del tempo, & infatti possibile, alla luce di quanto osservato
precedentemente, che i residui siano autocorrelati. Nella Figura 9.14, si riporta il grafico
dei residui rispetto al tempo: i residui presentano un’oscillazione ciclica verso 1’alto e verso
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A - c D E F G

1 |Analisi di regressione per il negozio di consegna a domicilio

2|

3 | Statistica della regressione

4 |R multiplo 0,810829997

5 R al quadrate 0,657445284

6 R al quadrato corretto 0,631094922

7 _|Errore standard 0,936036681

8 | Osservazioni 15

9|

10 ANALISI VARIANZA

1] gdf sQ MQ F Significativita F

12 |Regressione 1 21,860433 21,86043264 2495014171 0,000245105

13 |Residuo 13 11,390141' 0,876164669

14 Totale_ ( Bp ) 14 33,250573

15 D

16 | Coefficienti -rore standa. Sttt _ Valore di significativita Inferiore 95% Superiore 95%
17 |Intercetta &)\ -16,0321936  5,3101671' 3,019150493 0,009868641  -27,50410993  4,560277262
18 {Customers 0,030760228 0,0061582 4,995011683 0,000245105 0,017456271  0,044064185

Ficura 9.13 Output di Excel relativo ai dati della Tabella 9.3

Grafico dei residui

15 -

Residui
=]
2]
1

1.5 4

25 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tempo

Ficura 9.14 Grdfico dei residui relativo ai dati della Tabella 9.3

il basso, che fa pensare alla presenza di una certa autocorrelazione tra di essi e quindi alla
violazione dell’ipotesi di indipendenza degli errori.

La statistica di Durbin-Watson

L’autocorrelazione dei residui pud essere individuata e misurata facendo ricorso a una par-

ticolare statistica campionaria, la statistica di Durbin-Watson, che misura la correlazione
i tra ciascun residuo e quello che lo precede.
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La statistica di Durbin-Watson

D= e — (9.10)
! )
v_)(‘j'

i=1

dove ¢; = residuo relativo al periodo di tempo i

. . Al 2 K i “
Il numeratore della statistica D, L (¢; = e; )", ¢ dato dalla somma dei quadrati delle

"
differenze tra ciascun residuo e quello precedente, mentre il denominatore, 24 ¢7, coincide con
i=1

la somma dei quadrati di tutti i residui. In presenza di un’autocorrelazione positiva dei resi-

dui, D assume un valore vicino a 0, mentre in assenza di autocorrelazione il valore di D ¢

vicino a 2 (se i residui presentano un’autocorrelazione negativa, D assume un valore mag-

giore di 2 e puod anche raggiungere il suo valore massimo, 4). Nella Figura 9.15 si riporta

I"output relativo al calcolo della statistica di Durbin-Watson, ottenuto con I"aggiunta PHStat.

Il valore della statistica D calcolata con riferimento ai dati riportati nella Tabella 9.3 ¢
uguale a:

10.058

D) = = (.883
11.39

Ficura 9.15 ;
Output dell’aggiunta PHStat Analisi di regressione per il negozio di consegna a domicilio

di Durbin-Watson relativa Sum of Squared Difference of Residuals  10,05752

. . Sum of Squared Residuals 11,39014
ai dati della Tabella 9.3 Durhin-Watson Statistic 0,883003

con la statistica ‘

Si tratta allora di stabilire per quali valori di D possiamo concludere che vi & autocor-
relazione tra i residui e che, pertanto, I'ipotesi di indipendenza degli errori ¢ violata. Tali
valori dipendono da n, il numero delle osservazioni, e da p. 1l numero di variabili indipen-
denti nel modello (nel modello lincare semplice p = 1). Nella Tabella 9.4, si riporta la tavola
dei valori critici della statistica di Durbin-Watson (Tavola E.7).

Tabella 9.4 [ valori critici della statistica di Duri’)in«l-"Va.tvou__

a = 0.05
p=1 p=2 p=3 p=4 p=5
T P S S T
5 > 1.08 4 1.36 0.95 1.54 0.82 1.75 0.69 1:97 0.56 2.21
16 1.10 1:37 0.98 1.54 0.86 1573 0.74 1.93 0.62 2.15
17 1.13 1.38 1.02 1.54 0.90 .71 0.78 1.90 0.67 2.10
18 .16 1.39 1.05 153 0.93 1.69 0.82 1.87 0.71 2.06

Fonte: Tavola E.7.
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Nella Tabella 9.4 si riportano, per ciascuna combinazione di « (il livello di significati-
vitd). n (Ia dimensione del campione) e p (il numero delle variabili indipendenti), due valori
della statistica D. 11 primo d, & il valore critico inferiore di D, ciog il pil piccolo dei valori
di D corrispondenti a una situazione di assenza di autocorrelazione dei residui: se D ¢
minore di d;. concludiamo che vi & prova della presenza di un’autocorrelazione positiva tra
i residui. T secondo valore dy; &, invece, il valore critico superiore di D: se D & maggiore di
dy;, concludiamo che non vi & prova della presenza di un’autocorrelazione positiva tra i resi
dui. Se D & compreso tra d; e d;; non possiamo giungere a nessuna conclusione.

Pertanto per i dati della Tabella 9.3, siccome vi ¢ una sola variabile esplicativa (p = 1) e
si considerano 15 osservazioni (n = 15), avremo in base alla Tabella 9.4, d; = 1.08 e dy; =
1.36. Siccome D = 0.883 < 1.08, possiamo concludere che vi & autocorrelazione tra i resi-
dui. L analisi di regressione condotta risulta inappropriata ¢ si rende necessario ricorrere a
approcci diversi all’analisi della relazione tra variabili (riferimento bibliografico 0).

e 9,15 La tabella seguente riporta i valori dei residui per dati raccolti nel corso di 10 periodi di
tempo:

PERIODO DI TEMPO RESIDUI PERIODO DI TEMPO  RESIDUI

| -5 6 +1
2 —4 7 +2
3 —3 8 +3
4 2 9 +4
5 —~ | 10 5

(a) Rappresentate graficamente i residui rispetto al tempo. Commentate.

(b) Calcolate la statistica di Durbin-Watson.

(¢) Alla luce delle risposte ai punti (a) ¢ (b) a quali conclusioni si pud pervenire in merito
all’autocorrelazione dei residui?

e 9,16 Riprendete I'esercizio 9.2.

(a) E necessario in questo caso calcolare la statistica di Durbin-Watson?

(b) In che caso sarebbe necessario calcolare la statistica di Durbin-Watson, prima di pro-
cedere alla stima con il metodo dei minimi quadrati del modello di regressione?

9.17 1l proprietario di una casa monofamiliare, in una zona residenziale nel Nord-Est degli Stati

Uniti. intende fare ricorso a un modello statistico per prevedere il consume complessivo di

elettricita sulla base della temperatura atmosferica (misurata in gradi Fahrenheit, °F). Nella

tabella seguente si riportano i valori dei chilowatt consumati e della temperatura relativi a

un periodo di 24 mesi.

(a) Disegnate il diagramma di dispersione per i dati della tabella.

(b) Nell’ipotesi che tra le due variabili sussista una relazione linearc, stimate con il metodo
dei minimi quadrati i coefficienti di regressione by, ¢ b;.

(¢c) Fornite un’interpretazione di by,

(d) Prevedete il consumo medio in chilowatt corrispondente a una temperatura media
di 50 gradi Fahrenheil.

(e) Calcolate il coefficiente di determinazione r, ¢ interpretatenc il significato.

(f) Calcolate I'errore standard della stima,

(2) Rappresentate graficamente i residui rispetto alla temperatura atmosferica media.

(h) Rappresentate graficamente i residui rispetto al tempo.

(i) Calcolate la statistica di Durbin-Watson. Per a = 0.05, si pud ritenere che Vi sia auto-
correlazione tra i residui?
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TEMPERATURA TEMPERATURA

CoNsuMO ATMOSFERICA CoNSUMO ATMOSFERICA
MESE IN CHILOWATT MEDIA (IN °F) MESE  IN CHILOWATT MEDIA (IN °F)
1 126 30 13 123 27
2 132 25 14 121 33
3 114 29 15 138 28
4 87 42 16 99 39
5 67 48 17 64 47
6 50 61 18 52 63 g
7 39 69 19 49 69 i
8 45 78 20 41 73 ;
9 39 72 21 44 70 '
10 43 62 22 53 64 :
11 61 45 23 59 53
12 92 36 24 118 27
|
DATASET 9.18 1l proprietario di una catena di gelaterie intende studiare 1’effetto che la temperatura atmo- '
[CECREAM sferica ha sulle vendite dei gelati. Nella tabella seguente, si riportano i valori della tempe-
ratura (in gradi Farenheit, °F) e delle vendite (in migliaia di dollari) relativi a un periodo
di 21 giorni.
TEMPERATURA TEMPERATURA
MASSIMA VENDITE MASSIMA VENDITE
GIORNALIERA DEL NEGOZIO GIORNALIERA DEL NEGOZIO
GIORNO (IN °F) ($ 000) GIORNO (IN °F) ($ 000)
1 63 1.52 12 75 1.92
2 70 1.68 13 98 3.40
3 3 1.80 14 100 3.28
4 15 2.05 15 92 3.1
5 80 2.36 16 87 2.83
6 82 2.25 17 84 2.58 |
) 85 2.68 18 88 2.86
8 88 2.90 19 80 2.26
9 90 3.14 20 82 2.14
10 91 3.06 21 76 1.98
11 92 3.24

Suggerimento: cominciate con lo stabilire quale & la variabile indipendente e quale la dipendente.

(a) Disegnate il diagramma di dispersione per i dati della tabella.

(b) Nell’ipotesi che tra le due variabili sussista una relazione lineare, stimate con il metodo
dei minimi quadrati i coefficienti di regressione b, e b,.

(c) Fornite un’interpretazione di b;.

(d) Prevedete I'ammontare delle vendite per un giorno in cui la temperatura & di 83 gradi
Fahrenheit.

(e) Calcolate il coefficiente di determinazione * ¢ interpretatene il significato.

(f) Calcolate I’errore standard della stima.

(g) Rappresentate graficamente i residui rispetto alla temperatura atmosferica.

(h) Rappresentate graficamente i residui rispetto al tempo.
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(i) Calcolate la statistica di Durbin-Watson. Per e = 0.03, si puo ritenere che vi sia auto-
correlazione tra i residui?

(j)  Alla luce delle risposte ai punti (2)-(i), si deve mettere in discussione la validita del modello?

(k) Supponete che I’'ammontare delle vendite del giorno 21 sia 1.75. Rispondete al punti
(a)-(j) e commentate le differenze rispetto ai risultati precedentemente ottenuti.

INFERENZA SULL'INCLINAZIONE DELLA RETTA DI REGRESSIONE

CAPITOLO 9

Nei paragrafi precedenti, il modello di regressione & stato impiegato con uno scopo princi-
palmente descrittivo. In questa ottica, abbiamo introdotto il metodo dei minimi quadrati per
stimare i coefficienti della retta di regressione e, quindi, per poter prevedere Y sulla base
dei valori di X. Abbiamo anche definito I'errore standard della stima e il coefficiente di
determinazione.

Infine abbiamo visto come attraverso un’analisi dei residui, si possa verificare se le ipo-
tesi alla base del modello di regressione sono soddisfatte e quindi se il modello stesso ¢
appropriato. Passiamo ora a considerare le inferenze che si possono condurre sull’esistenza
di una relazione lineare tra le variabili di una popolazione alla luce dei risultati campionari.

Il test t sull’inclinazione della retta

Possiamo stabilire se tra le variabili X e YV sussiste una relazione lineare significativa sot-
toponendo a verifica I’ipotesi che b, (I'inclinazione della popolazione) sia uguale a 0. Nel
caso di rifiuto di tale ipotesi, possiamo concludere che vi & prova dell’esistenza di una rela-
zione lineare tra le variabili considerate. 1.’ipotesi nulla e I'ipotesi alternativa sono, allora,
rispettivamente:

Hy: By = 0 (non vi & una relazione lineare)
H,: 3, # 0(vi ¢ unarelazione lineare)

La statistica test ¢ di seguito definita.

Il test t per la verifica di ipotesi sull’inclinazione £,

[.a statistica ¢ & data dalla differenza tra ’inclinazione campionaria e I’inclinazione
ipotizzata della popolazione, il tutto diviso per I'errore standard dell’inclinazione.

by — By
S,,‘

dove ©.11)

v ASOX

La statistica ¢ ha una distribuzione ¢ di Student con n — 2 gradi di liberta.

Torniamo all’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento e verifichiamo se
sussiste una relazione lineare significativa tra la dimensione del negozio e I'ammontare
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“Dettagli ulteriori sul calcolo
della statistica t sono dati

nel paragrafo 9.10

annuo delle vendite, per un livello di significativitd uguale a 0.05. Dall’output di Excel della
Figura 9.4, ricaviamo™:

b, = +1.686 n=14 Sy, = 0.1533
Pertanto il valore della statistica ¢ & dato da:

by 1.686
TS, 0.1533
I valore della statistica ¢ & riportato nell’output di Excel nella colonna Stat ¢. Poiché ¢ =
11 >t = 2.1788, rifiutiamo H,. In base all’approccio del p-value rifiutiamo H,, perché
il p-value & approssimativamente uguale a 0. (Nell’output di Excel il valore del p-value
¢ riportato nella colonna Significativita con la notazione scientifica 1.27E — 07, che cor-
risponde a 0.000000127 e pertanto & inferiore a a = 0.05). Possiamo, quindi, concludere
che esiste una relazione lineare significativa tra I’'ammontare medio annuo delle vendite
e la dimensione del negozio. (Figura 9.16),

FiGUrA 9.16

Verifica di ipolesi
sull'inclinazione della retta
di regressione, con « = 0.05
e 12 gradi di liberta

—2.1788 t,

+2.1788

Valore Valore
critico critico
Regione Regione Regione

di rifiuto di accettazione di rifiuto

Il test F per l'inclinazione

La significativita dell’inclinazione della retta di regressione pud essere sottoposta a verifica
anche ricorrendo al test F (Tabella 9.5). Nel paragrafo 7.2 abbiamo visto che il test F ha per
oggetto il rapporto tra due varianze. Nel verificare la significativita dell’inclinazione, si
impiega come misura dell’errore casuale la varianza dei residui (data dalla somma dei qua-
drati degli errori divisa per il numero dei gradi di liberta). Pertanto il test F & dato dal rap-
porto tra la varianza dovuta alla regressione (la somma dei quadrati della regressione divisa
per il numero delle variabili indipendenti) e la varianza dei residui (equazione 9.12).

Il test F per la verifica di ipotesi sull’inclinazione B,
La statistica /' ¢ data dal rapporto tra la media dei quadrati della regressione (MOR)
¢ la media dei quadrati dell’errore (MQE):
MOR
=t 9.12
1WQF (9.12)
dove
SOR
MOR =
I'?
‘ SQE
| MOE = uE
| n—p—71
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CAPITOLO 9

Se a ¢ il livello di significativita scelto, si ottiene la seguente regola decisionale:

Rifiuta H,

se F'> I, il valore critico che si trova nella coda

di sinistra della distribuzione F con n — p — 1 gradi di liberti;

altrimenti accetta H,.
I risultati dell’analisi possono essere riportati in maniera sintetica mediante 1a tabella del-
["analisi della varianza (ANOVA), contenuta nella Tabella 9.5.

Tabella 9.5 Tabella del’ANOVA per la verifica
della significativita del coefficiente di regressione

SoMMA MEDIA DEI QUADRATI
FONTE Gdl DEI QUADRATI (VARIANZA) F
. ) SOR MQOR
Regressione p SOR MQR = — S
p MQE
. jers SOE
Residuo n=p ~ SQE MQE = ————
n—p—1
Totale n—1 STQ

L output di Excel relativo alla regressione contiene la tabella completa dell’ANOVA,
come possiamo vedere dalla Figura 9.4, La statistica F' in questo caso ¢ uguale a 121.01 e
il p-value & inferiore a 0.001.

Se a = 0.05, il valore critico della statistica F con 1 e 12 gradi di liberta si ricava dalla
Tavola E.5 ed ¢ uguale a 4.75, come illustrato nella Figura 9.17. Rifiutiamo I’ipotesi H,,
perché = 121.01 > 4.75 o perché il p-value = 0.000000127 < 0.05 e quindi possiamo con-
cludere che sussiste una relazione significativa tra la dimensione del negozio e [’ammon-
tare annuo delle vendite.

FIGURA 9.17 [ T
Verifica della significativita ”

dell’inclinazione,
cona=005e1el12
gradi di liberta

Regione Valore Regione
di rifiuto critico di
accettazione

Uintervallo di confidenza per I'inclinazione g,

L’esistenza di una relazione lineare tra le variabili considerate puo essere valutata anche
costruendo un intervallo di confidenza per B, e verificando se il valore ipotizzato (B, = 0)
vi &€ compreso,
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L'intervallo di confidenza per I'inclinazione

L’intervallo di confidenza per B, si ottiene addizionando e sottraendo all’inclinazione
campionaria by il prodotto tra il valore critico della statistica r e I'errore standard del-
I'inclinazione.

by =1, 55y, (9.13)

Dall’output di Excel della Figura 9.4, ricaviamo:

by = +1.686 n=14 Sy, = 0.1533
Pertanto

by =1, 58, = +1.686 = (2.1788)(0.1533)

= +1.686 = 0.334
+1.352 < B, = +2.02

L’intervallo di confidenza per I’inclinazione per un livello di confidenza del 95% & com-
preso tra gli estremi +1.352 e +2.02. Poiché 0 non & compreso nell’intervallo, concludiamo
che I'ammontare delle vendite & legato da una relazione lineare significativa alla dimen-
sione del negozio.

rcizi del paragrafo 9.7

® 9.19 Intendete verificare la significativita dell’inclinazione della retta di regressione. A tale scopo
estracte un campione di ampiezza n = 18 e ottenete i seguenti risultati:

by=+45 S, =15

(a) Calcolate il valore della statistica 7.
(b) Determinate i valori critici della statistica per o = 0.05.
(c) Alla luce dei punti (a) e (b), a quale decisione statistica dovreste pervenire?
(d) Costruite un intervallo di confidenza di livello 0.95 per l'inclinazione 3.
. DATASET ® 9.20 Riprendete I'output di Excel ottenuto per risolvere I'esercizio 9.2.
- PETFOOD (a) Per o = 0.05, si pud ritenere che tra I’'ammontare delle vendite di cibo per animali e
lo spazio destinato sugli scaffali al prodotto sussista una relazione lineare significativa?
(b) Costruite un intervallo di confidenza di livello 95% per I'inclinazione 3,.
. DATASET 9.21 Riprendete 1'output di Excel ottenuto per risolvere |'esercizio 9.3.
- MOVIE (a) Per o = 0.05, si pud ritenere che tra il successo di botteghino e le vendite di video-
casselle sussista una relazione lineare significativa?
(b) Costruite un intervallo di confidenza di livello 95% per I'inclinazione 3,.
- DATASET 9.22 Riprendete I'output di Excel ottenuto per risolvere I’esercizio 9.4.
~ RENT (a) Per a = 0.05, si pud ritenere che tra la dimensione degli appartamenti e I’ammontare
degli affitti sussista una relazione lineare significativa?
(b) Costruite un intervallo di confidenza di livello 95% per I'inclinazione (3.

9.23 La volatilita delle azioni viene spesso misurata facendo ricorso all’indice beta. Tale indice
si ottiene stimando un modello di regressione in cui la variabile dipendente ¢ la variazione
settimanale dell’azione e la variabile indipendente & la variazione settimanale di un indice
di mercato. In genere I'indice di mercato utilizzato & I'indice S&P 500. Pertanto se si
volesse calcolare I’indice beta per le azioni dell'IBM, dovremmo stimare il seguente
modello di regressione:

(variazione % settimanale di IBM) =
Bo + Bi(variazione % settimanale di S&P 500) +
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Beta coincide con lo stimatore dei minimi quadrati, b;. Se I'indice beta & uguale a 1, I'a
zione tende a presentare la medesima variabilita del mercato: se beta ¢ uguale a 1.5, I'a-
zione tende a presentare una variabilitd pari a una volta e mezzo quella del mercato; infine
se beta & uguale 0.6, I'azione ha una variabilita uguale al 60% di quella del mercato.

Nella tavole seguente si riportano i valori dell’indice beta per le azioni di alcune societa.

SOCIETA BETA

Ford Motor Company 0.92

Houston Industries 0.43

IBM 1.09 ;
LSI Logic 1.80 ‘

Fonte: Standard & Poor' 50 Guide, Edition 1999 (McGraw-Hill Inc. 1999)

(a) Spiegate il significato dell’indice beta per ciascuna societa.
(b) L’investitore pud essere guidato nelle sue scelte dal valore dell’indice beta?

@ LA STIMA DELLA PREVISIONE

In questo paragrafo, introduciamo i metodi che consentono di fare inferenza sulla media di
Y e su un suo singolo valore Y.

Lintervallo di confidenza per la risposta media 5
Nell’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento, in base al modello di regres- ;
sione abbiamo ottenuto la previsione delle vendite (7645.786) per un negozio di 4000 piedi
al quadrato: tale valore & una stima puntuale della media della popolazione delle vendite.
In questo paragrafo, introduciamo I’intervallo di confidenza per la media della variabile
risposta (la risposta media).

L’intervallo di confidenza per pyx, la media di Y

Yok L, 8wV h (9.14)
dove
1 (X; — X)°
hi=—+—,
n o
Y. (= X
i=1

Y, = previsione del valore medio Y: Y, = by + b X;
Syx = errore standard della stima

n = ampiezza del campione

X; = i—esimo del valore di X

L

In base all’equazione (9.14), I'ampiezza dell’intervallo risulta dipendere da diversi fat-
tori. Per un dato livello di confidenza, un aumento della variabilita attorno alla retta di

regressione, misurata dall’errore standard della stima, di luogo a un aumento della dimen-
sione dell’intervallo, un aumento dell’ampiezza del campione ne comporta invece una ridu-
zione. Osserviamo, inoltre, che I’ampiezza dell’intervallo dipende anche dai valori di X.
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L’ampiezza dell’intervallo & piccola in prossimita del valor medio X e aumenta mano a
mano che ci si allontana da questo. Tale effetto & dovuto alla presenza della radice qua-
drata del rapporto nell’equazione (9.14) ed & illustrato dalla Figura 9.18.

Ficura 9.18
Intervallo di confidenza Y
per pyx
Y= by + b,X,
i
i
i
]
I
1
I
]
1
L 34
X

|

Esempio 9.3  Costruzione di intervallo di confidenza del 95%
per la risposta media |Lyy

Per il problema introdotto nell’ Applicazione, relativo alla catena di negozi di abbigliamento,
abbiamo ottenuto la seguente stima della retta di regressione l}, = 901.247 + 1.686 X,.
Costruite un intervallo di confidenza del 95% per la media delle vendite di tutti i negozi di
4000 piedi al quadrato.

SOLUZIONE
Dalla stima della retta di regressione:
Y, =901.247 + 1.686 X,
e per X; = 4,000, otteniamo
Y, =901.247 + 1.686(4000) = 7645.786
Inoltre

X =2921.2857;  Syx=0936.85; D (X, — X)* = 37357 090.86

i=1

¢ dalla Tavola E.3, 1, = 2.1788. Pertanto,
Yi % t,_aSyxVh;

dove

di modo che
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(4,000 — 2921.2857)2
37 357 090.86
= 7645786 + 653.756

- [1
7645.786 = (2.1788)(936.85) \— +
[ 14

quindi

6992.031 = pyy = 8299.542
Pertanto possiamo concludere che la media delle vendite settimanali per i negozi di 4000
piedi al quadrato ¢ compresa tra 6992.031 e 8299.542 migliaia di dollari. Tale risultato
poteva essere facilmente ottenuto con 1’aggiunta PHStat.

Lintervallo di confidenza per la previsione

L’intervallo di confidenza per la previsione ha una forma simile a quella dell’intervallo di
confidenza per la risposta media, sebbene in questo caso si stimi un singolo valore e non
un parametro. L’intervallo di confidenza per la previsione di un singolo valore Y; (di
una singola risposta) ¢ dato dall’equazione 9.15,

Esempio 9.4 Costruzione di intervallo di confidenza del 95%
per la previsione

Per il problema introdotto nell’ Applicazione, relativo alla catena di negozi di abbigliamento,
abbiamo ottenuto la seguente stima della retta di regressione }7,- = 901.247 + 1.686 X,.
Costruite un intervallo di confidenza del 95% per la previsione delle vendite di un negozio
di 4000 piedi al quadrato.

L'intervallo di confidenza per la previsione di una singola *
risposta Y;

Yi* 6,285 V1 + By (9.15)
dove

hi, Y;. Syx, n e X; sono definiti come nell’equazione 9.15

SOLUZIONE
Dalla stima della retta di regressione:
Y; = 901.247 + 1.686 X,
e poi X; = 4000, otteniamo
Y; = 901.247 + 1.686(4000) = 7645.786
Inoltre

X = 2921.2857; Syy = 936.85; };(X,- — X)* = 37 357 090.86
i=1
e dalla tavola E.3, 1, = 2.1788. Pertanto,

);, + f” 2.3‘} Y \I = fil'I
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dove:

l X, — X)
hi = — + o —
n -] —.2
_ﬁ(x, - X)
di modo che
|
; [T X —x? |
Yr' + fu—l‘s‘).\' ,"‘l +—+ H( )7
f n —_—F
[ Y& - X
i=1
c
, o [T 1 (4,000 — 2921 .2857)2
7645.786 = (2.}788)(930.35)\;] +— 4= 2 :
/ 14 37 357 090.86
= 7645.786 + 2143.357 ‘
quindi

5502.43 < ¥, = 9789.143

Pertanto possiamo concludere che I’ammontare delle vendite settimanali per un negozio di
4000 piedi al quadrato & compreso tra 5502.43 e 9789.143 migliaia di dollari.

L’esempio 9.4 illustra il calcolo dell’intervallo di confidenza per la previsione di una sin-
gola risposta con riferimento ai dati relativi alla catena di negozi di abbigliamento, anche
se tale intervallo pud essere ottenuto facilmente con "aggiunta PHStat.

Confrontando i risultati degli esempi 9.3 e 9.4, osserviamo che I’ampiezza dell’intervallo
per la previsione di una singola risposta & maggiore dell’ampiezza dell’intervallo della rispo-
sta media e questo perché nella previsione di un valore singolo vi & senz’altro una varia-
bilitd maggiore di quella che accompagna la previsione di un valore medio.

Esercizi del paragrafo 9.8
9.24 Per un campione di 20 osservazioni, si ottiene con il metodo dei minimi quadrati la seguente

: 2 - L. ; = F T2
retta di regressione: ¥, = 5 + 3X, inoltre, §,, = 1.0, X = 2, ,E()(; — X)" = 20.
i=1
(a) Costruite un intervallo di confidenza del 959 per la risposta media corrispondente a
= 2.
(b) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il valore della singola risposta cor-
rispondente a X = 2,
A\ DAaraser ® 9.25 Riprendete I"output di Excel ottenuto per risolvere I'esercizio 9.2.
=

&

PETFOOD (a) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per la media delle vendite settimanali di

L2

tutti 1 negozi in cui i cibi per animali occupano uno spazio di 8 piedi.

(b) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per le vendite settimanali di un negozio
in cui i cibi per animali occupano uno spazio di 8 piedi.

(c) Spiegate le differenze tra i risultati dei due punti.

—2\ DaTasen 9.26 Riprendete I'output di Excel ottenuto per risolvere I'esercizio 9.3.
F%\T— MOVIE (a) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per le vendite medie delle videocassette
!i‘ 3

di tutti film per i quali sono stati acquistati biglietti per 10 milioni di dollari.
_ (b) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per le vendite delle videocassette di un
! film di cui sono stati acquistati biglietti per 10 milioni di dollari.
(¢) Spiegate le differenze tra i risultati dei due punti.
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DATASET 9.27 Riprendete I'output di Excel ottenuto per risolvere ’esercizio 9.4.
RENT (a) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per 'affitto medio mensile di tutd gl

appartamenti con una dimensione di 1000 piedi al quadrato.

(b) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per I’affitto mensile di un appartamento
con una dimensione di 1000 piedi al quadrato.

(c) Spiegate le differenze tra i risultati dei due punti.

@ LE TRAPPOLE DELL’ANALISI DI REGRESSIONE

Il modello di regressione si presenta come una lecnica statistica a cui si ricorre ampiamente
nelle applicazioni economiche. Tuttavia, spesso viene impiegato in maniera non corretta. Il
riquadro seguente illustra le difficoltd di cui si deve tener conto nell’impiego del modello
di regressione.

T Riquadro 9.2 Le difficolta del modello di regressione

v 1. Scarsa conoscenza delle assunzioni alla base del modello.

v 2.
v 3 rsa con
v’ 4. Uso del m

| MOdo In cul vclﬁa’e tali assunzioni

modelli alternativi a quello di regressione lineare semplice

Q

dello di regressione senza una conoscenza adeguata della teoria sot-

L’ampia diffusione di fogli elettronici e pacchetti statistici ha facilitato 1’'uso delle tecniche
di regressione per la previsione. Tuttavia, 1'uso sempre maggiore di tali tecniche non si ¢
accompagnato a una conoscenza adeguata delle stesse.

Di seguito, discuteremo un esempio classico nella letteratura statistica con cui si illustra la
necessitd di andare oltre i primi risultati della stima della retta di regressione (la stima dei
coefficienti e il calcolo di r7) ottenibili facilmente a mezzo dei moderni pacchetti statistici, e
di condurre delle analisi pitt approfondite, ricorrendo a tecniche quali ’analisi dei residui.
Nella Tabella 9.6 si riportano 1 valori di X e di ¥ per quattro dataset costruiti ad hoc.

Anscombe (riferimento bibliografico 1) mostra che per tuiti e quattro i dataset si otten-
gono i seguenti risultati:

"
SOR = variabilita spiegata = E(}h’# — Y)*= 2751
=] )
SQFE = variabilita non spiegata = E(Y.‘ = f',)’ = 13.763

i= 1

SQOT = variabilita totale = E(Y,- ~ Y)*=41.273
i=1

Pertanto i quattro dataset sono equivalenti con riferimento queste statistiche della retta di regres-
sione. L’analisi non si pud quindi arrestare a questo punto, pena la perdita di alcune informa-
zioni importanti. Prendiamo, allora, in considerazione i diagrammi di dispersione dei quattro
dataset (Figura 9.19) e i relativi grafici dei residui (Figura 9.20).

[ grafici evidenziano le dilferenze tra i quattro dataset. L’unico dataset per cui il modello
di regressione lineare semplice sembra appropriato & il dataset A: i punti del diagramma di
dispersione sembrano disporsi lungo una retta e i residui non presentano nessun andamento
riconoscibile e nessun outlier. Al contrario, il diagramma di dispersione del dataset B sembra
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Tabella 9.6 Quaitro insiemi di dati artificiali
DATASET A DaraseT B DATASET C DATASET D
X; Y; X; Y; Xi ¥; X; Y;
10 8.04 10 9.14 10 7.46 8 6.58
14 9.96 14 8.10 14 8.84 8 5.76
5] 5.68 5 4.74 5 573 8 7.71
8 6.95 8 8.14 6.77 8 8.84
9 8.81 9 8.77 7| 8 8.47
12 10.84 12 9.13 12 8.15 8 7.04
4 4.26 4 3.10 - 5.39 8 525
7 4.82 7 7.26 7 6.42 19 12.50
11 8.33 9.26 11 7.81 8 5.56
13 7.58 13 8.74 13 1274 8 7.91
6 7.24 6 6.13 6 6.08 8 6.89
Fonte: “Graphs in Statistical Analysis,” F.J. Anscombe,
The American Statistician 27 (1973); 17-21.
Copyright © 1973 The American Statistical Association.
Y Y
°
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(©) (D)
Ficura 9.19 Diagrammi di dispersione per i quatiro dataset
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Ficura 9.20 Grafico dei residui per i quattro dataset
Fonte: Anscombe, 1973, The American Statistician, Copyright © 1973 by The American Statistical Association.
suggerire I"adozione di un modello di regressione non lineare, conclusione che peraltro il gra-
fico dei residui rafforza. Il diagramma di dispersione del dataset C evidenzia la presenza di un
outlier, che si dovrebbe eliminare prima di procedere alla stima del modello. Analogamente in
base al diagramma del dataset D, sembra che la stima della retta di regressione sia estrema-
mente influenzata da un’osservazione (I’ottava osservazione per la quale Xg = 19 ¢ Yy = 12.50),
situazione di cui si deve tener conto nella valutazione dei risultati dell’analisi di regressione.
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Quest’esempio sottolinea I’importanza dell’analisi dei residui. che si deve sempre accomni-
pagnare alla stima del modello. Nel Riquadro 9.3 si suggerisce una strategia da seguire per

cvitare le trappole dell’analisi di regressione evidenziate nel Riquadro 9.2.

K Riquadro 9.3 Una strategia per evitare le trappole
‘ della regressione

v raticamente i residui r

v a.

| diagramma ram

3 g
2

iticare in quale misura l'ipo

v 5.

@ | CALCOLI DELLA REGRESSIONE LINEARE SEMPLICE

In questo paragrafo illustriamo i calcoli che consentono di ottenere le statistiche del modello
di regressione prese in considerazione.

Il calcolo dell’intercetta by e dell’inclinazione b

0 1
Il metodo dei minimi quadrati per la stima dei coefficienti della retta di regressione com-
porta la risoluzione del sistema dato dalle seguenti equazioni (9.16a) e (9.16b).

Equazioni da risolvere per applicare il metodo dei minimi

quadrati
n n
5 A
DY, =nby+ b DX, (9.16a)
= =]
n n '
Al 3
DX = by >, X+ by 3 X2 (9.16b)
i=1 i=1 i=1
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Dalla risoluzione del sistema si ottengono i seguenti risultati:

Formula per il calcolo dell’inclinazione b,
SOXY
By= e (9.17)
SOX
'\_()do\'e
ﬂ (80
SOXY = X (6~ D)¥— D= X xy, — =L =l J
i=1 i=1 n
i n ( E’YI)
SQX = Y (X; - X)*= "3 x? —‘—"'”
i=1 i=1
L B
€
Formula per il calcolo dell’intercetta by
by = Y - /Jj (9.18)
dove
3.7 > X,
}7 - i=1 é ((( I 1
H n

Alla luce delle equazioni (9.16) e (9.18), si rende necessario il calcolo di cinque quantita per

n

n

determinare b, ¢ by: n, I'ampiezza del campione, z,‘(,-. la somma dei valori della X, Z Y:,

=1
n

i=1
X e della Y.

i

ZX,-Y,. la somma dei quadrati dei valori della X ¢ la somma dei prodotti dei valori della

i=1

d

- v 5 i . . " a 5 R,
Nella Tabella 9.7 si riportano i calcoli di queste quantiti (con | aggiunta di >_ Y7, la somma

i=1

dei quadrati dei valori della ¥, necessaria per il calcolo della SOT) con riferimento ai dati
sulla dimensione e sull’ammontare delle vendite per la catena di negozi di abbigliamento.

Calcoliamo by e by in base alle equazioni (9.16) e (9.18):
SOXY
-
' sox

L ()
= l X, —X)Y,— V)= E Rg e STl ANEEL g
= i=1 n

SOXY

(81 577)(40 898)
14

- 301 298 822 — 238 309 724.71
= 62 989 097.29

= 301 298 822 —
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Tabella 9.7 Calcoli per il problema della dimensione dei negozi

PIEDI
AL QUADRATO  VENDITE

NEGOZIO X Y X2 p2 XY
1 1,726 3,681 2.979.076 13,549,761 6,353,406
2 1,642 3,895 2,696,164 15,171,025 6,395,590
3 2,816 6,653 7,929.856 44,262,409 18,734,848
4 5,555 9,543 30,858,025 91,068,849 53,011,365
5 1,292 3,418 1,669,264 11,682,724 4,416,056
6 2,208 5,563 4,875,264 30,946,969 12,283,104
7 1,313 3,660 1,723,969 13,395,600 4,805,580
8 1,102 2,694 1,214,404 7,257,636 2,968,788
9 3,151 5,468 9,928,801 29,899,024 17,229 668
10 1,516 2,898 2,298,256 8,398,404 4,393,368
11 5,161 10,674 26,635,921 113,934,276 55,088,514
12 4,567 7,585 20,857,489 57,532,225 34,640,695
13 5,841 11,760 34,117,281 138,297,600 68,690,160
14 3,008 4,085 0,048,064 16,687,225 12,287,680
Totale 40,898 81,577 156,831,834 592,083,727 ?(1]\2‘)3.822

Ul
sox = 3(x, - B = Y x2 - M=l

i=1 =1 n
(40 898)°

14
= 156 831 834 — 119474 743.1
= 37 357 090.86

= 156 831 834 —

di modo che

~ 62989097.29

b} T
37 357 090.86
= 1.68613
c
b= T — biX
[+
>
. S s L
- _ = 5826.929
n 14
S:
“' 40898
X1 _ — 2921.2857
n 14

di modo che
by = 5,826.929 — (1.68613)(2,921.2857)
=901.2
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Il calcolo delle misure di variabilita
Di seguito riportiamo le formule per il calcolo di SQT, SOR e SOE, in base alle equazioni
(9.4), (9.5) e (9.6).

e po——

Formula per il calcolo della somma totale dej quadrati (SQT)

SOT = variabilita totale |

N

|

+

L = 2 e |

Formula per il calcolo della somma dej quadrati ‘
della regressione (SQR)

SOR = variabilita spiegata dalla regressione

V (T BF —/’c»S‘) I‘J]S )(,), S (9.20) ‘

i I =" n

Formula per il calcolo della somma dei quadrati |
degli errori (SQE) ‘
SQFE = variabilita residua
n N n n n (9.21)

L = 2= PP =31 -5 DY, — b, Sx¥,

s
i=] i=1 i=1 =1

In base alla Tabella 9.7, otteniamo i seguenti risultati:

,, (=)
SOT = variabilita totale = Z Y; — Y)? = 2 }r"  HELLF
i=] i=1 n
81 577)°
= 592 083 727 — #
= 592 083 727 — 475 343 352
= 116740 375

SOR -

variabilita spiegata

:\(}fh

i=

(2n)
= /JE,S ¥ & h,?x,}’, —_

ﬂ—! n

(81 ‘177
I4

(901.2)(81 577) + (1.68613)(301 298 822) —
= 106 208 120
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SQFE = variabilita residua

i

=Y (¥;— )

i=1
n "

= B ¥ =y 2 ¥; — by 3, X,
i=1

i=1 i=1
592 083 727 — (901.2)(81 577) — (1.68613)(301 298 822)

Il calcolo dell’errore standard dell’inclinazione

In questo paragrafo illustriamo i calcoli che consentono di ottenere I’errore standard del-
I’inclinazione, che abbiamo impiegato nella verifica di ipotesi sull’esistenza di una relazione
lineare tra X e Y.

S
Sp, = T\ ;
\V/SOX
SOX = D (X; — X)*
i=1
. (3]
: \E _ Ni=1 )
E'ZJ n
(40 898)°
- 156 831 834 — ———
14
= 37 357 090.86
. — 936.85
“h /37 357 090.86
=0.1533

L’esempio 9.5 presenta un’ulteriore illustrazione dei calcoli necessari per la stima del modello
di regressione.

Esempio 9.5 Il calcolo di by, by, SOT, SOR, SQE e 1>

Prendete in considerazione il dataset A della Tabella 9.6:

10 8.04
14 9.96
5 5.68
8 6.95
9 8.81
12 10.84
4 4.26
7 4.82
11 8.33
13 7.58
6 7.24

Calcolate by, by, SOT, SOR, SQE e 1°.
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SOLUZIONE

Per determinare b, e b, si rende necessario il calcolo delle seguenti cinque quantita: »,
n n n

5 . z . . " 3 ) .

I'ampiezza del campione, z.\‘.—. la somma dei valori della X, E.\,. LA,?,. la somma
i=1 i=1 i=1

dei quadrati dei valori della X e la somma dei prodotti dei valori della X e della Y. Inoltre

n
K =9 . . . . 5 . . T
L Y7, la somma dei quadrati dei valori della ¥, & necessaria per il calcolo della SOT.
=1
I foglio di Excel, di seguito riportato, contiene i calcoli di tali somme.

Calcoli per il dataset A N R R R T g 3 F
utilizzando Microsoft Excel X Y X2 Y42 XY
2 10 ;
3 14
: 9
12
4
0 "
i 5 24 36 A2 4176 43 44
Somme 99 75,77 1001 668,7527 803,1

Calcoliamo b, e by in base alle equazioni (9.16) ¢ (9.18):

SOX]
by = g
S0X
(33
SOXF = ¥ 16 —Kji(t,=Fi =Ygy —~oL Le=t J
i=1 i=1 il
] (99)(82.51)
= 797.6 — = % —"
= 797.6 — 742.59
= 55.01
n n (E)\—I)
SOX = Yk~ KR = 38 sl
i=1 i=1 n
(99)°
= 1001 — — )
11
= 1001 — 891
=110
di modo che
55.01
b ==
110
= 0.5001
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bo=Y — bX

dove

= i 82.51
Y = = = 7.50
n 11
3 X,
= = 99
Y = ! = =90
n 11

di modo che
by = 7.50 — (0.5001)(9.0)
= 3.0

Passiamo ora a calcolare le misure di variabilita alla luce dei risultati di sintesi:

SOT = variabilita totale

u\ _ i ( /\:, }i )
- Z() -9 = E}r .
i=1 =1 1
. (82.51)
= 660.1727 — 7
= 6060.1727 — 618.9
= 41.2727
SOR = variabilita spiegata
i n i }:.' Y’}
A — s = o \i= | /
= >W - =by Y + b XY - B
i=1 i=1 i=1
i (82.51)
= (3.0)(82.51) + (0.5001)(797.6) — 1
= 27.43
SQFE = variabilita residua
= Y= 1= D2V~ by 2 ¥, — b DXV,
i=1 i=1 i=1 i=1

660.1727 — (3.0)(82.51) — (0.5001)(797.6)
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@ LA CORRELAZIONE COME MISURA DELL’ASSOCIAZIONE
TRA DUE VARIABILI
Mentre nella regressione si & interessati alla previsione della variabile dipendente Y
mediante la variabile indipendente X, con lo studio della correlazione si intende valutare il
grado di associazione tra le due variabili.

L’intensita della relazione tra due variabili di una popolazione viene misurata in genere
mediante il coefficiente di correlazione, i cui valori sono compresi tra —1 (nel caso di per-
fetta correlazione negativa) e +1 (nel caso di una perfetta correlazione positiva). Nella
Figura 9.21, si illustrano tre tipi diversi di associazione tra variabili.

L ® e 04

e ©® o o °,

> X — . X - -X
Riquadro A Riquadro B Riquadro C
Perfetta correlazione Assenza di correlazione Perfetta correlazione
negativa (p = —1) (p=0) positiva (p = +1)

Ficura 9.21 Tipi di associazioni tra variabili

Tra le variabili del Riquadro A sussiste una perfetta relazione lineare negativa: all’au-
mentare di X, ¥ decresce in una maniera perfettamente prevedibile. 11 Riquadro B illustra
un caso di assenza di relazione tra X e ¥: non vi & associazione tra le due variabili. Il Riqua-
dro C corrisponde a una situazione di perfetta relazione lineare positiva tra le variabili:
all’aumentare di X, Y cresce in una maniera perfettamente prevedibile.

Nelle situazioni in cui si & interessati prevalentemente alla regressione, il coefficiente di
correlazione campionario 7 si pud ottenere dal coefficiente di determinazione, i~. Infatti,
come abbiamo visto:

» _ somma dei quadrati della regressione  SOR

r= ; p =5
somma totale dei quadrati ST

¢ pertanto:

( Il coefficiente di correlazione

Dove r ha lo stesso segno di b,

Tornando all’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento, poiché 1~ & uguale
a 0.91 e l'inclinazione della retta di regressione b, & positiva, il coefficiente di correlazione
tra ["ammontare delle vendite ¢ la dimensione dei negozi & uguale a +0.954. Poiché tale
valore ¢ vicino a 1, possiamo concludere che tra le due variabili sussiste una relazione posi-
tiva forte.

In alcuni casi, tuttavia, si ¢ interessati alla misurazione dell’associazione tra due varia-
bili, pit che alla previsione di una variabile mediante Ialtra. In situazioni di questo genere,
il coefficiente di correlazione pud essere calcolato direttamente nel modo seguente, senza
alcun riferimento all’analisi di regressione.
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Il coefficiente di correlazione

; SQXY
i ' = "7/ -

\VSOXV/SQY

dove
SQXY = ¥ (X, - X)(¥; - T)

5 SOX = Y, (X; — X)?

Il coefficiente di correlazione viene spesso utilizzato in finanza per misurare |’associa-
zione nel tempo tra due diversi tipi di investimento.

Nel paragrafo 4.9, abbiamo introdotto la covarianza come misura dell’associazione tra
due variabili. Il coefficiente di correlazione pud essere considerato come la covarianza stan-
dardizzata in modo da ottenere un indice che varia tra —1 e +1.

Supponete di studiare I’associazione tra due tipi di valuta, il marco tedesco e lo yen giap-
ponese. Nella Tabella 9.8 si riportano i valori delle due valute dal 1988 al 1997.

Ricorrendo a Excel per il calcolo SOX, SQY, SOXY e r per i dati della Tabella 9.8, otte-
niamo i risultati riportati nella Figura 9.22.

; Riportiamo di seguito i calcoli necessari per ottenere il coefficiente di correlazione r-.

SOXY = D' (X; —
i=1

X)Y; — V)= 8.56242

SOX = D (X, — X)® = 0.13129
i=1
SOY = X (¥; — ¥)* = 1,946.17976

i=1

%\, 3\\’}2:’\;:‘\ Tabella 9.8 Tasso din cambio del marco tedesco e dello yen
B (S giapponese in dollari
ANNO MARCO TEDESCO YEN GIAPPONESE
1988 1.76 128.17
1989 1.88 138.07
1990 1.62 145.00
1991 1.66 134.59
1992 1.56 126.78
1993 1.65 111.20
1994 1.62 102.21
1995 1.50 103.35
1996 1.54 115.87
1997 1.80 130.38

Fonte: Board of Governors of the Federal Reserve System, Table B-107.
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FIGURA 9.22

Output di Excel

con i calcoli necessari
per la determinazione
della correlazione

tra il marco tedesco

e lo yen giapponese
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EREA T SR o SO R SR G RRT i R O R R
13 Year Mark(X) Yen(Y) (X-MediaX)*2 (Y-MediaY)*2 (X-MediaX)(Y-MediaY)
2 | 1988 1,76 128,17 0,010201  21,233664 0,465408 Riepilogo
3] 1989 1,88 138,07 0,048841  210,482064 3,206268 Xbar 1,659
4] 1990 1,62 145 0,001521  459,587844 1,836082 Ybar 123,562
5 | 1991 1,66 134,59 1E06  121,616784 0,011028 SSXY 8,56242
6 | 1992 1,5 126,78 0,009801  10,355524 0,318582 SSX 0,13129
B 1993 1,65 1112 B,E05  152,819044 0,111258 SsY 1946,1798
8. 1994 1,62 102,21 0,001521  455,907904 0,832728 r 0,53566
9| 1995 1,5 103,35 0025281  408,524944 3,213708
10] 1996 1,54 11587 0,014161  59,166864 0,915348
11} 1997 1,8 130,38 0019881 46485124 0,961338
12]
di modo che
SQXY 8.56242
F= =
VSOXVSQY  V0.13129V1,946.17976

= 0.53566

Il coefficiente di correlazione r = +0.536 indica che tra il marco tedesco e lo yen giap-
ponese sussiste un’associazione moderata: i valori piul elevati del marco sono moderata-
mente associati ai valori pill elevati dello yen.

1l coefficiente di correlazione campionario pud essere, inoltre, impiegato per verificare
se tra due variabili sussista una associazione significativa nella popolazione. Si tratta, vale
a dire, di sottoporre a verifica I'ipotesi che il coefficiente di correlazione p & uguale a 0.
L’ipotesi nulla e I'ipotesi alternativa sono date rispettivamente da:

Hy: p = 0 (non vi ¢ correlazione fra le variabili)
H;: p # 0 (vié correlazione tra le variabili)

La statistica test ¢ per stabilire se esiste una correlazione significativa tra le variabili & data
dalla seguente espressione:

Statistica test per la verifica dell’esistenza della correlazione

v i

I=—ﬁ (9.24)
Von—2

Ha una distribuzione ¢ di Student con n — 2 gradi di liberta.

Per i dati relativi al marco e allo yen, in base alla Figura 9.22, r = +0.53566 e n = 10,
per cui la statistica test & data da:

: 53566
L e SO = 1794

4 \/1 — P \/1 ~ (0.53566)2
Hos 2 10— 2
Se il livello di significativita del test & 0.05, poiché r = 1.794 < t3 = 2.306, non rifiutiamo
Hy: alla luce del campione estratto non vi & prova che vi sia un associazione tra i valori
del marco tedesco e quelli dello yen giapponese.

Abbiamo visto che per la verifica della significativita dell’inclinazione della retta di
regressione si pud ricorrere indifferentemente alla risoluzione di un problema di verifica di
ipotesi o alla costruzione di un intervallo di confidenza. Intervalli di confidenza possono
essere costruiti anche per il coefficiente di correlazione, ma i calcoli sono pill complessi

perché la distribuzione della statistica r assume forme diverse a seconda dei valori assunti
dal coefficiente di correlazione della popolazione.
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Esercizi del paragrafo 9.11

e 9,28 Se r =0.81 e l'inclinazione della retta di regressione stimata & positiva, quale & il valore

h di r?

pa i\ DATASET e 9,29 Nella tabella seguente si riportano i valori delle tariffe telefonica (in dollari, per minuto di

r ._\3{ INTPHONE conversazione) ¢ il numero di minuti di conversazione (in miliardi) per le telefonate fatte

o dagli Stati Uniti verso 20 paesi, nel corso del 1996.

TARIFFA TARIFFA
AL MINUTO MiINUTI AL MINUTO MiINUTI
PAESE (IN DOLLARI) (IN MILIARDI) PAESE (IN DOLLARI) (IN MILIARDI)

Canada 0.34 3.049 India 1.38 0.287
Mexico 0.85 2.012 Brazil 0.96 0.284
Britain 0.73 1.025 Ttaly 1.00 0.279
Germany 0.88 0.662 Taiwan 0.97 0.273
Japan 1.00 0.576 Colombia 1.00 0.257
Dominican Republic 0.84 0.410 China 1.47 0.232
France 0.81 0.364 [srael 1.16 0.214
South Korea 1.09 0.319 Australia 1.01 0.201
Hong Kong 0.90 0.317 Jamaica 1.03 0.188
Philippines 129 0.297 Netherlands 0.78 0.167
Fonte: The New York Times, 17 febbraio 1997, 46. Copyright The New York Times Company.
Ristampato su concessione del The New York Times.

(a) Calcolate il coefficiente di correlazione r.

(b) Fissato un livello di significativita uguale a 0.05, verificate se esiste una relazione signi-
ficativa tra X e¢ Y. Commentate.

i (c) Ci aspettiamo che quanto maggiore ¢ la tariffa telefonica, tanto minore € la durata delle
i telefonate. Il coefficiente di correlazione calcolato conferma tale supposizione?
SN DATASET e 9.30 Tornate all’esercizio 9.2. 11 coefficiente di determinazione r* & uguale a 0.684.
% PETFOOD (a) Calcolate il coefficiente di correlazione.

(b) Fissato un livello di significativita uguale a 0.05, verificale se vi ¢ una relazione signi-
ficativa tra lo spazio destinato sugli scaffali al cibo per animali ¢ I'ammontare delle
vendite.

(c) Confrontate i risultati del punto (b) con quelli dell’esercizio 9.20 punto (a). A quali
conclusioni conducono questi due test?

g\ DATASEI 9.31 Tornate all’esercizio 9.3.
b .‘\: MOVIE (a) Calcolate il coefficiente di correlazione.

(b) Fissato un livello di significativita uguale a 0.05, verificate se vi ¢ una relazione signi-
ficativa tra le vendite delle videocassette e il successo di botteghino dei film.

(¢c) Confrontate i risultati del punto (b) con quelli dell’esercizio 9.21 punto (a). A quali
conclusioni conducono questi due test?

7 BV DATASET 9.32 Tornate all’esercizio 9.4.
F;,;_p{ RENT (a) Calcolate il coefficiente di correlazione.

(b) Fissato un livello di significativita uguale a 0.05, verificate se vi € una relazione signi-
ficativa tra la dimensione degli appartamenti ¢ gli affitti mensili.

(c) Confrontate 1 risultati del punto (b) con quelli dell’esercizio 9.21 punto (a). A quali
conclusioni conducono questi due test?

‘ RIEPILOGO DEL CAPITOLO

Come potete osservare dal diagramma di riepilogo del capitolo, in questo capitolo abbiamo
introdotto il modello di regressione lineare semplice, ne abbiamo discusso le ipotesi e
abbiamo presentato i metodi che consentono di verificare il rispetto di tali assunzioni.
Abbiamo, inoltre, introdotto il test ¢ per verificare la significativita dell’inclinazione della

RIEPILOGO DEL CAPITOLO 425




Regressione lineare semplice e correlazione
P
I 1 —1
i of ..
Termmolot_m Asstinzisi
€ concettl
—_— |
l 1
Stima della regressione Analisi
con i minimi quadrati di correlazione
|
P _ ] -
. Diagramma
Diagramma ‘ P e
s i di dispersione
di dispersione
|
T
Retta di regressione Coefficiente
campionaria di correlazione r
|
Dati ¥ Verifica di Hy:
—_ e raccolti p=0
G,ahu) del residui in ordine ;
rispetto al tempo sequenziale?
|
Calcolo
della statistica
di Durbin-Watson
! . . . No T
Uso di metodi ] autocorrelazione? — Analisi
alternativi | dei residui
Si Il modello No
¢ adeguato? —
Verifica di Hy:
Bi=0
Modello Si
significativo? ]
Uso del modello
per la previsione
e la stima |
|
A
; [
| S N
Stimatore Stimatore Stimatore
B Hyx Y,

Diagramma di riepilogo del Capitolo 9

426 CAPITOLO 9 LA REGRESSIONE LINEARE SEMPLICE E LA CORRELAZIONE




retta di regressione ¢ abbiamo usato il modello di regressione per compiere delle previsioni.
Siamo, quindi, passati a considerare il coefficiente di correlazione e abbiamo studiato i
metodi che consentono di verificarne la significativila.

‘ PAROLE CHIAVE

analisi dei residui 395 intervallo di confidenza somma dei quadrati degli errori 391
autocorrelazione 399 per la risposta media 408 somma dei quadrati della regressione 391
coefficiente di correlazione 422 intervallo di confidenza per la previsione somma totale dei quadrati 391

coefficiente di determinazione 392 di una singola risposta 410 statistica di Durbin-Watson 400
coefficiente di regressione 386 ipotesi del modello di regressione 394 variabile dipendente 382
correlazione 382 metodo dei minimi quadrati 386 variabile esplicativa 382
diagramma di dispersione 382 normalita 394 variabile indipendente 382
errore standard della stima 393 omoschedastiticita 394 variabile risposta 382
inclinazione 383 regressione 382 variabilita non spiegata 391
indipendenza 395 relazione lineare 383 variabilita spiegata 391
residuo 395

intercetta 383 variabilita totale 391

Verifica della comprensione

9.33 Che cosa rappresentano 'intercetta e I'inclinazione in un modello di regressione?

9.34 Quale ¢ I'interpretazione del coefficiente di determinazione?

9.35 Quando la variabilita residua o la somma dei quadrati degli errori & uguali a 0?

9.36 Quando la variabilita spiegata o la somma dei quadrati della regressione & uguale a 07

9.37 Perché si deve sempre condurre un’analisi dei residui nello sviluppo di un modello di
regressione?

9.38 Quali sono le assunzioni alla base del modello di regressione e come si possono valutare?

9.39 Cosa ¢ la statistica di Durbin-Watson e cosa misura?

9.40 In quali circostanza & opportuno calcolare la statistica di Durbin-Watson?

9.41 Quale ¢ la differenza tra ['intervallo di confidenza per la risposta media pyy e 'intervallo
di confidenza per la previsione di Y,?

Esercizi di riepilogo del capitolo

Nota: usate Excel per risolvere gli esercizi seguenti

Fai\ DATASET 9.42 11 manager di un’azienda produttrice di bibite in bottiglia intende allocare i costi della con-
i \T" DELIVERY segna a domicilio ai clienti. Tra i diversi fattori che determinano tali costi, vi &, oltre al
IL‘

tempo necessario per raggiungere il luogo della consegna, anche il tempo che occorre per
scaricare le scatole delle bibite. La tabella seguente riporta il numero delle casse consegnate
e il tempo (in minuti) necessario per la loro consegna, per un campione di 20 clienti.

NUMERO TEMPO DI CONSEGNA NUMERO TEMPO DI CONSEGNA
CLIENTE DI CASSE (IN MINUTI) CLIENTE DI CASSE (IN MINUTI)
| 52, 321 11 161 43.0
2 64 348 12 184 49 .4
3 2 36.2 13 202 57.2
4 85 37.8 14 218 56.8
5 95 37.8 15 243 60.6
6 103 39.7 16 254 61.2
7 116 38.5 17 267 58.2
8 121 41.9 18 275 63.1
9 143 442 19 287 65.6
10 157 47.1 20 298 67.3
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(a) Create il diagramma di dispersione per i dati della tabella.

(b) Stimate i coefficienti della retta di regressione by e b, con il metodo dei minimi quadrati.

(c) Specificate I'espressione della retta di regressione.

(d) Interpretate il significato di b, e b, con riferimento al problema in questione.

(¢) Prevedete il tempo di consegna per un cliente che ordina 150 casse di bibite.

(t) Si puo ricorrere al modello stimato per prevedere il tempo di consegna di 500 casse di
bibite? Commentate.

(2) Calcolate il coefficiente di determinazione 7~ ¢ spiegatene il significato con riferimento
al problema in questione.

(h) Calcolate il coefficiente di correlazione.

(1) Calcolate I'errore standard della stima.

(j) Conducete un’analisi dei residui. Si evidenzia la presenza di una struttura nei residui?
Commentate.

(k) Per un livello di significativita uguale a 0.05, verificate se sussiste una relazione lineare
tra il tempo di consegna e il numero delle casse consegnate

(I} Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il tempo medio di consegna per tutti
i clienti che ordinano 150 casse di bibite.

(m) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il tempo di consegna per un cliente

che ordina 150 casse di bibite.

(n) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per Iinclinazione della retta di regressione.

(0) Spiegate in quale maniera i risultati dei punti (a)-(n) possono essere impiegati per allocare
i costi di consegna a domicilio.

® 9.43 Si vuole sviluppare un modello per prevedere il valore delle casc sulla base della superfi-
cie da riscaldare. Nella tabella seguente si riportano i valori accertati delle case (in milioni
di dollari) e la superficie da riscaldare (in piedi al quadrato) per un campione di 15 case
monofamiliari.
SUPERFICIE SUPERFICIE
DELL’ABITAZIONE DELL’ABITAZIONE
VALORE DA RISCALDARE VALORE DA RISCALDARE
ACCERTATO (IN MIGLIAIA DI PIEDI ACCERTATO  (IN MIGLIAIA DI PIEDI
Casa ($ 000) AL QUADRATO) Casa ($ 000) AL QUADRATO)
I 84.4 2.00 | 2, 78.5 1.59
2 77.4 1.71 10 79.2 1.50
3 75.7 1.45 11 86.7 1.90
- 85.9 1.76 12 79.3 1.39
5 79.1 1.93 13 74.5 1.54
6 70.4 1.20 14 83.8 1.89
) 75.8 1.35 15 76.8 1.59
8 85.9 1.93

Suggerimento: cominciate col determinare quale & la variabile dipendente e quale la varia-

bile indipendente

(a) Create il diagramma di dispersione e, nell’ipotesi che sussista una relazione lineare tra
le due variabili, stimate i coefficienti di regressione by e by con il metodo dei minimi
quadrati.

(b) Interpretate il significato di b, e by con riferimento al problema in questione.

(¢) Usate il modello di regressione stimato per prevedere il valore medio di un’abitazione
per la quale la superficie di riscaldamento & pari a 1,75 piedi al quadrato.

(d) Calcolate I’errore standard della stima.

(e) Calcolate il coefficiente di determinazione r* e spiegatene il significato con riferimento
al problema in questione.
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(f) Conducete un’analisi dei residui e valutate la capacith di adattamento ai dati della retta
di regressione.

(g) Perun livello di significativita uguale a 0.05, verificate se sussiste una relazione lineare
tra il valore delle case e la superficie da riscaldare.

(h) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il valore medio delle case, per le
quali la superficie da riscaldare & uguale 1750 piedi al quadrato.

(i) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il valore di una casa, per la quale la
superficie da riscaldare ¢ uguale 1750 piedi al quadrato.

(j)  Costruite un intervallo di conlidenza del 95% per I'inclinazione della retta di regressione.

(k) Supponete che la superficie da riscaldare per la quarta casa sia uguale a 79.7 e rispon-
dete di nuovo ai punti (a)-(k).

~LN DATAsET ® 9.44 Il direttore degli studi di una facolta di economia intende prevedere il valore del GPI (Grade
.%\5— GPIGMAT Point Index) degli studenti di un corso di master MBA sulla base del punteggio conseguito

al GMAT (Graduate Management Aptitutide Test). La seguente tabella riporta i punteggi
di GMAT e 1 valori del GPI per un campione di 20 studenti alla fine del secondo anno di .

master.

OsSSERVAZIONE PUNTEGGIO GMAT  GPI OSSERVAZIONE  PUNTEGGIO GMAT GPI
| 688 3.72 1 567 3.07 |
2 647 3.44 12 542 2.86 |
3 652 3.21 13 551 2.91
- 608 3.29 14 273 2.79
3 680 3.91 15 536 3.00
6 617 3.28 16 639 3.55
g/ 557 3.02 17 619 347
8 599 3.13 18 694 3.60
9 616 3.45 19 718 3.88

10 594 333 20 759 3.76
Suggerimento: cominciate col determinare quale ¢ la variabile dipendente e quale la varia-
bile indipendente
(a) Create il diagramma di dispersione e, nell’ipotesi che sussista una relazione lineare tra

le due variabili, stimate i coefficienti di regressione by e b, con il metodo dei minimi
quadrati.
(b) Interpretate il significato di by e b, con riferimento al problema in questione.
(c) Usate il modello di regressione stimato per prevedere il valore medio del GPI per uno
studente con un punteggio di GMAT uguale a 600.
(d) Calcolate 1’errore standard della stima.
(e) Calcolate il coefficiente di determinazione * e spiegatene il significato con riferimento
al problema in questione.
(f) Conducete un’analisi dei residui e valutate la capacita di adattamento ai dati della retta
di regressione,
(g) Per un livello di significativitd uguale a 0.03, verificate se sussiste una relazione lineare
tra il punteggio di GMAT e il valore del GPL
(h) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il valore medio del GPI degli studenti
che hanno conseguito al GMAT un punteggio uguale a 600.
(i) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per il valore del GPI di uno studente che
ha conseguito al GMAT un punteggio uguale a 600.
(1) Costruite un intervallo di confidenza del 95% per I’inclinazione della retta di regressione.
(k) Supponete che il valore del GPI del diciannovesimo studente sia 3.76 e rispondete di
nuovo ai punti (a)-(k).
Fai\ DATAseT 9.45 1l dataset RETURNS riporta i prezzi settimanali delle azioni di quattro societi registrati per
1%\: RETURNS 54 settimane consecutive sino al 14 giugno 1999. Le variabili incluse nel dataset sono:
Week: giorno di chiusura dei prezzi delle azioni
GM: prezzo delle azioni della General Motors
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Ford: prezzo delle azioni della Ford
[AL: prezzo delle azioni della International Aluminum
HCR: prezzo delle azioni della Health Care and Retirement Group, Inc.

Fonte: Yahoo.com. June 16, 1999,

(a) Calcolate il coefficiente di correlazione r per ciascuna coppia di azioni (ci sono sei
coppie).

(b) Interpretate il significato di r per ciascuna coppia.

(c) E una buona idea avere un portafoglio di azioni con una forte correlazione positiva?
Commentate.

9.46 11 dataset BONDRATE contiene i dati relativi ai tassi di interesse e al valore dell’indice
Dow Jones per i 60 giorni che vanno dal 22 marzo 1999 al 15 giugno 1999. Le variabili
incluse nel dataset sono:

Date: giorno di raccolta dei dati

30 Year Bond: variazione del tasso di interesse dei buoni del tesoro statunitense a 30 anni
(misurata come variazione percentuale tra il tasso di chiusura del giorno precedente e
quello del giorno di raccolta dei dati)

DIIA: Variazione dell’indice Dow Jones (misurata come variazione percentuale tra il valore
di chiusura del giorno precedente e quello del giormo di raccolta dei dati)

Fonte: Yahoo com, June 16, 1999,

(a) Calcolate il coefficiente di correlazione r tra le variabili DJIA e 30 Year Bond e inter-
pretatene il significato.

(b) Per un livello di significativita uguale a 0.05, verificate se sussiste una relazione tra queste
due variabili.

(¢) Discutete perché queste due variabili potrebbero essere correlate.

SPRINGVILLE HERALD

Per porre in atto la strategia volta all’aumento del numero d; abbonati, la divisione di marketing deve Ia-
vorare assieme alla divisione che si occupa delle consegne a domicilio del giornale affinché il periodo di
prova del progeito si svolga senza complicazioni. Si tratta, infatti. di fare in modo che quanti pil clienti
possibile, tra quelli che hanno accettato di provare il servizio di consegna a domicilio, decidano di sotto-
scrivere I'abbonamento al giorale,

A tale scopo, la divisione di marketing deve essere in grado di prevedere il numero di nuovi abbonati per
I prossimi mesi. Viene, quindi, creata una squadra composta da manager provenienti dalle due divisioni
con I'incarico di sviluppare un modello per la previsione dei nuovi abbonamenti. 1l direttore della divi-

I
specialista nelle previsioni di mercato. Questa comincia con I*informarsi su come la previsione del nu-

sione di marketing affida il compito di formulare proposte per migliorare i metodi sinora impiegati ad una
mero dei nuovi abbonati & stata condotta in passato: la previsione si & basata sulla valutazione del numero
di nuovi abbonamenti sottoscritti nel corso dei tre mesi precedenti all’analisi; le previsioni negli ultimi
annt sono state particolarmente poco accurate soprattutto perché la societa ha fatto ricorso in maniera non
sistematica al telemarketing. Si decide, allora, di analizzare | dati relativi al numero di nuove sottoscrizioni
e al numero di ore di telemarketing, raccolti mensilmente negli ultimi due anni, per valutare se tale fattore
pud essere d’aiuto nella formulazione delle previsioni.
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2\ DaTaseT Numero di nuove sottoscrizioni e numero di ore
Ii%i"; SIS di telemarketing al mese per un biennio
MESE ORE TELEMARKETING NUOVE SOTTOSCRIZIONI
1 1224 5357
2 1458 6177
3 1006 4795
4 1395 5692
5 1131 4312
6 921 3421
7 704 2624
8 1154 4087
9 1168 4934
10 803 2546
I 830 3591
12 981 4271
13 1435 5836
14 1349 5201
15 965 3T
16 985 3592
17 1117 4566
18 840 2974
19 1412 5673
20 940 3554
21 1090 4399
22 1498 6143
23 1240 4827
24 1,055 5,418
9.1 Quali critiche si possono avanzare al metodo che consiste nel basare le previsioni solo sui dati

relativi agli ultimi tre mesi?

9.2 Quali altri fattori oltre al numero di ore di telemarketing si potrebbero prendere in considerazione?
9.3 (a) Dopo un’attenta analisi dei dati, proponete un modello per prevedere il numero di nuovi

abbonamenti mensili sulla base delle ore di telemarketing. Fornite una descrizione detta-
gliata dei risultati ottenuti impiegando tale modello.

(b)

Prevedete il numero medio di abbonamenti corrispondenti a 1000 ore di telemarketing.

Enunciate le ipotesi su cui si basa tale previsione e verificate se sono soddisfatte.

g

Quale rischio potrebbe derivare dal prevedere il numero medio di abbonamenti per un mese

in cui si effettuano 2000 ore di telemarketing?
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@ UTILIZZO DI MICROSOFT EXCEL NELLA REGRESSIONE LINEARE
E NELLA CORRELAZIONE

Utilizzo di Excel per oftenere i diagrammi di dispersione :
In questo paragrafo illustriamo come si pud creare un diagramma di dispersione con Excel. Torniamo
all’esempio relativo alla catena di negozi di abbigliamento. Per creare il diagramma di dispersione

delle variabili dimensione del negozio e ammontare delle vendite, aprite il file SITE.XSL e fate clic
sull’etichetta del foglio Data (dati). Verificate che il numero del negozio, 1 dati relativi alla dimen-

sione dei negozi e quelli relativi alle vendite annue siano stati inseriti rispettivamente nelle colonne

A, BeC.

Selezionate Inserisci | Grafico. Nella finestra di dialogo del primo passaggio della Creazione gui-

data Grafico, selezionate Tipi Standard e Dispers.XY nel riquadro Tipo di grafico. Nel riquadro
Scelte disponibili sclezionate il primo grafico dall’alto, identificato come “Grafico a dispersione.
Confronta coppie di valori”, definizione che compare in basso, una volta selezionata la scelta. Fate
clic sul comando Avanti, Nella finestra di dialogo che compare, selezionate Intervallo dati, digitate
nel riquadro Intervallo dati, B1:C15 ¢ selezionate il comando Colonne nel riquadro Serie in. Fate
clic su Avanti. Nella finestra di dialogo relativa al terzo passaggio della Creazione guidata, selezio-
nate Titoli e digitate Analisi di regressione per la dimensione dei negozi nel riquadro Titolo del
grafico, Piedi al quadrato, nel riquadro Asse dei valori (X) e Vendite annue ($000) nel riquadro
Asse dei valori (Y). Selezionate la finestra Griglia e controllate che nessun comando sia selezionato.
Selezionate la finestra Legenda e controllate che il comando Mostra legenda non sia evidenziato.
Fate clic sul comande Avanti. Nella finestra di dialogo che compare relativa al quarto passaggio della
Creazione guidata, selezionate il comando Crea nuovo foglio e digitate Trend nel riquadro alla destra
del comando. Fate clic su Fine, Excel crea in questa maniera un nuovo foglio di lavoro contenente
il diagramma di dispersione relativo ai dati della Tabella 9.1, simile a quello della Figura 9.3.

Nel creare i diagrammi di dispersione, la Creazione guidata presuppone che la prima colonna (riga)
dell’intervallo di dati inseriti nel secondo passaggio contenga 1 valori della variabile X. Se invece i
valori della X fossero, ad esempio, riportati nella seconda colonna, si dovrebbe selezionare nella fine-
stra di dialogo I'etichetta Serie ¢ inserire 'intervallo di dati della X e della ¥ nei rispettivi riquadri. |
Inoltre tali intervalli di dati si devono inserire come formule e devono comprendere anche i nomi del
foglio di lavoro, ad esempio =Data!B2:B15. Se si omette il nome del foglio, compare il messaggio
di errore: “La formula digitata contiene un errore”

[I diagramma di dispersione, una volta creato, pud essere modificato, con "aggiunta di una linea ‘
di tendenza, della formula della retta di regressione oppure del valore di /. Evidenziate il grafico e
selezionate Grafico | Aggiungi linea di tendenza (il menu Grafico compare solo quando un grafico
¢ selezionato). Nella finestra di dialogo che compare, fate clic sull’etichetta Tipo e selezionate il gra- 3
fico Lineare nel riquadro Tipo di tendenza/regressione. Fate clic sull’ctichetta Opzioni ¢ selezio-
nate 1l comando Automatico, Visualizza I’equazione del grafico e Visualizza il valore R al qua-
drato sul grafico. Fate clik sul comando OK. Excel inserisce nel diagramma di dispersione la linea
di tendenza, la formula della retta di regressione e il valore di 2. Si ottiene un grafico simile a quello
della Figura 9.5.
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Utilizzo di Excel per la regressione lineare
In questo paragrafo illustriamo 'uso della aggiunta PHStat per la stima della retta di regressione.
L aggiunta modifica e amplia I'output di Excel che si ottiene selezionando Regressione nella finestra
di dialogo dell’aggiunta Analisi dati (a cui si perviene dal menu Strumenti). Torniamo al problema
relativo alla scelta della localizzazione delle nuovi filiali di una catena di negozi di abbigliamento,
illustrato nel paragrafo 9.2. Aprite il file SITE.XSL ¢ fate clic sull’etichetta del foglio Data (dari).
Verificate che il numero del negozio, i dati relativi alla dimensione e quelli relativi alle vendite annue
siano stati inseriti rispettivamente nelle colonne A, B e C. Selezionate PHStat| Regression| Simple
Linear Regression (regressione | regressione lincare semplice). Nella finestra di dialogo che si apre,
digitate C1:C15 nel riquadro Y Variable Cell Range (intervallo dei valori della Y) e B1:B15 nel
riquadro X Variable Cell Range (intervallo dei valori della X). Selezionate il comando First cells
in both ranges contain label (la prima cella di entrambi gli intervalli di valori contiene 1’etichetta)
e digitate 95 nel riquadro Confidence Lvl. for regression coefficients (livello di confidenza per i
coefficienti di regressione). Selezionate i comandi: Statistics Table (tabella delle statistiche), ANOVA
and Coefficients Table (ANOVA e tabella dei coefficienti), Residual Table (tabella dei residui) e
Residual Plot (grafico dei residui). Digitate 4000 nel riquadro Confidence and Prediction Interval for
X= (intervalli di confidenza e previsione per X =) e 95 nel riquadro Confidence Level for int. estimate
(livello di confidenza degli intervalli). Digitate Analisi di regressione per la dimensione dei negozi
nel riquadro Output Title (titolo dell’output). Fate clic su OK.,

L aggiunta crea un foglio contenente le stime dei coefficienti e altre misure di sintesi relative all’a-
nalisi di regressione dei dati della Tabella 9.1. 11 foglio non pud essere ulteriormente modificato. In
presenza di un cambiamento nei dati, si deve ripetere la procedura descritta per aggiorname i risultati.

Utilizzo di Excel per il calcolo della statistica di Durbin-Watson

In questo paragrafo si illustra I'uso dell’aggiunta PHStat per il calcolo della statistica di Durbin-Wat-
son. Torniamo all’esempio relativo al negozio di consegna a domicilio del paragrafo 9.6. Aprite il file
CUSTSALE.XLS e fate clic sull’etichetta del foglio Data (dati). Verificate che il numero della set-
timana, il numero dei clienti e i dati relativi ai guadagni siano stati inseriti rispettivamente nelle
colonne A, B e C. Selezionate PHStat | Regression | Simple Linear Regression (regressione | regres-
sione lineare semplice). Nella finestra di dialogo che si apre, digitate C1:C16 nel riquadro Y Varia-
ble Cell Range (intervallo dei valori della Y) e B1:B16 nel riquadro X Variable Cell Range (inter-
vallo dei valori della X). Selezionate il comando First cells in both ranges contain label (la prima
cella di entrambi gli intervalli di valori contiene |'etichetta) e digitate 95 nel riquadro Confidence
Lvl. for regression coefficients (livello di confidenza per i coefficienti di regressione). Selezionate i
comandi del riquadro Regression Tool Output Options (opzioni dell’output della regressione) se lo
desiderate. Digitate Analisi di regressione per il negozio di consegne a domicilio nel riquadro Out-
put Title (titolo dell’output). Selezionate il comando Durbin-Watson Statistics (statistica di Durbin-
Watson). Fate clic su OK.

L’aggiunta crea due fogli: uno contenente la tabella dei residui (e altre statistiche relative all’analisi
di regressione se selezionate) e uno simile alla Figura 9.15 contenente i calcoli relativi alla statistica
di Durbin-Watson.

Utilizzo di Excel per il calcolo del coefficiente di correlazione
Il coefficiente di correlazione tra due variabili pud essere calcolato con la funzione di Excel COR-
RELAZIONE. 1I formato della funzione &

CORRELAZIONEC(intervallo di dati della variabile X intervallo di dati della variabile Y).

Torniamo all’esempio relativo all’analisi della correlazione tra il marco e lo yen del paragrafo 9.11.
Aprite il file MARKYEN.XLS ¢ fate clic sull’etichetta del foglio Data (dati).Verificate che 1’anno,
i valori del marco e quelli dello yen siano stati inseriti rispettivamente nelle colonne A, B e C. Digi-
tate nella cella E1 Analisi delle due valute. Selezionate 'intervallo di celle E1:F1 ¢ fate clic sull’i-
cona Unisci e centra che si trova sulla barra di formattazione. Digitate nella cella E3 Coefficiente
di correlazione. Inserite nella cella F3 la formula = CORRELAZIONE (B2:B11;C2:C11).

APPENDICE 433




