
Laboratorio di 
Architettura Degli Elaboratori

Algebra di Boole e reti combinatorie

Prof. Mariacarla Staffa
a.a. 2022/2023



Porte logiche

§ Come accennato, un calcolatore può essere visto come un complesso sistema digitale che 
manipola e memorizza informazioni rappresentate in codice binario.

§ I componenti digitali che costituiscono i mattoni fondamentali di un calcolatore sono le porte 
logiche

§ Le porte logiche realizzano delle semplici operazioni che prendono uno o più input e 
producono un output

§ Gli input sono indicati generalmente con le prime lettere dell’alfabeto A,B,C,D,… mentre gli 
output con le ultime X,Y,…

§ Poiché  gli input e gli output possono assumere in generale sia il valore 0 che 1 allora essi 
costituiscono delle variabili (dette variabili booleane) 

§ L'algebra di Boole (anche detta algebra booleana o reticolo booleano), 
in matematica e logica matematica, è il ramo dell'algebra in cui le variabili possono assumere 
solamente i valori vero e falso (valori di verità), generalmente denotati rispettivamente come 
1 e 0. 



Logic Gates

• Perform logic functions: 
• inversion (NOT), AND, OR, NAND, NOR, etc.

• Single-input: 
• NOT gate, buffer

• Two-input: 
• AND, OR, XOR, NAND, NOR, XNOR

• Multiple-input

• AND, OR, XOR, NAND, NOR, XNOR



Porta NOT

§ La porta NOT restituisce in output il 
complemento dell’input:

§ Y è uguale a 1 se e solo se A non è uguale a 1:  
Y=A-1

§ Altri simboli per NOT sono ¬A o ~A (usati 
soprattutto dai logici)



Porta AND

§ La porta AND restituisce in output  la congiunzione
degli input:

§ Y è uguale a 1 se e solo se A e B sono entrambi 
uguali a 1

§ L’operatore AND è anche rappresentato con A∧B



Porta OR

§ La porta OR restituisce in output  la disgiunzione
degli input:

§ Y è uguale a 1 se e solo se A o B è uguale a 1

§ L’operatore OR è anche rappresentato con A ∨ B



Altre porte logiche

§ XOR: Y = 1 se e solo se A oppure B è uguale a 1

§ NAND: Y è uguale a 1 se e solo se A o B non sono  uguali a 1

§ NOR: Y è uguale a 1 se e solo se  A e B non sono uguali a 1



XNOR

§quale è la tabella di verità della porta XNOR?

XNOR

Y = A + B

A B Y
0 0
0 1
1 0
1 1

A
B Y

XOR NAND NOR

Y = A + B Y = AB Y = A + B

A B Y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

A B Y
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

A B Y
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

A
B Y A

B Y A
B Y

1
0
0
1



Porte logiche con più linee di input

§ Le porte logiche AND, OR, NAND,…  possono avere anche più di 2 
linee di ingresso. NOR3

Y = A+B+C

B C Y
0 0
0 1
1 0
1 1

A
B Y
C

A
0
0
0
0

0 0
0 1
1 0
1 1

1
1
1
1

AND3

Y = ABC

A
B Y
C

B C Y
0 0
0 1
1 0
1 1

A
0
0
0
0

0 0
0 1
1 0
1 1

1
1
1
1



Porte logiche con più linee di input

§ Le porte logiche AND, OR, NAND,…  possono avere anche più di 
2 linee di ingresso. NOR3

Y = A+B+C

B C Y
0 0
0 1
1 0
1 1

A
B Y
C

A
0
0
0
0

0 0
0 1
1 0
1 1

1
1
1
1

1
0
0
0
0
0
0
0

AND3

Y = ABC

A
B Y
C

B C Y
0 0
0 1
1 0
1 1

A
0
0
0
0

0 0
0 1
1 0
1 1

1
1
1
1

0
0
0
0
0
0
0
1



Altre porte logiche

• La porta NAND è un elemento circuitale che viene prodotto direttamente, 
tuttavia può essere ottenuto complementando una porta AND, ovvero 
mettendo in serie una porta AND e una NOT:

• Analogamente la porta NOR si può ottenere mettendo in serie una porta OR 
e una NOT:



Altre porte logiche

§Anche la porta XOR può essere ottenuta mediante porte AND, OR 
e NOT. 
§ XOR: Y = 1 sse A≠B

§ A≠B sse (A=1 e B=0) o (A=0 e B=1)

§ Y=(A∙#B)+(#A∙B)



Funzioni booleane

§ Le porte logiche esaminate finora costituiscono delle specifiche funzioni 
booleane

§ Domanda: quante funzioni booleane di N variabili esistono? 

f:{0,1}N à {0,1}

2N
ri

g
he

Una generica f assegna «liberamente» valori 0 o 1 alle Yi
Quindi il numero di funzioni booleane di N variabili è pari 
al numero di parole binarie di lunghezza 2N , ovvero:

2!!



Funzioni booleane di 2 variabili

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2!! = 2" = 16 possibili 
funzioni booleane

AND

XOR

OR

NOR

NXOR NAND

A B



Funzioni booleane di 2 variabili

Funzione costante 
Y=0 Funzione costante 

Y=1

A B

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2" = 16
possibili funzioni booleane



Funzioni booleane di 2 variabili

Y=A

A B

Y=B Y= ̅𝐴

Y= #𝐵

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2" = 16
possibili funzioni booleane



Funzioni booleane di 2 variabili

Y=𝐴 #𝐵

A B

Y= ̅𝐴B Y= A #𝐵 = ̅𝐴 + 𝐵 A≤B

Y= ̅𝐴B = A + #𝐵 B≤A

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2" = 16
possibili funzioni booleane



Funzioni booleane di 2 variabili

A B

Y= ̅𝐴B = A + #𝐵

Y= #𝐵

Y=A

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2" = 16
possibili funzioni booleane



Funzioni booleane di 2 variabili

A B

Y= A #𝐵 = ̅𝐴 + 𝐵Y= ̅𝐴

Y=B

Se le variabili sono 2 allora ottengo 2" = 16
possibili funzioni booleane



Funzioni booleane di 2 variabili

§ Se le variabili sono 2 allora ottengo 16 possibili funzioni booleane

A B

Y= (A≤B)∙(B≤A)  A≡B Y= A≤B

Y=B≤A



Circuiti digitali

§ In generale un circuito digitale è una rete che elabora segnali discreti
(rappresentati da variabili booleane). Prescidendo dalla sua configurazione
interna, un circuito può essere visto come una black-box con:

§ Uno o più input
§ Uno o più output
§ Una specifica funzionale che rappresenta la relazione fra input e output
§ Una specifica temporale che descrive il ritardo che intercorre affinché I segnali di input 

si propaghino nel circuito fino agli output.



Circuiti digitali

§ La struttura interna di un circuito è composta da elementi e nodi. 

§Un elemento è esso stesso un circuito digitale. 

§Un nodo è una connessione che trasporta il segnale (e.g. filo 
elettrico). I nodi si distinguono in nodi di input, output e interni
§ input: riceve il segnale dal mondo esterno
§ output: riporta il segnale al mondo esterno
§ Nodo interno: connette due elementi



Reti combinatorie e sequenziali

§ Vi sono due grandi categorie di circuiti digitali: le reti combinatorie e
le reti sequenziali.

§ In una rete combinatoria, i valori degli output dipendono
esclusivamente dal valore corrente degli input (al netto dei ritardi di
propagazione). In tal senso, le reti combinatorie si dicono memoryless,
ovvero non hanno memoria della “storia” precedente del circuito

§ In un rete sequenziale, invece, gli output dipendono non solo dal
valore corrente degli input, ma anche dai valori precedenti. Si dice
quindi che il circuito ha memoria.



Reti combinatorie

§ Le porte logiche viste finora sono un esempio di rete 
combinatoria.

§ Un’altro esempio di rete combinatoria l’abbiamo visto in 
precedenza

Nodo interno Nodo di input 

Nodo di 
output 

Elemento
Elemento



Full adder

§Quando non siamo interessati alla struttura interna allora una rete 
combinatoria è descritta come segue 

§Questa rete combinatoria rappresenta un full adder di cui 
parleremo in seguito.

§Come avrete già capito, vi sono molti modi differenti per realizzare 
le funzioni che corrispondono al output S e Cout



Input e output multipli

§ Per semplificare la rappresentazione grafica, si usa la
notazione qui di fianco per indicare ingressi ed
uscite multiple.

§ In figura (a) un generico circuito combinatorio con 3
input e 2 output

§ Il numero di input e output può essere omesso
quando chiaro dal contesto o non rilevante. In figura
(b) due generiche reti combinatorie in sequenza.
Notate che il numero di output della prima rete deve
essere uguale al numero di input della seconda.



Regole di composizione di reti combinatorie

§Come abbiamo visto reti combinatorie possono essere composte 
per formare reti più grandi. Cosa ci garantisce che il risultato sia 
ancora una rete combinatoria? Ecco un insieme di regole che 
costituiscono delle condizioni sufficienti (ma non necessarie)
§ Ogni elemento è esso stesso una rete combinatoria

§ Ogni nodo che non è un input connette esattamente un output di un 
elemento

§ Il circuito non contiene cicli, ogni  cammino interno alla rete visita un nodo 
al più una volta



Regole di composizione di reti combinatorie

§Quali dei seguenti circuiti costituisce, secondo le regole di 
composizione, una rete combinatoria?



Tabella di verità e espressioni booleane

§ Le specifiche funzionali di un circuito combinatorio sono descritte tramite 
tabelle di verità o espressioni booleane

§ In generale, più espressioni booleane corrispondo alla stessa tabella di verità

§ Per esempio abbiamo visto che A '𝐵 e �̅� + 𝐵 corrispondono alla stessa 

tabella di verità, ovvero A '𝐵 = �̅� + 𝐵.   

§ Come si ricava la tabella di verità di una data espressione?

§ Viceversa, a partire da una tabella di verità, come si ricava una espressione 
corrispondente? 



Dalle espressioni alle tabelle

§ Il calcolo di una tabella di verità a partire una espressione booleana non è 
dissimile concettualmente dal calcolo di una espressione aritmetica. Si 
calcolano a ritroso le tabelle di verità delle sue sotto-espressioni.

§ Consideriamo l’espressione (�̅�B)+(B⊕C)



Dalle espressioni alle tabelle

§ Il calcolo di una tabella di verità a partire una espressione booleana non è 
dissimile concettualmente dal calcolo di una espressione aritmetica. Si 
calcolano a ritroso le tabelle di verità delle sue sotto espressioni.

§ Consideriamo l’espressione (�̅�B)+(B⊕C)


