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Il piano Cartesiano

Il prodotto cartesiano |R? = R x R = {(x, y) : x,y € R} | & costituito
dalle coppie di numeri reali.

Si rappresenta con un piano in cui abbiamo fissato due rette
perpendicolari (corrispondenti alle due copie di R) che si incontrano
nell’origine.

La retta orizzontale viene chiamata asse x o asse delle ascisse.

La retta verticale & detta asse y o asse delle ordinate.

ordinate ,

ascisse
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Il piano Cartesiano

Il prodotto cartesiano |R? = R x R = {(x, y) : x,y € R} | & costituito
dalle coppie di numeri reali.

Si rappresenta con un piano in cui abbiamo fissato due rette
perpendicolari (corrispondenti alle due copie di R) che si incontrano
nell’origine.

La retta orizzontale viene chiamata asse x o asse delle ascisse.

La retta verticale & detta asse y o asse delle ordinate.

ordinate ,

X ascisse

Ad ogni punto P del piano associamo due coordinate cartesiane
P=(xy)
m La coordinata x corrisponde alla posizione della proiezione
ortogonale di P sull'asse delle ascisse.
m y € la posizione della proiezione ortogonale di P sull’asse delle
ordinate.
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Dati due punti P = (xp,yp), @ = (x4,y4) si definisce distanza
euclidea tra P e Q la quantita

dist(P, Q) = \/(xp —xq)2 +(yYp = vq)?

A
y
Yo =6 P=(3,6)
6-2
dist(P,Q) = /(6 —2)2+(3-1)2=2V5
=2
yYQ Q 31
XQ = 1 Xp = 3 X
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Distanza

Dati due punti P = (xp,yp), @ = (x4,y4) si definisce distanza
euclidea tra P e Q la quantita

dist(P, Q) = \/(xp = x¢)2 + (vp — yo)?

VP, Q,R € R? si ha
dist(P, Q) > 0 e dist(P, Q) =0 se, e solo se, P = Q
dist(P, Q) = dist(Q, P)
dist(P, Q) < dist(P, R) + dist(Q, R)  disuguaglianza triangolare

dist(Q, R)
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Lo Spazio Vettoriale V/?

Nell'insieme R? possiamo definire una somma e un prodotto che
rispecchiano le proprieta delle leggi di composizione delle forze fisiche,
introducendo cosi una struttura di spazio vettoriale

= {() i remyex)

m Un elemento P = (x, y) di R? & un punto P del piano di
coordinate x e y.

. x\ . R S
m Un elemento v = <y> di V2 & un vettore che parte dall’origine
degli assi e termina nel punto P = (x, y).

A y

y y

1 X 1 X
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Piano di Gauss o Piano Complesso

Nell'insieme R? possiamo definire un altro tipo di somma e prodotto e
introdurre in tal modo i numeri complessi
C={z=x+1iy : xeR, y e R}.
m Un elemento z = x + iy di C & un numero complesso che ha x
come parte reale e y come parte immaginaria.

Il numero z & univocamente determinato dalla coppia (x,y) e possiamo
pensare a questa coppia come a coordinate di un punto in un piano.

Im(z) 1
1+ 2/ & rappresentato

oy nel piano di Gauss
2 7= |

dal punto di coordinate (1,2).

1 Re(z)

Osservazione La parte reale e la parte immaginaria sono entrambe
dei numeri reali
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Coordinate polari

Finora nell'insieme R? abbiamo indicato i punti (e dunque anche i
vettori e i numeri complessi) con le loro coordinate cartesiane.
Talvolta & pit comodo farlo mediante le coordinate polari.

Yp+4.0 P=(xpyp)
+3.0
o
_ 2
P=(xp,yp) €R
p = dist(P, O) 20
0 angolo fra
semiasse delle x positive e
. . 2]
e semiretta che congiunge
I'origine con P -0 S S

Allora le coordinate polari del punto P sono (p,0).
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Angoli

Angolo

€ una porzione di piano racchiusa fra due semirette con I'origine in
comune (il vertice).

[ | In effetti le due semirette

\ individuano due angoli v e /7.
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Angolo

€ una porzione di piano racchiusa fra due semirette con I'origine in
comune (il vertice).

In effetti le due semirette
individuano due angoli o e /7.

Per precisare a quale angolo

ci riferiamo, dobbiamo specificare
qual & il primo lato

e quale il secondo lato.

Intendiamo cosi I'angolo spazzato dal primo lato per sovrapporsi al
secondo lato ruotando in senso antiorario (angolo positivamente

orientato)




ngo

Angolo

€ una porzione di piano racchiusa fra due semirette con I'origine in
comune (il vertice).

In effetti le due semirette

| individuano due angoli o e .
Per precisare a quale angolo
ci riferiamo, dobbiamo specificare
qual & il primo lato
e quale il secondo lato.

Intendiamo cosi I'angolo spazzato dal primo lato per sovrapporsi al
secondo lato ruotando in senso antiorario (angolo positivamente
orientato)
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Misura dell’angolo in radianti

Fissiamo nel piano un riferimento cartesiano e tracciamo la
circonferenza unitaria.

Riportiamo I'angolo in modo che
il vertice coincida con I'origine
“ed il primo lato con la semiretta

delle x positive.

La misura dell’angolo in radianti
e la lunghezza dell’arco di
circonferenza intercettato.

misura positiva = angolo orientato in senso antiorario,
misura negativa = angolo orientato in senso orario.




Misura dell’angolo in radianti
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misura negativa = angolo orientato in senso orario.




Angoli

Angoli: radianti e gradi

La misura dell’angolo in radianti € la lunghezza dell’arco di
circonferenza intercettatto.

In tal modo, I'angolo giro
_corrisponde alla lunghezza della
" circonferenza, cioe 2.

Poiché I'angolo giro misura 360°,
possiamo impostare il rapporto
ag 360 =, : 27

da cui le equivalenze

T 180
(0] ag = —Qy

= 1gg .
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Riportiamo in un diagramma le misure degli angoli piu usati:

120° = 27/3 60° = 7/3
135° = 31 /4 45° = 7 /4
150° = 57/6 30° = /6
180° == 0°=0 o 360° =27

270° = 37/2
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Funzioni trigo

[ SR

«

Abbiamo visto che nel riferimento cartesiano si pud assegnare un
angolo « indicando le coordinate del punto P = (x, y) intercettato

dal secondo lato sulla circonferenza unitaria.




Funzioni trigonometriche
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Definizione

Definiamo coseno di un angolo o (cos ) I'ascissa x di P.
Definiamo seno di un angolo o (sin ) l'ordinata y di P.




Seno e coseno

Valori di coseno e seno da ricordare:

cos0=1 sin0=0

i VR SN |

; .“ cosg =% sing =3
il : T \/§ ST \ﬁ
1o o COSy =75 SIng =5
y / T_1 gpm_ V3
cosy =5 sing=2%

""" = 1-.9------"""




Seno e coseno

Per simmetria si ricava:

cos0=1 sin0=0

10 +10 cosm=—1 sinmt=0

i 3T _ 0 eindT _
; cossz sin - = 1

cos2r =1 sin2r =0




Seno e coseno

Per simmetria si ricava:

SO S
T _ V2 inT — V2
cos i =% sinf =%
4 3 _ V2 gin3m _ 2
: ] cos T = —¥%= sin I = %5
) +10 =
| : 5 _ V2 g o5m V2
; cos 4 = —%= sin 5 = =
n N2 e Tm 2
N, ".’ COS Z = 5 Sin 7 = 5




Seno e coseno

Per simmetria si ricava:

PR S
/ T _ V3 T _1
: -,. cosg =% sinf =3
,1‘0 +1.0 3
-. j 5t _ /3 oo 5m _ 1
“_ ; cos 2 = —¥2 sin 2 = 3
Tn_ VB goTm _ 1
cos T = =% sin T = —3
r _ V3 wnllr 1
Tl SEONY Pty COS 6 ) sin 6 — 2




Seno e coseno

Per simmetria si ricava:

I .
cos%:% sin%:73
cos 4™ = —1 sindr — 3
L o cos’ =3 sin = -3




Seno e coseno

Percorrendo la circonferenza (in senso
antiorario o orario), dopo un angolo
. 27 ci ritroviamo al punto iniziale.
! e Gli angoli o, a + 27w, a — 2,

s o + 2kw con k € 7Z rappresentano lo
° stesso punto sulla circonferenza.

LY S

[sin(a + 2kr) =sina Vk € Z|

‘cos(a + 2km) =cosa Yk € Z‘

Diremo che seno e coseno hanno periodo 27.




Seno e coseno

Proprieta di seno e coseno:

Vo e ReVkeZ
‘—1§sina§1‘ ‘—1§cosa§1‘

sin(a + 2km) :sina‘ cos(a + 2km) = cos &

‘sinza-l—cosza:l‘

Simmetrie

sin(—a) = —sina

cos(—a) = cos & ‘
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Simmetrie

cos(m +a) = —cosa cos(m — )= —cosa,
sin(m+ «a) = —sina, sin(7 — o) =sina
el e

e ~.

o

g gedeneeee” - R

cos(m/2 4+ a) = —sina cos(m/2 —a) =sina
sin(r/2 + a) = cos « sin(m/2 — a)) = cos «
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Tangente

Definizione

La tangente di o (tgcor) é il rapporto fra seno e coseno

sin o
tga =
cos v
1
[}
N i
; Geometricamente, la tangente
' rappresenta  la  lunghezza
tga del  segmento intercettato
dall'angolo o sulla  retta
,15..0 o verticale x = 1.
' fi E definita per o # 7/2 + krm
/ ; con k € Z.
i Ha periodo
[}
S | ‘tg(a + km) =tga Yk € Z‘
i
i
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Tangente

s

_________ PO S

.............

PR

> Z+a)=—-1/tga

tg(5 —a) = 1/tga tg(



Formule di addizione

sin(a + 3) = sina cos 8 + cos  sin 3

cos(a + B) = cosa cos § — sin« sin 8

tga + tgfs

tglatp)= 1" —"> o———
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Formule di addizione

sin(a + 3) = sina cos 8 + cos  sin 3

cos(a + B) = cosa cos § — sin« sin 8

tga + tgfs

tglatp)= 1" —"> o———

Da queste, scegliendo 8 = «, otteniamo

Formule di duplicazione

sin(2a) = 2sin o cos

2 2

cos(2a) = cos® o — sin® «
2tga
tg(2a) = ———=—
8(20) 1 - tg2a
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Formule di addizione

sin(a + 3) = sina cos 3 + cos  sin 3

cos(a+ ) = cosa cos f — sina sin 8

tga + tghs
1 —tgatgp

Da queste, scegliendo 8 = «, otteniamo

tg(a+8) =

Formule di duplicazione

sin(2a)) = 2sina cos

cos(2a) = cos? a — sin®
2tga
t 2 =
g(2a) 1 —tga

Sostituendo — 3 al posto di 3 otteniamo poi

Formule di sottrazione

sin(a — ) = sina cos B — cos & sin 3

cos(aw — B) = cos o cos 3 + sin « sin 3

tg(a — B) =
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Torniamo alle coordinate polari

Yp+a.0 P= )

P = (xp,yp) € R? in coordinate
cartesiane

modulo p = dist(P, O) y
argomento 0 & |'angolo fra il semi- 120
asse delle x positive e la semiretta

che congiunge I'origine con P +10
Allora P = (p, 0) in coordinate po-

Iarl . -10 +1.0 +2.0 +3.0

Come si calcolano, conoscendo le coordinate cartesiane P = (xp, yp)?

— A _ n_Yp
p=dist(P,0) = \/x3 + y3 tgh = by

Attenti: nell’arco [0,27) ci sono due angoli che soddisfano la
richiesta tgv = y,/xp!
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Scriviamo le coordinate polari del punto P = (1,+/3).

A

Y P=(1,vV3)  p=/124+ (V32 =vI+3=2
P \/§ s 4
tgl 1 V3, 0 3 o 3
0
‘X
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Scriviamo le coordinate polari del punto P = (1,+/3).

A

y P=(1v3) p=\124+(32=vIT3=2
1% V3 T 4
teh = ~— =+/3, 0=~ -7
x =" =V3 3773
/QJ - g € nel 1° quadrante: sin e cos positivi

IS
3

7(_ N o . P
3 e nel 3° quadrante: sin e cos negativi

™
d 0=—
unque 3
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Passaggio di coordinate

Possiamo passare da coordinate polari a coordinate cartesiane e
viceversa usando le formule

_ [2 .2
P =1\/Xpt Yp xp = pcosb,

- yp = psend

N W

tg@zy—P se xp #0 09::
Xp 2

Stando sempre attenti a scegliere I'angolo ¥ tenendo conto dei
segni di x e y!

Ad esempio, nel caso in cui xp =0

3
19:gseyp>0, mentre19:§7rseyp<0.
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Generalizzazione: lo spazio cartesiano

Il prodotto cartesiano |R3 =R x R x R = {(x,y,z) : x,y,z € R}|e
costituito dalle terne di numeri reali.

Si rappresenta con uno spazio tridimensionale in cui abbiamo fissato tre
rette perpendicolari (corrispondenti alle tre copie di R) che si
incontrano nell’origine.

Nel piano orizzontale poniamo una copia del piano cartesiano, con i
suoi assi x e y.

La retta verticale & detta asse z ed & perpendicolare sia all'asse x che
all'asse y.

xp = |OP'|
yp = |OP"|
z, = |OP"|
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Distanza

Dati due punti P = (xp,¥p, 2p), Q = (X4, Y4, 24) si definisce distanza
euclidea tra P e Q la quantita

dist(P, Q) = 1/ (xp = x)? + (vp = yo)? + (25 — 2,

La distanza in R3 ha esattamente le stesse proprieta che in R

Proprieta :

VP, Q,R € R3 si ha
dist(P, Q) >0 e dist(P,Q) =0 se, e solo se, P = Q
dist(P, Q) = dist(Q, P)
dist(P, Q) < dist(P, R) + dist(Q, R)  disuguaglianza triangolare

Come definireste lo spazio cartesiano R?
E la distanza euclidea fra punti di R7?
Che proprieta vi aspettate? Come le dimostrereste?
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Lo Spazio Vettoriale V3

Nell'insieme R3 possiamo definire una somma e un prodotto che
rispecchiano le proprieta delle leggi di composizione delle forze fisiche,
introducendo cosi una struttura di spazio vettoriale

X

V3= vyl i x,y,zeR
z

m Un elemento P = (x, y, z) di R3 & un punto P di coordinate x, y e

z.
X

m Un elemento v = [ y | di V3 & un vettore che parte dallorigine
V4

degli assi e termina nel punto P = (x,y, y).
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Coordinate sferiche

Anche nello spazio possiamo introdurre il corrispondente dellle
coordinate polari, sono dette coordinate sferiche.

Dato un punto P = (X, ¥p, 2,) € R indichiamo con Q = (x,, ¥, 0) la
proiezione di P sul piano x, y, poi

y4

p = dist(P, O)

Nel piano x,y, 6 € [0,27) & I'angolo
fra il semiasse delle x positive e la
semiretta che congiunge |'origine con
Q

Nel semipiano che contiene I'asse z e
il punto P, ¢ € [0, 7] & I'angolo fra il
semiasse delle z positive e la semiretta
che congiunge I'origine con P

Allora le coordinate sferiche del punto P sono (p, 0, ¢).

A. L. Amadori Introduzione



Passaggio di coordinate

Possiamo passare da coordinate sferiche a coordinate cartesiane e
viceversa usando le formule

p=\/Xp+yp + 23,

_ P
xp

tgh se xp # 0 altrimenti § = 7, %7?

zp
\/Xp +YB + 23

Xp = p siny cos ),

cosp =

yp = psinp sinf

Zp = p COS
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Coordinate geografiche

In geodesia si usano le coordinate geografiche, che sono una
variazione delle coordinate sferiche.

Si posiziona il sistema di riferimento cartesiano in modo che il piano
x, y coincida con il piano equatoriale, e che il semiasse positivo delle x
incontri la superficie terrestre in corrispondenza del meridiano di
Greenwich. In tal modo il semiasse positivo delle z incontra la
superficie terrestre in corrispondenza del polo Nord.

Per ogni punto P sulla superficie terrestre, si “traccia”la
semicirconferenza che unisce i due poli e passa per P (meridiano) e si
indica con P* I'intersezione con I'equatore. Poi

Nel piano x,y, la longitudine 0 €
[0,360°) & I'angolo fra il semiasse delle

x positive e la semiretta OP*.

Nel semipiano che contiene I'asse z e il o
punto P, la latitudine ¢ € [—90°,90°]

e I'angolo fra le semirette OP e OP*.
Allora le coordinate geografiche del
punto P sono (6, ¢).
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Coordinate geografiche

Nel piano x,y, la longitudine 0 €
[0,360°) & I'angolo fra il semiasse delle

X positive e la semiretta OP*.

Nel semipiano che contiene I'asse z e il ot
punto P, la latitudine ¢ € [-90°,90°]

e I'angolo fra le semirette OP e OP*.
Allora le coordinate geografiche del
punto P sono (0, ).

Attenzione Latitudine e longitudine si misurano in gradi, mentre gli
angoli sferici di solito si misurano in radianti.

Spesso le latitudini sono indicate come N/S anziché +/—.

Talvolta si aggiunge una terza coordinata altitudine h, che misura
I'altezza sul livello del mare ed & collegata al modulo p.

La relazione fra coordinate sferiche e geografiche &:

{eg — 1800y, {95 — 20,
05 = 2 (5~ ) ¢s = 1500 (¥ +90°)
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