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INTRODUZIONE 

La Navigazione è la scienza che studia i problemi della traiettoria e 
della posizione dei mobili in mare, nell'aria, nello spazio. 

Per andare da un punto ad un altro la Navigazione fornisce i dati della 
traiettoria che il mobile dovrà seguire; per la determinazione della sua posi
zione durante la traversata, essa propone varie tecniche basate su misure di 
alcuni parametri (distanze, somme o differenze di due distanze, angoli, velo
cità relative radiali) da effettuarsi a bordo del mobile o all'esterno di 
questo. Con la misura di uno di detti parametri si ottiene un luogo di posi
zione, cioè quell'insieme di punti dai quali si effettua del parametro la 
stessa misura. La posizione del mobile viene determinata dall'intersezione 
di più luoghi di posizione, resi simultanei se le relative misure sono state 
effettuate in istanti differenti. 

Altre tecniche, oltre questa geometrica testé enunciata, vengono utiliz
zate per la determinazione della posizione, ad esempio /'inerziale e la 
Doppler, tecniche che non vengono qui trattate. 

È importante la conoscenza dell'ambiente in cui si sposta il mobile; per 
le perturbazioni di detto ambiente e per gli eventuali errori degli apparati di 
guida il mobile si allontana dalla traiettoria nominale. La determinazione 
della posizione permette di valutare lo scarto da detta traiettoria, decidendo, 
di conseguenza, il ritorno su di essa o la determinazione di una nuova 
traiettoria, tenendo presente la posizione reale del mobile ed il punto di 
arrivo. 

A seconda dell'ubicazione della traiettoria la Navigazione si divide in 
Navigazione marittima, aerea, orb ita le, spaziale. 
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LUOGO DI POSIZIONE 

1.1 - GENERALITÀ 

La determinazione della posizione, come già accennato, si basa sulla 
misura di alcuni parametri, effettuata generalmente a bordo del mobile. 

Con la misura di un dato parametro si ottiene un luogo di posizione, 
cioè l'insieme dei punti dai quali si effettua la stessa misura: una curva o 
una superficie di posizione. 

La posizione risulta dall'intersezione di almeno tre istantanei luoghi 
di posizione, numero che può ridursi a due se per terzo luogo si consi
dera la superficie della sfera o dell'ellissoide terrestre sulla quale si trova 
il mobile. 

Se le misure non sono simultanee occorre riportare i luoghi di posi
zione allo stesso istante mediante un procedimento detto trasporto, che 
può essere grafico o analitico. 

I parametri che generalmente vengono misurati in navigazione 
marittima ed aerea sono: distanze, somme o differenze di due distanze, 
angoli, velocità relative radiali; in navigazione spaziale sono per lo più 
utilizzate misure angolari e distanze. 

La strumentazione per tali misure fa parte di specifici sistemi di navi
gazione che si dividono in asserviti ed autonomi, a seconda della loro 
dipendenza o non da stazioni fisse di appoggio o di controllo; pertanto le 
tecniche di misura diconsi attive se c'è partecipazione da parte delle loca
lità o delle stazioni rispetto alle quali vengono effettuate le misure, pas
sive in caso contrario. 

La posizione in navigazione marittima ed aerea viene espressa in 
coordinate geografiche, anche se qualche volta è agevole calcolarla in 
coordinate cartesiane, assumendo per queste ultime una tema di assi 
ortogonali con origine nel centro della Terra, l'asse z coincidente con 
quello di rotazione ed orientato per il polo nord, gli assi x ed y nel piano 
equatoriale, con l'asse x orientato per l'origine delle longitudini. Sono 
ben note le relazioni che legano i due sistemi di coordinate. 

In navigazione spaziale, oltre alla predetta tema cartesiana, è possi
bile riferirsi anche ad altre teme opportunamente centrate ed orientate. 
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1.2 - EQUAZIONE GENERALE DI UN LUOGO DI POSIZIONE 

Se L è la misura di uno dei parametri citati, priva di errori, l'equa
zione del rispettivo luogo di posizione è espressa da una delle seguenti 
relazioni: 

L =1(<p,À) 

L = g(x,y, z) 

(l.la) 

(l.1b) 

intendendo con la (1.la), espressa in coordinate geografiche, una curva di 
posizione sulla superficie terrestre, con la (1.1b) una superficie di posi
zione riferita alla tema cartesiana di cui al paragrafo precedente o ad 
un'altra comunque orientata. 

Orbene, per un dato parametro si dispone di una famiglia di luoghi 
di posizione, ciascuno caratterizzato da un dato valore di L e con gra
diente in un suo punto il cui modulo è espresso da: 

V L = ~ = [(~)2 + ( a l )2] 1/2 
d s a <p a À cos <p 

(1.2a) 

(1.2b) 

secondo che si tratti della (1.1a) o della (1.1b). 
Occorre precisare che l'intorno del punto della curva di posizione in 

cui si desidera il valore del gradiente, espresso dalla (1.2a), viene conside
rato confuso col piano tangente alla superficie terrestre in tale punto e le 
direzioni delle componenti del gradiente sono quelle della coppia di assi 
cartesiani ortogonali con origine nel punto ed orientati per meridiano e 
parallelo. 

Trattandosi, invece, di una superficie di posizione, le componenti del 
gradiente sono riferite ad una tema di assi cartesiani con origine nel 
punto e parallela a quella relativa all'equazione di detta superficie. 

Risulta immediata l'interpretazione delle derivate parziali delle rela
zioni (1.2): esse rappresentano i coseni direttori della direzione del gra
diente rispetto agli assi coordinati. 

1.3 - LINEARlZZAZIONE 

Premesso che del luogo di poslZlone, sia esso una curva che una 
superficie, interessa solamente quella parte che capita nell'intorno della 
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posizione stimata del mobile, si consideri il caso della misura L, priva di 
errori, alla quale corrisponde sulla superficie terrestre la curva di posi
zione u (fig. 1.1). 

In figura è segnata anche la curva di posizione Us passante per la 
posizione stimata Os del mobile; in ogni suo punto e quindi anche in Os 
la misura del parametro risulta L" entità che può essere facilmente calco
lata mediante la (1.la), essendo note le coordinate di Oso 

(L) il 

d(l 

r 

FIG. 1.1. 

Sviluppando la (1.la) relativa a questa seconda curva, Ls = f(<p, À), 
in serie di Taylor, con inizio dal punto stimato e con arresto ai termini 
del primo ordine, si ha: 

(1.3) 
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Essendo: 

e 

o À = o Il sec <Ps 

la (l.3) diventa: 

(1.4) 

relazione, quest'ultima, che esprime l'equazione della retta T" tangente 
alla curva Us nel punto Os e riferita alla coppia di assi cartesiani ortogonali 
con origine in detto punto e coincidenti con le sue linee coordinate. L'in
torno di Os viene, per l'arresto dello sviluppo ai termini del primo ordine, 
confuso col piano tangente in esso punto alla superficie terrestre. 

È certo, in forza di quanto precedentemente premesso, che il mobile 
si trova su quel tratto di curva u più vicino al punto stimato, tratto che 
può essere considerato confuso con la retta T, tangente alla curva u nel 
suo punto più vicino ad Os (punto O in figura). Ed essendo questi due 
punti estremamente vicini, il punto O dovrà trovarsi sulla direzione di 
massima variazione di L a partire da O" cioè sulla direzione del gradiente 
di L nel punto Os; di conseguenza la retta T risulterà parallela ad Ts. La 
distanza Os O rappresenta lo spostamento d s della relazione (l.2a) per la 
variazione d L = L - Ls (differenza tra misura effettuata e quella calcolata 
per il punto stimato). 

La retta T è detta Tetta di posizione: su questa si trova il mobile. Non 
resta che ricavarne l'equazione, con riferimento alla stessa coppia di assi 
cartesiani di cui alla figura (1.1). 

N oto il coefficiente angolare della retta T" dato da: 

tga = _ (~) (~)-I 
all s a<p s 

(1.5) 

è possibile ottenere quello della direzione del gradiente, essendo 
p = a-90°; si ha: 

(ai) ( ai )-1 tg P = - cotg a = -- --
a<ps alls 

(1.6) 
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La distanza OsO = d s risulta per la (l.2a): 

[( a
j )2 (a j )2]-1/2 

ds= -- + -- dL 
all s a<ps 

(l.7) 

dove d L = L - Ls. 
Le coordinate del punto O sono date da: 

d Ilo = d s cos p d <Po = d s sen p (1.8) 

con d s data dalla (1.7) e sen p e cos p ricavabili dalla (1.6). 
L'equazione della retta di posizione r risulta: 

(1.9) 

Per le relazioni (1.5) e (l.8), considerando quantità piccole e finite al 
posto dei differenziali e ricordando inoltre la citata relazione tra arco di 
parallelo e simile arco di equatore, la (l.9) diventa: 

(1.10) 

Ponendo: 

I = L - Ls h = (~) 
l a À s 

(1.11) 

la (1.10) risulta così espressa: 

(1.12) 

Analogo ragionamento può essere fatto per la linearizzazione della 
(1.1 b), ottenendo: 

L-Ls = (~) òx+ (~) òy+ (~) òz 
ax s ay s az s 

(1.13) 

equazione di un piano, detto piano di posizione, che risulta tangente alla 
superficie di posizione nel suo punto più vicino a quello stimato. Tale 
piano si confonde con la superficie di posizione nell'intorno del punto di 
tangenza. 
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Ponendo: 

l = L - Ls 

h3 = (~) a z s 

(1.14) 

la (1.13) diventa: 

(1.15) 

Le equazioni (1.12) e (1.15) sono note anche come equazioni di 
misura ed espresse nella forma compatta: 

(1.16) 

con h e x rispettivamente il vettore di misura e di stato: 

h = (h) h2f h = (h) h2 h3f 
x = (cH O<p)T x = (ox oy ozf 

Nella (1.16) la quantità scalare l risulta essere il prodotto tra il vet
tore riga h e quello colonna x. 

Se la misura L è affetta dall'errore o L (o L = Le - L, con Le la mi
sura errata) si ha: 

l = L - Ls = Le - O L - Ls = (Le - L) - O L = le - O L 

per cui la (1.16) diventa: 

le = hTx + O L (1.17) 

Si può arrivare alla (1.10) con un ragionamento puramente analitico, 
semplice ma meno intuitivo di quello geometrico-analitico testé trattato. 

Tenendo presente la fig. 1.1, le coordinate di un generico punto della 
curva di posizione u e la relativa misura L effettuata (considerata esatta) 
possono essere così espresse: 

<p = <Ps + o <p À = Às + o À L = Ls + o L 

per cui l'equazione (1.la) diventa: 

Ls + o L = f(<ps + o <p, Às + o À) 



Luogo di posizione 17 

Sviluppando quest'ultima relazione in serie di Taylor a partire dal 
punto stimato e con arresto ai termini del primo ordine, rimanendo così 
in un intorno del detto punto, si ottiene: 

relazione che si semplifica in: 

o L = ( al) o <p + ( al) o À 
a<ps aÀs 

È ben chiaro che per o L in questa dimostrazione viene considerata 
la differenza tra la misura effettuata ed esatta e quella calcolata rispetto 
alla posizione stimata dell'osservatore. 

Lo stesso procedimento vale per la (1.13). 

1.4 - INCERTEZZA DI UN LUOGO DI POSIZIONE 

Se la misura L è affetta da errore si viene ad individuare un luogo 
errato; da qui l'incertezza di quest'ultimo, intesa quale distanza tra la 
posizione esatta del mobile ed il luogo errato. 

Le relazioni (1.2) forniscono per l'appunto tale incertezza se il rap
porto tra i differenziali d L e d s viene considerato rapporto tra quantità 
piccole e finite e se per o L si intende proprio l'errore commesso sulla 
misura (o L = Le - L con Le la lettura errata). 

Si ha: 

o s = ± [(~)2 + ( al )2]-1/2 o L 
a <p a À cos <p 

(1.l8a) 

o s = ± [( : ~ r + ( : ~ r + ( :: n-l12 

o L (1.l8b) 

giustificando il doppio segno con la considerazione che in un verso della 
direzione del gradiente c'è incremento di L (errore positivo), nel verso 
opposto un decremento (errore negativo). 

Alle (1.18) si può giungere anche dopo aver linearizzato le equazioni 
(1.1) nell'intorno della posizione stimata del mobile, ottenendo, com'è 
noto, la retta o il piano di posizione. Per ognuno di questi due luoghi di 
posizione un errore di misura provoca una traslazione del luogo, per cui 
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l'incertezza è data dalla distanza tra la retta di posizione esatta e quella 
errata, oppure tra il piano di posizione esatto e quello errato. 

L'incertezza o s, oltre ad essere funzione dell'errore di misura, 
dipende generalmente anche dalla posizione geografica del mobile. In 
figura (1.2) sono segnati sia i luoghi di posizione errati relativi all'errore 
± o L (curve Ue1 e Uq) che quello esatto relativo alla misura L (curva u). 
Nel punto O l'incertezza è rappresentata dai tratti di perpendicolari O Hl, 
e O H2 , mentre nel punto O' dai tratti O' H'l e O' H;. 

FIG. 1.2 

1.5 - RApPRESENTAZIONE DI UN LUOGO DI POSIZIONE SULLE CARTE DI 

NAVIGAZIONE 

Per conoscere l'andamento di un luogo di posizione, espresso dalla 
relazione (1.la), su una data carta di navigazione, come su una qualsiasi 
carta geografica, si può procedere sia per via analitica che grafica. 

Con la prima occorre esprimere le coordinate <p e À della sua equa
zione in funzione delle relazioni di corrispondenza della carta prescelta, 
ottenendo così l'espressione analitica della curva rappresentativa del 
luogo considerato. 

Il luogo di posizione può anche essere tracciato per punti sulla carta: 
basta risolvere la (1.la) già richiamata rispetto a <p, conoscendo À, o vice
versa. Si vengono, in tal modo, a definire le coordinate dei punti d'inter
sezione del luogo di posizione con dati meridiani o paralleli. Riportati tali • 
punti sulla carta ed accuratamente uniti si ottiene la curva desiderata. 

Volendo, per esempio, conoscere l'andamento della (1.12) sul piano 
nautico o sulla carta di Mercatore, basta tener conto delle rispettive rela
zioni di corrispondenza, esprimendo o À e o <p in funzione di esse. 



Luogo di posizione 19 

Per il piano nautico (piano di proiezione tangente nel punto stimato) 
le relazioni di corrispondenza sono: 

x = {) À cos <fls y = {) <fl 

per cui la (1.12) diventa: 

(1.19) 

Le relazioni di corrispondenza della carta di Mercatore per una zona 
poco estesa in latitudine (costruzione approssimata) sono: 

x = {) À y = {) <fl sec <fls 

onde la (1.12) si trasforma in: 

(1.20) 

Nelle relazioni di corrispondenza richiamate è stato considerato 
uguale all'unità il raggio della Terra rappresentativa. 

Le (1.19) e (1.20) esprimono ancora l'equazione di una retta; dal che 
può concludersi che anche sul piano nautico e sulla carta di Mercatore si 
può considerare rettilineo (ed è ovvio) il tratto del luogo di posizione 
nell'intorno della posizione stimata del mobile. Tale tratto, che conserva 

y 

p 

D 

n 1 

p 

x 

FIG. 1.3. 
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la denominazione di retta di posizione, è riferito sulle due rappresenta
zioni ad un sistema di assi cartesiani ortogonali con l'origine nel punto 
stimato ed orientati, come sulla superficie terrestre, secondo le sue linee 
coordinate. 

Da come è stata dedotta la retta di posizione sul piano nautico e 
sulla carta di Mercatore, può questa essere considerata per il piano nau
tico quale tratto di geodetica, per la carta di Mercatore quale tratto di los
sodromia tangenti entrambi al luogo di posizione sulla superficie terrestre 
nel suo punto più vicino a quello stimato. 

Il tracciamento della retta di posizione, espressa dalla (1.19) e dalla 
(1.20), può essere agevolmente effettuato calcolando le sue intercette n1 e 
n2 con gli assi coordinati (fig. 1.3) od anche la sua distanza p dall'origine 
degli assi ed il rispettivo azimut p di questa rispetto al punto OSo L'azimut 
è legato all'angolo ex che la retta forma col verso positivo dell'asse x dalla 
relazione: 

1.6 - CONSIDERAZIONI VARIE 

Ci si limita solamente ad alcune considerazioni sui luoghi di posi
zione relativi alla superficie terrestre, espressi, com'è noto, dalla (l.la). 

A conforto della linearizzazione effettuata, occorre valutare lo scosta
mento dei luoghi dalla tangente, sia sulla superficie terrestre che sulle 
due rappresentazioni cartografiche considerate. 

Nel caso piano (caso cartografico) lo scostamento, misurato sulla nor
male alla curva nel suo punto situato a distanza Ll s da quello di tan
genza, è dato dalla relazione: 

Ll S2 1 Ll S3 1 d p 
e = -----+------

U,I 2 P 6 p2 d s 
(1.21) 

con p il raggio di curvatura nel punto di tangenza (fig. 1.4). 
Il primo termine della (1.21) rappresenta lo scostamento della circon

dp 
ferenza osculatrice dalla tangente per essere -- = O 

ds 

Ll S2 1 
e - ----

C,I - 2 p (1.22) 
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ed il secondo permette di ottenere quello della curva dalla circonferenza 
osculatrice: 

Ll S3 1 d p 
e =-----

u,c 6 p2 d s (1.23) 

Gli scostamenti positivi vanno contati nel senso positivo della nor
male, verso il centro di curvatura; di conseguenza il segno negativo della 
(1.22) sta a significare che la tangente è esterna alla circonferenza oscula
trice e quest'ultima può risultare interna od esterna alla curva a seconda 
del segno della derivata. 

In valore assoluto l'importo della (1.22) è maggiore di quello della 
(1.23). 

t 

y 

li 

o~------------------------
x 

FIG. lA. - u = curva; c = circonferenza osculatrice della curva u nel punto di tangenza; 
t = tangente. 

Un altro elemento da calcolare sulla supefl,çie terrestre è l'angolo che 
in un suo punto un luogo di posizione forma col meridiano. Quest'angolo 
(azimut) risulta necessario quando si vuole considerare la linearizzazione 
nel punto d'incontro del luogo di posizione col meridiano o col parallelo 
del punto stimato. 

Sia u il luogo di posizione, considerato per semplicità sulla sfera ter
restre (fig. 1.5) ed A il punto in cui si vuole determinare l'azimut a. Il 
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parallelo del punto B della curva, punto molto vicino ad A, incontra il 
meridiano di quest'ultimo nel punto C. Dal triangolo mistilineo rettan
golo A B C, considerato piano perché infinitesimo, si ottiene: 

CB dp 
tg et = ---

A C dc.p 

e ricordando la relazione tra arco di parallelo e simile arco di equatore: 

dÀ 
tg et = cos c.p -

dc.p 
(1.24) 

relazione che permette di calcolare l'angolo desiderato dopo aver ricavato 
dÀ 

il rapporto -- dall'equazione (l.1a) 
dc.p 

La linearizzazione trattata nel paragrafo 1.2 viene effettuata nel 
punto O del luogo di posizione u (fig. 1.6), punto più vicino a quello sti
mato Os; le due linearizzazioni dianzi accennate vengono invece conside
rate nei punti 01 e O2 , rispettivamente incontri della curva u col meri
diano e col parallelo del punto stimato. 

d' 

FIG. 1.5. FIG. 1.6. 

Il punto O è sempre determinabile, a contrario dei punti 0 1 e O2 ; 

uno di questi può risultare anche molto lontano da O" secondo l'anda
mento del luogo di posizione nell'intorno di quest'ultimo. La linearizza
zione può anche essere effettuata considerando noti, nell'intorno del 
punto stimato, due punti molto vicini del luogo di posizione; punti otte
nuti dall'incontro di questo con due meridiani o paralleli. In tal caso la 
retta di posizione non è tangente ma secante al luogo di posizione. 
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MISURE DI DISTANZE 

2.1 - LUOGO DI POSIZIONE 

Le distanze possono essere ottenute col telemetro, con tecniche 
radioelettriche, ma possono anche essere dedotte da misure di angoli 
orizzontali e verticali. 

Ed ancora, misurando col sestante, in un dato istante, l'altezza di un 
astro sull'orizzonte del mare ed apportando a questa le dovute correzioni 
per riferirla al piano dell'orizzonte astronomico, si ottiene, come si vedrà 
più avanti, la distanza dell'osservatore dal punto subastrale, proiezione 
dell'astro sulla superficie terrestre. 

Considerando la Terra sferica, e ciò sarà tenuto presente per tutti i 
luoghi di posizione che saranno trattati, con la misura della distanza d dal 
punto A, di note coordinate, si ottiene quale luogo di posizione la circon
ferenza u, avente per centro il punto A e per raggio la distanza d (fig. 2.1). 

Pn 

t----_ 

Q' Q 

Ps 

FIG. 2.1. 
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Questa circonferenza è detta circonferenza di uguale distanza o più sempli
cemente circonferenza di distanza; essa limita la calotta sferica avente per 
polo il punto A e per raggio la distanza d. 

Nel caso di misura dell'altezza di un astro la circonferenza è chia
mata circonferenza d'altezza. 

Una circonferenza di distanza è detta di r, 2a e 3a specie s~condo 
che il polo dell'emisfero del centro A sia esterno ad essa, interno o pro
prio su di essa. In figura (2.2) le circonferenze UJ, u2 , U3 rappresentano 
rispettivamente una circonferenza di distanza l", 2a

, 3a specie. 
Il punto più elevato in latitudine della circonferenza di distanza 

dicesi vertice, quello più basso base. 
La zona compresa tra i paralleli della base e del vertice viene chia

mata zona di distanza. 
Dalla figura (2.2) si nota: 

<PSI,2,J = <PAI,2,J- d ÀSI ,2,J = ÀAI ,2,J 

<P VI <PAI + d ÀVI ÀAI 

<PV2 180° - (<PA2 + d) ÀV2 ÀA2 ± 180° 

<PVJ = 90° 

Pn=V 3 

V 2 

U3 

_---t----_ 

Q 

Ps 

FIG. 2.2. 

e che una circonferenza di distanza è di 1", 2a e 3a specie a seconda che 
d < CA, d > CA e d = CA, con CA la colatitudine del punto A. 

La circonferenza di distanza di 2a specie si estende in longitudine per 
tutti i 360°, quella di 3a specie per 180°, 90° da una parte e 90° dall'altra 
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rispetto al meridiano del punto A. La circonferenza di la specie, invece, si 
estende per: 

sen d 
Ll Amax = sen- I ---

come può notarsi dal triangolo sferico rettangolo A P T di fig. 2.3. 

ti 

FIG. 2.3. 

La classificazione data ad una circonferenza di distanza (1 a, 2a e 3a 

specie) riguarda solamente il problema della sua rappresentazione sulla 
carta di Mercatore che, com'è noto, non può estendersi alle zone polari (i 
poli su questa sono rappresentati all'infinito). 

Due circonferenze di distanza diconsi coniugate quando sono conte
nute nella stessa zona di distanza; sono una di 1 a specie e l'altra di 2a 

(fig. 2.4). 
Indicando con di e d2 le due distanze, si può scrivere: 

<PAI + dI = 1800 
- (<PA2 + d2) 

<PAI - di = <PA2 - d2 

relazioni che permettono di ottenere, dopo averle sommate e sottratte 
membro a membro (la 2a dalla la): 
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dal che, per due circonferenze di distanza coniugate, la colatitudine del 
centro di una di queste è uguale alla distanza relativa all'altra. 

" (1' 

_---,PI-' __ I\. 

--+----

Ps 

FIG. 2.4. 

l\ 

Ed ora alcune proprietà delle circonferenze di distanza: 

- la circonferenza di distanza è normale in ogni suo punto alla dire
zione azimutale del suo centro ed è simmetrica rispetto al meridiano di 
questo; ovvia la seconda parte, pure intuibile la prima per essere le cir
conferenze massime passanti per il centro di una circonferenza minore 
perpendicolari a quest'ultima. 

In fig. 2.5 la circonferenza u risulta nel suo punto O perpendicolare 
all'arco di circonferenza massima O A, che definisce la direzione azimu
tale del centro A rispetto al meridiano del punto O. 

- per due punti di pari latitudine, situati su due circonferenze di 
distanza coniugate, l'angolo azimutale, in uno di questi, del centro della 
rispettiva circonferenza e riferito al polo dell'emisfero dei due centri è 
uguale alla differenza di longitudine tra il meridiano dell'altro punto e 
quello del centro della sua rispettiva circonferenza. 

Per essere (fig. 2.6): 

PnAI = A2 O2 

PnA2 = AI 0 1 

PnOI = Pn0 2 
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p 

FIG. 2.5. 

- in ogni punto di una circonferenza di 3a specie l'angolo azimutale 
del centro è uguale alla differenza di longitudine tra il meridiano di 
questo e quello del punto. 

Pn 

Z l 

Q' Q 

Ps 

FIG. 2.6. 
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In fig. 2.7, essendo: 

il triangolo sferico PnA O è isoscele e quindi: 

Z = Ll À 

PneV 

-- - - - - - - --., - - --

Q' Q 

Ps 

FIG. 2.7. 

2.2 - DISTANZE CON MISURE DI ALTEZZE DI ASTRI 

Rappresenti la figura 2.8 la sfera celeste geocentrica. La freccia I 
indica il moto di rotazione della Terra, quella l' il corrispondente moto 
apparente della sfera celeste. 

Il meridiano fondamentale proiettato sulla sfera celeste è rappresen
tato dalla semicirconferenza massima Pcn ZG Pc" con ZG lo zenit dell'os
servatorio di Greenwich. 

Si consideri, ora, un osservatore che nell'istante T M G misura col 
sestante l'altezza dell'astro A ed apporta poi a questa le dovute correzioni 
per riferirla al piano dell'orizzontale astronomico, ottenendo così l'altezza 
vera (h). 

Il punto A', proiezione dell'astro A sulla superficie terrestre, è detto 
punto subastrale; da questo punto l'astro è visto allo zenit (da qui il suo 
nome). Facilmente dalla figura si nota che le coordinate del punto suba
strale sono date da: 
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cioè: la latitudine è uguale alla declinazione dell'astro e la longitudine 
all'angolo al polo dello stesso, contato dal meridiano di Greenwich. 

Basta, pertanto, ricavare dalle Effemeridi per l'istante dell'osserva
zione la declinazione dell'astro ed il suo angolo orario relativo al meri
diano di Greenwich e trasformare quest'ultimo in angolo al polo. 

Q' 

Pcn 

f'1 
I 
I 

Pcs 

FIG. 2.8. 

Q 

In un giorno sidereo il punto subastrale di un astro fisso sulla sfera 
celeste percorre il parallelo terrestre di latitudine uguale alla declinazione 
dell'astro. 

Per la definizione di distanza zenitale, lo zenit dell'osservatore deve 
trovarsi in un punto della circonferenza minore u avente per centro 
l'astro A e per raggio proprio la distanza zenitale vera (z = 90° - h). Di 
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conseguenza l'osservatore viene a trovarsi in un punto della circonferenza 
minore u', proiezione della circonferenza u sulla superficie terrestre e, più 
propriamente, nel punto di u' corrispondente allo zenit su u. 

La circonferenza minore u deve considerarsi pertanto il luogo degli 
zenit dei punti della Terra, appartenenti tutti alla circonferenza minore u', 
dai quali nell'istante dato si misura dell'astro A la medesima altezza (rife
rita all'orizzonte vero). 

Le generatrici del cono con vertice nel centro della Terra T, ottenuto 
dalla proiezione della circonferenza minore u, rappresentano le direzioni 
delle verticali dei punti della circonferenza u'. Quest'ultima conserva lo 
stesso raggio sferico ed ha per centro il punto subastrale. 

Entrambe le circonferenze vengono denominate circonferenze d'al
tezza; per la determinazione della posizione si considera indifferente
mente l'una o l'altra. 

2.3 - EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA DI DISTANZA 

Sia (fig. 2.9) u la circonferenza minore relativa alla misura della di
stanza d dal punto A, di note coordinate <PA, ÀA e sia O un punto generico 
di questa nel quale viene considerato l'osservatore, di coordinate <p, À. 

Dal triangolo sferico O P A si ricava: 

cos d = sen <PA sen <p + cos <PA COS <p COS (ÀA - À) (2.1) 

relazione che rappresenta l'equazione del luogo di posizione. 
La (2.1) può essere scritta anche nel seguente modo, in armonia con 

la (l.1a): 

d = COçl (se n <PA sen <p + cos <PA COS <p COS (ÀA - À)) (2.1') 

dove: 
<PA e ÀA rappresentano le coordinate del centro, d il raggio e <p e À le coor
dinate di un punto generico della circonferenza minore. 

Nel caso della misura dell'altezza di un astro nella (2.1) alla distanza 
d va sostituita la distanza zenitale vera mentre <PA e ÀA rappresentano le 
coordinate del punto subastrale. 

Per la risoluzione della (2.1), ed anche delle equazioni degli altri 
luoghi di posizione che saranno trattati in seguito, occorre definire il polo 
del triangolo sferico O P A che è quello dell'emisfero di uno degli altri due 
vertici, punti O ed A; pertanto la latitudine del punto che definisce il 
polo dev'essere considerata, per i segni delle funzioni trigonometriche, 
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angolo positivo (lO quadrante), mentre, quella dell'altro punto, angolo 
positivo se dello stesso segno del primo (lO quadrante), altrimenti angolo 
negativo (4 o quadrante). 

Tanto premesso, dalla risoluzione della (2.1) rispetto ad una delle 
coordinate, nota l'altra, sono previste due radici reali e distinte, reali e 
coincidenti oppure immaginarie, secondo che la linea coordinata assunta 
intersechi la circonferenza di distanza oppure risulti ad essa tangente od 
esterna. 

p 

FIG. 2.9. 

Immediata la risoluzione rispetto alla coordinata À; infatti si ricava: 

cos (À A - À) = 
cos d - sen <pA sen <p 

cos <p A COS <p 
(2.2) 

assegnando entrambi i segni alla differenza ÀA - À, che può essere 
minore o maggiore di 900 a seconda del segno del rapporto del secondo 
membro. 

La (2.2) può essere trasformata in formula logaritmica, ottenendo 
una delle tre formule di Borda. 

Più impegnativa la risoluzione rispetto alla coordinata <p, essendo 
questa espressa nella (2.1) per seno e per coseno. 
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Mettendo in evidenza al secondo membro il prodotto: 

COS <PA COS ()"A - À) 

si ha: 

cos d = COS <PA COS (ÀA - À) [tg <PA sen <p sec (ÀA - À) + cos <p] 

e ponendo: 

si perviene a: 

da cui: 

cotg M = tg <PA sec (ÀA - À) 

sen (<p + M) 
cos d = COS <PA COS (ÀA - À) --'--'----'

senM 

(2.3) 

sen (<p + M) = cos d sen M sec <PA sec (ÀA - À) (2.4) 

Or dunque, le relazioni (2.3) e (2.4) permettono di ricavare l'inco
gnita desiderata. 

Con (ÀA - À) = 90° la (2.4) risulta indeterminata; in tal caso può 
ottenersi una nuova coppia di formule mettendo in evidenza sen <PA nel 
secondo membro della (2.1): 

cos d = sen <PA [sen <p + cotg <PA cos <p COS (ÀA - À)] 

Ponendo: 

tg M = cotg <PA COS (ÀA - À) (2.5) 

facilmente si ricava: 

sen (<p + M) = cos d cos M cosec <PA (2.6) 

relazione che porta all'indeterminazione per <PA = 0°. 
La risoluzione della (2.1) rispetto alla coordinata <p può essere effet

tuata anche nel seguente modo. 
Sostituendo le espressioni: 

<p 
2tg-

2 
sen<p = ------

<p 
1 + tg2

-
2 

1 - tg2 ....T... 
2 

cos<p = -----
<p 

1 + tg2
-
2 



Misure di distanze 33 

nella (2.1) <V si ottiene l'equazione di 2° grado in tg _. 2 . 

<V <V 
[cos d + cos <VA COS (ÀA - À)] tg2

2 - 2 sen <VA tg 2 + 

+ [cos d - COS <VA COS (ÀA - À)] = O 

le cui radici sono date da: 

<V sen <VA ± J sen2 <VA - cos2 d + cos2 <VA cos2 (ÀA - À) 
tg - = (2.7) 

2 cos d + cos <VA COS (ÀA - À) 

2.4 - CIRCONFERENZA DI DISTANZA SULLA CARTA DI MERCATORE 

Per lo studio della circonferenza di distanza sulla carta di Mercatore 
occorre tener conto delle relazioni di corrispondenza di tale carta che, 
considerando unitario il raggio della Terra rappresentativa, sono: 

x=À 

y = In tg (450 + ~) (2.8) 

Dalla seconda relazione, ricordando le funzioni iperboliche, si ha: 

sen <V = tghy cos <V = sechy tg <V = senhy (2.9) 

Sostituendo nella (2.1) la prima delle (2.8) e le prime due delle (2.9) si 
ottiene: 

cos d coshy - sen <VA senhy = cos <VA COS (xA - x) (2.10) 

equazione della curva rappresentativa della circonferenza di distanza sulla 
carta nautica, comunemente detta curva di distanza e più specificata
mente curva d'altezza nel caso della misura dell'altezza di un astro. 

La (2.10) assume tre forme distinte a seconda del tipo di circonfe
renza. Se questa è di prima specie, essendo d < CA, si ha: 

cos d > sen <VA e quindi cos2 d - sen2 <VA > O 

Si ponga: 

cos d = KJ coshyo 

sen <VA = KJ senhyo 

(2.11) 

(2.12) 
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per cui: 

cos2 d - sen2 <i>A = Ki 

risultando, per la (2.11), KI una quantità reale positiva. Noto il suo valore 
è possibile ricavare quello dell'ordinata Yo. 

Sostituendo le (2.12) nella (2.10) si ottiene: 

KI cosh (yo - y) = COS <i>A COS (xA - x) (2.13) 

Siano, ora, a e b due parametri così legati: 

1 
cosb = --- (2.14) 

cosh a COS <i>A 

per cui: 

a = In tg (450 + bl2) (2.15) 

Dalla (2.15) può dedursi che è sempre a > b. 
Per la (2.14) l'equazione (2.13) assume le seguenti due espressioni: 

cos b cosh (yo - y) = COS (xA - x) 

cosh (yo - y) = cosh a cos (xA - x) 
(2.16) 

che definiscono la forma della curva: un ovale simmetrico rispetto a due 
assi paralleli agli assi coordinati che s'intersecano nel punto O di coordi
nate: Xo = XA , Yo. Tale punto è il centro dell'ovale, che è compreso tra i 
paralleli y = Yo ± a e tra i meridiani x = X A ± b: a e b rappresentano i 
semiassi di tale ovale (fig. 2.10 b). 

Dalla prima delle (2.12) si ricava: 

cosh2 yo = 

dal triangolo sferico rettangolo PT' A di fig. 2.10a si ottiene: 

sen <i> A = sen <i>T cos d 

relazione che sostituita nella precedente porta all'uguaglianza: 

cosh Yo = sec <i>T 
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per cui: 

L'ordinata del centro dell'ovale non è altro che la latitudine crescen
te del parallelo passante per i due punti di tangenza T e T' di fig. 2.10a). 

Pn 

v 

T' 

Q' Q 

B 

Ps 

a) b) 
FIG. 2.10. 

Si può infine osservare che tutte le circonferenze di distanza inscritte 
nello stesso fuso sono rappresentate sulla carta da curve uguali e pertanto 
sovrapponibili; infatti, estendendosi in longitudine di uguale Ll Àmax , le 
curve hanno lo stesso semiasse minore b e di conseguenza identico 
semiasse maggiore a. 

Per una circonferenza di distanza di 2a specie, essendo d > CA, si ha: 

cos d < sen <PA e quindi sen2 <PA - cos2 d > O (2.17) 

Si considerino, in analogia al caso precedente, le posizioni: 

cos d = K 2 senhyo 

sen <PA = K2 coshyo 
(2.18) 
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per cui: 

sen2 <PA - cos2 d = Kl 

risultando K2 , per la (2.17), una quantità reale positiva. 
Sostituendo le (2.18) nella (2.10) si ottiene: 

K2 senh (yo - y) = COS <PA COS (xA - x) 

Ponendo, poi: 

l'equazione (2.19) diventa: 

cos <PA 
senh a = --:....:..:=...

K2 

senh (yo - y) = senh a cos (XA - x) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

La curva espressa dalla (2.21) è simmetrica solamente rispetto al me
ridiano passante per il punto O di coordinate Xo = XA , Yo ed è compresa tra 
i paralleli y = Yo ± a: una specie di sinusoide con concavità rivolta verso 
il parallelo Yo e con flessi nei punti K e K' di coordinate x = XA ± 900 ed 
y = Yo (fig. 2.11 b). E ciò per essere la derivata seconda della (2.21) posi
tiva per x compreso tra 00 e ± 900, negativa per x compreso tra ± 900 e 
± 1800, annullandosi proprio nei punti di ascissa x = X A ± 900 (punti K 
e K' nella citata figura). 

L'angolo azimutale del centro A della circonferenza di distanza nei 
flessi è dato da: 

cos <PA 
sen Zo = -----'

sen d 

relazione che sostituita nella (2.20) elevata al quadrato: 

senh2 a = 
cos2 <PA 

Kl 

dà: 

senh a = tg Zo 

per cui: 
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La semialtezza della zona di distanza sulla carta di Mercatore è 
uguale alla latitudine crescente dell'angolo azimutale del centro della cir
conferenza misurato nei suoi punti di longitudine À = ÀA ± 90° (punti di 
flesso sulla carta nautica). 

Circonferenze di distanza di 2a specie inscritte nella stessa zona sono 
rappresentate da curve uguali, sono cioè sovrapponibili. Infatti le curve 
hanno la stessa semiampiezza a e di conseguenza sono espresse da 
un'unica equazione (2.21). 

Q' 

v 

Pn 

--1--+
I 

I I , 
\ , 
Ps 

FIG. 2.11 a. 

B 

v 

_~=O-L ______ L-____ -L ______ L-____ -L_ 

FIG. 2.11 b. 

Q 
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Quando la circonferenza di distanza è di 3" specie, essendo d = CA 

per cui <p A = 90° - d, la (2.10) diventa: 

cos d [coshy - senhy] = sen d cos (xA - x) 

ed ancora: 

e-Y = tg d COS (xA - x) 

relazione che può infine essere così scritta: 

y = - In tg d-In cos (XA - x) = In cotg d + In sec (xA - x) (2.22) 

Perx=xA : 

Yo = In cotg d (2.23) 

e la (2.22) risulta: 

y = Yo + In sec (xA - x) (2.24) 

espressione molto semplificata dell'equazione della curva di distanza di 3" 
specie. Questa risulta aperta e simmetrica rispetto al meridiano del centro 
della circonferenza (fig. 2.12 b) ed i suoi rami hanno per asintoti i meri
diani a 90° da quello di simmetria. 

Pn=V 

A 

-------~--------r 
A 

Q' Q 

B 

y, 

-~~0_r----_4------~---

Ps 

FIG. 2.12 a. FIG. 2.12 b. 
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Essendo (fig. 2.12 a): 

2 d = 90° - <PB per cui d = 450 _ <PB 
2 

la (2.23) diventa: 

la costante Yo rappresenta sulla carta nautica l'ordinata della base della 
circonferenza di distanza. 

* * * 
Differenziando la (2.10) rispetto ad x ed y si ottiene il coefficiente 

angolare della tangente alla curva in un suo generico punto: 

cos <PA sen (XA - x) 
---- - --------~--~----~----
dy 

d x cos d senhy - sen <PA coshy 

espressione che, in virtù della relazione (2.1), della prima delle (2.8) e 
della seconda e terza delle (2.9), diventa: 

dy COS <PA sen (ÀA - À) 

d x sen <PA cos <p - COS <PA sen <p cos (ÀA - À) 

ed ancora, per le relazioni delle proiezioni e dei seni applicate al triangolo 
sferico POA di fig. 2.9: 

dy 
---- = - tgZ 
dx 

(2.25) 

La retta tangente in un punto della curva, sulla carta di Mercatore, è 
inclinata sul parallelo del punto di un angolo uguale a 180° - Z, con Z 
l'angolo azimutale nel punto considerato del centro A della circonferenza 
di distanza. E non può essere altrimenti, dato l'isogonismo della carta. 

Dalla seconda differenziazione della (2.10), in virtù di relazioni già 
citate, si perviene a: 

d X2 sen d cos3 Z 
(2.26) 
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per cui, sostituendo nella formula generale del raggio di curvatura: 

p= 

le espressioni (2.25) e (2.26), si ottiene: 

sen d 
p= 

COS <PA COS O"A - A) 
(2.27) 

La (2.27), per la relazione dei seni applicata al triangolo sferico PO A 
di fig. 2.9, diventa: 

p= 
tg (AA - A) 

senZ 
(2.28) 

ed ancora, per la relazione delle proiezioni applicata allo stesso triangolo: 

1 
p= 

cos <p cotg d - sen <p cos Z 
(2.29) 

con p, nelle tre formule, espresso in radianti. 

* * * 

Per il calcolo dello scostamento della curva di distanza, espressa dalla 
(2.10), dalla tangente, occorre tener presente la (1.21) così semplificata: 

/). S2 1 
E=----

2 p 
(2.30) 

ove è stato trascurato il secondo termine che fornisce lo scostamento 
della circonferenza osculatrice dalla curva in oggetto. L'approssimazione 
consiste nel considerare coincidenti curva e circonferenza osculatrice nel
l'intorno del punto di tangenza. Per la (2.29) la (2.30) diventa, espri
mendo E e /).s in primi (di equatore): 

/). S2 /). S2 

E = - -- cos <p cotg d sen l' + -- sen <p cos Z sen l' 
2 2 
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E tenendo presente che la lunghezza del miglio sulla carta di Merca
tore è uguale a quella del primo di equatore moltiplicata per la secante 
della latitudine, la relazione precedente diventa: 

~S2 ~S2 
e = - -2- cotg d sen l' + -2- tg <p cos Z sen l' (2.31) 

con e e ~ s espressi in miglia. 
Il secondo termine della (2.31) è molto piccolo rispetto al primo; 

aumenta con la latitudine e diventa massimo per Z = 0° = 180°. 
Per d = mg 500, ~s = mg lO, <p = 60° e Z = 0° = 180°, i due ter

mini, in valore assoluto, risultano rispettivamente mg 0.1 e mg 0.025. 
Volendo, invece, calcolare lo scostamento della circonferenza di 

distanza da quella massima l ad essa tangente (fig. '2.13), detto s tale sco
stamento, si ha dal triangolo sferico rettangolo T BA: 

cos (d + s) = cos d cos ~ s 

d 

A 

FIG. 2.13. 

relazione che, sviluppando in serie cos (d + s) e cos ~ s fino ai termini del 
secondo ordine, diventa: 

~S2 
S = -- cotgd 

2 

ed esprimendo s e ~ s in miglia, come operato nel caso precedente, si 
ottiene: 

~S2 
S = -- cotg dsen l' 

2 
(2.32) 
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relazione identica al primo termine della (2.31). L'arco di circonferenza 
massima ~ s, per la sua piccola entità, può essere considerato confuso con 
l'arco di lossodromia tangente alla circonferenza di distanza nel punto T. 

2.5 - LINEARIZZAZIONE DELL'EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA 

DI DISTANZA 

Tenendo presente la (2.1'): 

d = COçl (sen <J>A sen <J> + cos <J>A COS <J> COS (ÀA - À)) 

vengono qui calcolati i coefficienti I, hl e h2 dati dalle relazioni (1.11): 

hl = (~) =-a À s 

1 = d- ds 

COS <J>A COS <J>s sen (ÀA - Às) 

J 1 - cos2 ds 

cos <J> A COS <J>s sen (ÀA - Às) 

sen ds 

sen <J> A COS <J>s - cos <J> A sen <J>s cos (ÀA - Às) 

J 1 - cos2 ds 

sen <J>A COS <J>s - COS <J>A sen <J>s cos (ÀA - Às) 

sen ds 

Dal triangolo sferico POsA (polo - posizione stimata - punto A) di 
fig. 2.14 si ricava: 

sen <J>A COS <J>s - COS <J>A sen <J>s cos (ÀA - Às) = sen ds cos Zs ' , 

sen (ÀA - Às) 

sen ds 

sen Zs 

COS <J>A 

per cui i coefficienti hl e h2 diventano: 

h = ( a f) = _ COS In sen Z . 
l a À s 't'"s s , 

h2 = ( a f) = _ cos Zs 
a <J> s 
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Questi coefficienti, sostituiti nella (1.12), permettono di scrivere 
l'equazione della retta di distanza sulla sfera: 

d - ds = - cos <jls sen Zs ò À - cos Zs Ò <jl (2.33) 

e le equazioni della stessa retta sul piano nautico e sulla carta di Merca
tore sono in virtù delle relazioni 0.19) e (1.20): 

d - ds = - sen Zs x - cos Zs y (2.34) 

e 

d - ds = - cos <jls sen Zs x - cos <jls cos Zsy (2.35) 

Dividendo ambo i membri dell'equazione (2.35) per - cos <jls si 
ottiene: 

(ds - d) sec <jls = sen Zs x + cos Zsy (2.35') 

p 

Cl\. 

A 

FIG. 2.14. 

Il primo membro rappresenta l'importo della differenza tra la di
stanza stimata (calcolata) e quella misurata valutato sulla scala delle lati
tudini della carta nautica. Convenendo di indicare questo importo col 
simbolo ds - d = 11 d, l'equazione (2.35') assume la seguente espressione: 

sen Zs x + cos Zsy - 11 d = O (2.35") 

analoga alla (2.34). 
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Il coefficiente angolare della retta di distanza r, rappresentata in fig. 
2.15, ed i valori delle sue intercette sugli assi coordinati sono dati da: 

!J..d 
tg iX = - tg Zs; 

cos Zs ' 

!J..d 
n2 = --

sen Zs 

Inoltre, l'azimut della perpendicolare alla retta r abbassata dal punto 
stimato e la grandezza del segmento di perpendicolare Os D risultano: 

~ = Zs; Os D = p = !J.. d 

L'uguaglianza p = !J.. d può essere dedotta anche ragionando sul gra
diente. 

y 
r 

x 0s L-______________ ~~--~ 

FIG. 2.15. 

A questo punto è interessante considerare la fig. 2.16, mettendola a 
confronto oon la 2.15. La retta di distanza r di fig. 2.15, nel caso di carta 
di Mercatore, non è altro che la rettificazione dell'arco lossodromico LL 
tangente alla circonferenza nel punto D (fig. 2.16), punto d'incontro del
l'arco di verticale stimato relativo al centro A con il luogo di posizione. 
L'arco di circonferenza massima p = Os D = !J.. d può essere considerato 
arco lossodromico e quindi rettificato sulla carta di Mercatore, data la sua 
piccola entità (dell'ordine di poche miglia). 

Col punto stimato all'esterno del luogo di posizione si nota che il 
punto D si trova sulla direzione azimutale di A e !J.. d risulta data da 
ds - d; col punto stimato all'interno il punto D si trova sulla direzione 
azimutale opposta a quella di A e !J.. d risulta data da d - ds • Considerando 
algebrica l'espressione !J.. d = ds - d, nel primo caso essa risulta positiva, 
nel secondo negativa. 
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Per il tracciamento della retta di distanza sulla carta di Mercatore 
occorre calcolare ds e Z., tenendo presente il triangolo sferico OsP A, con 
polo P quello dell'emisfero del punto stimato. Basta, per esempio, risol
vere le due formule: 

cos ds = sen <PA sen <Ps + cos <PA COS <Ps COS (:l'A - Às) 
(2.36) 

cotg Zs = cos <Ps tg <PA cosec C)"A - Às) - sen <Ps cotg (ÀA - Às) 

Per la 2a formula possono essere utili le tavole A B C delle Tavole 
Nautiche, essendo sufficiente per Zs l'approssimazione al grado. 

p 

A 

L 

FIG. 2.16. 

Dal punto stimato Os si traccia la direzione azimutale del punto A e 
su questa si riporta /). d nella direzione di A o in quella opposta, a seconda 
del segno, determinando il punto D. Per D si traccia la retta normale alla 
direzione azimutale, ottenendo in tal modo la retta di distanza: l'osserva
tore si trova in un punto di questa. 

2.6 - RETTA D'ALTEZZA 

Nel caso della misura dell'altezza di un astro la retta di posizione 
viene denominata retta d'altezza. 
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Quest'ultima, considerata sulla carta di Mercatore, ha per equazione 
la (2.35") in cui: 

D. d = ds - d = Zs - Z = (900 
- hs) - (900 

- h) = h - hs = D. h 

con h l'altezza misurata, corretta e ridotta all'orizzonte vero, hs la simulta
nea altezza calcolata per l'orizzonte vero della posizione stimata dell'os
servatore. 

La (2.35") sarà pertanto così espressa: 

sen Zs x + cos Zs y - D. h = O (2.3 7) 

Al posto della differenza algebrica D. d = ds - d viene ora considerata 
la differenza, sempre algebrica, D. h = h - hs. 

Alla fig. 2.16 del paragrafo precedente, in cui A rappresenta il punto 
subastrale, corrisponde un'analoga figura sulla sfera celeste; su questa A 
rappresenta l'astro e Os è lo zenit stimato. L'angolo in P, cioè À,A - À,s, 

non è altro che l'angolo al polo dell'astro riferito al meridiano stimato; 
inoltre i lati sono: P A = p, POs = eS, OsA = Zs. 

Per il tracciamento della retta d'altezza bisogna procedere alle 
seguenti operazioni: 

1) misurare col sestante l'altezza dell'astro (h i ) e rilevare al crono
metro l'istante dell'osservazione (Te); 

2) correggere l'istante cronometrico per ottenere il T M G e l'altezza 
misurata per riferirla all'orizzonte astronomico della località; 

3) ricavare dalle Effemeridi Nautiche per l'istante TMG l'angolo ora
rio dell'astro rispetto al meridiano di Greenwich (TA ) e la sua declina
zione (OA); 

4) trasformare TA in lAs mediante la longitudine stimata; 

5) con <Ps, lAs (PAs ) e OA calcolare hs e Zs; risolvere, cioè, il triangolo 
sferico OsPA di fig. 2.16. Si tratta di operare una trasformazione di coor
dinate locali orarie in azimutali; 

6) eseguire la differenza algebrica D.h = h - hs; 

7) procedere al grafico come già detto nel paragrafo precedente per 
la retta di distanza. Se la differenza D. h = h - hs è positiva, il punto D è 
sulla direzione azimutale dell'astro, altrimenti è sulla direzione opposta. 

Per hs e Zs possono essere risolte le formule: 

sen hs = sen OA sen <Ps + cos OA cos <Ps cos PAs 

cotg Zs = cos <Ps tg OA cosec PAs - sen <Ps cotg PAs 
(2.38) 
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Il metodo di tracciamento della retta d'altezza testé trattato è noto in 
navigazione astronomica come metodo «Saint Hilaire». 

Volendo lo scostamento della retta d'altezza dalla curva d'altezza 
sulla carta di Mercatore occorre sostituire nella (2.31) alla distanza d 
quella zenitale z = 90° - h. Trascurando il 2° termine, per il s = lO mg e 
z = 3 ° lo scostamento della curva d'altezza dalla retta d'altezza risulta 
intorno ai 3110 di miglio. 

2.7 - MISURE DI PICCOLE DISTANZE 

In navigazione costiera vengono misurate distanze molto piccole che 
col radar al massimo possono raggiungere le 40 - 50 miglia. 

In navigazione astronomica, poi, può capitare di misurare l'altezza di 
un astro nella prossimità dello zenit (astro circumzenitale). 

Si ponga nell'equazione della circonferenza di distanza data dalla (2.1): 

esprimendo in tal modo le coordinate di un suo generico punto in fun
zione di quelle del centro. 

L'equazione risulterà: 

cos d = sen </lA sen (</lA + o </l) + COS </lA COS (</lA + o </l) cos o À 

Sviluppando in serie cos d, cos o À, sen (</lA + o </l) e cos (</lA + o </l) 
fino ai termini del secondo ordine (ciò è lecito per le considerazioni 
citate) si ha: 

d
2 

( o </l2 ) 
1 - 2 = sen </lA sen </lA + o </l COS </lA - -2- sen </lA + 

( 
O </l 

2 
)( OÀ

2
) + COS </lA COS </lA - o </l sen </lA - -2- COS </lA 1 - -2-

Eseguendo i prodotti e considerando sempre termini fino al secondo 
ordine si perviene a: 

(2.39) 

relazione che rappresenta l'equazione di una circonferenza considerata 
sul piano tangente alla sfera terrestre nel punto A; gli assi cartesiani 
hanno l'origine nel punto A e coincidono con le sue linee coordinate. 
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Facilmente si perviene alla (2.39) considerando piano il piccolissimo 
triangolo mistilineo rettangolo A O 0 1 di fig. 2.17. 

I termini superiori a quelli del 2° ordine trascurati nella relazione 
dalla quale si è ottenuta la (2.39) raggiungono il centesimo di primo per 
<PA= 45° e o<p= oÀ= 60'. 

La calotta sferica avente per polo il punto A e per raggio la distanza 
misurata può quindi essere considerata piana, dato l'esiguo valore di d. 

p 

<PA 

FIG. 2.17. 

Per determinare la forma che la circonferenza (2.39) assume sulla 
carta di Mercatore si tengano presenti le relazioni di corrispondenza già 
altre volte richiamate: 

x = oÀ y = o <p sec<pA 

Si ha, sostituendole nella (2.39): 

e dividendo tutto per cos2 <PA: 
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Ma d sec q>A rappresenta l'importo della distanza misurata sulla scala 
delle latitudini della carta, per cui, convenendo d'indicarlo ancora col 
simbolo d, si ha: 

(2.40) 

dal che può concludersi che misurando una distanza non rilevante dal 
punto A il luogo di posizione è una circonferenza sul piano tangente alla 
sfera terrestre nel punto A ed anche sulla carta di Mercatore o sul piano 
nautico (per quest'ultimo è stata omessa la dimostrazione). 

Con piccole distanze la circonferenza è di la specie (salvo il caso teo
rico di misurare la distanza da un punto situato oltre il polo) che, come è 
stato detto, viene rappresentata sulla carta nautica da un ovale; tale ovale 
si confonde con la circonferenza di raggio d ed avente per centro il punto 
A. Nel caso di astro circumzenitale il punto A è individuato dal punto 
subastrale e la distanza d è data dalla distanza zenitale. 

Ciò è lecito per distanze dell'ordine di alcune decine di miglia. Per 
una maggiore precisione può essere preso in considerazione quanto sug
gerito dal Villarceau: la circonferenza va tracciata sulla carta di Mercatore 
rispetto al centro dell'ovale con raggio uguale alla media aritmetica dei 
suoi semiassi a e b. 

Così operando, il massimo scostamento tra l'ovale e la circonferenza 
risulta dato da: 

a-b 

2 

come può facilmente dedursi dalla fig. 2.18. 
La semidifferenza delle latitudini crescenti del vertice e della base 

fornisce la grandezza del semiasse maggiore a; la semisomma delle stesse 
permette di ottenere la latitudine crescente e quindi quella geografica del 
centro O. La longitudine di tale punto coincide con quella del centro 
della circonferenza di distanza sulla sfera. 

Infine, dal semiasse maggiore a è facile ottenere quello minore, 
essendo: 

a = In tg (450 + b/2) 

Utile la seguente tabella che in vista di tale costruzione fornisce le 
distanze (in gradi) relative ad uno scostamento massimo di mezzo miglio; 
l'argomento d'entrata: la più grande delle due latitudini, la stimata 
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dell'osservatore e quella del centro della circonferenza di distanza, fatta 
astrazione del loro segno. 

<f>s o <f>A 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 

d o z 6°55' 6°50' 6°38' 6°17' 5°47' 5°08' 4°21' 3°23' 2°09' 

Alla circonferenza che viene sostituita all'ovale può essere dato per 
raggio il semiasse maggiore; in tal caso questa riesce tangente all'ovale 
nel vertice e nella base, comprendendolo tutto entro di essa. 

v 

B 

FIG. 2.18. 

Lo scostamento massimo tra le due curve si ha agli estremi del 
semiasse minore ed è pari alla differenza dei due semiassi. 

Per questa seconda costruzione i limiti forniti dalla citata tabella si 
riferiscono ad uno scostamento massimo di 1 miglio. 

2.8 - DISTANZE DA SATELLITI ARTIFICIALI - LUOGO DI POSIZIONE 

Mediante tecniche radioelettriche vengono misurate distanze da 
satelliti artificiali. 
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Il sistema di navigazione satellitare Navstar - GPS (<<Navigation 
system with time and ranging» - «Global positioning system»), attual
mente in avanzata fase di realizzazione, si basa proprio sulla misura della 
distanza satellite-osservatore (ricevitore), ottenuta dalla conoscenza del
l'intervallo di tempo intercorso fra l'istante d'emissione dal satellite di un 
segnale radioelettrico e quello di ricezione. 

Satellite e ricevitore sono evidentemente muniti di orologi di alta 
precisione tra loro sincronizzati. 

Il luogo di posizione che si ottiene dalla misura è una sfera avente 
per centro la posizione del satellite relativa all'istante di emissione del 
segnale e per raggio la distanza ottenuta. 

Il segnale emesso dal satellite deve contenere, oltre alle informazioni 
tele metriche, anche quelle orbitali aggiornate, necessarie per poter deter
minare la sua posizione spaziale. Tutte le informazioni sono trasmesse 
mediante modulazioni della portante. 

Con riferimento alla tema cartesiana fissa alla Terra di cui al para
grafo 1.1, indicando con X A , YA, ZA le coordinate del satellite all'istante 
dell'emissione del segnale e con x, y, Z quelle dell'osservatore per lo 
stesso istante, l'equazione del luogo di posizione è data da: 

(2.41) 

La sfera di raggio d e con il centro nella posizione del satellite A (fig. 
2.19) interseca la superficie sferica terrestre secondo la circonferenza 
minore u avente per polo il punto sub-satellite A' (proiezione del satellite 
A sulla Terra) e per raggio la distanza sferica O A I. 

Questa è definita dall'angolo ex che si ricava dal triangolo piano TO A, 
del quale sono noti i tre lati: R (raggio terrestre), d (distanza misurata), 
R + q (raggio terrestre più quota del satellite fornita dalle sue effemeridi). 
Si ha: 

sen ~2 = V (p - R) [p - (R + q)] 
R (R + q) 

con p il semiperimetro: 

Essendo: 

R+d+R+q d+q 
p= ------= R+---

d+ q 
p-R= ---

2 

2 2 

d-q 
p-(R+q)=--

2 

(2.42) 
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la (2.42) diventa: 

(2.43) 

Si viene così a considerare di nuovo quale luogo di posizione la circonfe
renza di uguale distanza (uguale distanza dal punto sub-satellite), analoga 
alla circonferenza d'altezza, di equazione: 

iX = cos- I (sen <j>A' sen <j> + cos <j>A' COS <j> COS (J"A' - À)) (2.44) 

con iX, <j>A', ÀA' costanti, dipendenti dall'istante della misura (<j>A' e ÀA' sono 
le coordinate del punto sub-satellite). 

d 

q 

FIG. 2.19. 

L'analogia con la navigazione astronomica porta alla seguente considera
zione: la circonferenza d'altezza risulta dall'intersezione della sfera ter
restre con il cono avente il vertice nel centro della Terra, l'asse orientato 
verso l'astro e semiapertura uguale alla distanza zenitale vera, interse
zione che risulta sempre ortogonale perché le generatrici del cono sono 
raggi della sfera, come risulta chiaramente osservando la figura 2.8; la cir-
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conferenza di uguale distanza dal punto sub-satellite risulta, invece, dal
l'intersezione di due sfere, quella terrestre e quella relativa alla distanza 
misurata e secondo un angolo variabile da 0° (sfere tangenti, osservatore 
nel punto sub-satellite) a 90°. (satellite all'orizzonte dell'osservatore). 

2.9 - LINEARIZZAZIONE DELL'EQUAZIONE DELLA SFERA 

Per la linearizzazione della (2.41) occorre calcolare coefficienti 
espressi dalle relazioni (1.14). Questi sono: 

1= d- ds 

(
a g ) 2 (XA - Xs) 

hl = ax s = - -2---;J=(X=A=-=X=S)72 =+=(y=A =-=Y=s)=;:2=+=(Z=A=-=Z=s=;:)2=- ds 

h2 = (~) = a Y s ds 

h3 = (~) = a Z s ds 

Ys- YA 

per cui SI ottiene, tenendo presente la (1.15): 

d- ds = 
ds 

Ys- YA 
ox+ oy+ 

ds 

OZ (2.45) 
ds 

equazione di un piano, più propriamente del piano tangente alla sfera nel 
punto d'intersezione con questa della congiungente posizione stimata 
dell' osservatore-satellite. 

I coefficienti hl, h2 , h3 rappresentano i coseni direttori della congiun
gente il punto stimato-centro della sfera, mentre l non è altro che la 
distanza del punto stimato dalla sfera. 

2.10 - INCERTEZZA 

Per la presenza dell'errore ± o d sulla distanza misurata, la circonfe
renza e la sfera di uguale distanza presentano incertezze valutabili 
mediante le relazioni (1.18). 

Per la circonferenza, essendo (vedi paragrafo 2.5): 

aj 
-- = - cosZ 
aq> 

aj 
----= -senZ 
a À cos q> 
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la (1.18a) fornisce: 

os= ± od (2.46) 

mentre per la sfera, essendo (vedi paragrafo 2.29): 

ax d az d 

la (l.18b) dà un'incertezza identica a quella espressa dalla (2.46): risultati 
pienamente attesi. 

Di conseguenza, sia la retta che il piano di distanza subiscono spo
stamenti o s paralleli a se stessi lungo la direzione punto stimato-centro 
luogo di posizione, nel verso opposto a quello del centro se l'errore è 
positivo, nello stesso verso di quello del centro se negativo; al contrario 
se trattasi della retta d'altezza, considerando l'errore sull'altezza misurata 
e non sulla corrispondente distanza zenitale. 

2.11 - PUNTO STIMATO SUL MERIDIANO O SULL'ANTIMERIDIANO 

DEL CENTRO DELLA CIRCONFERENZA DI DISTANZA 

La posizione stimata è sul meridiano o sull'antimeridiano del centro 
della circonferenza di distanza o d'altezza quando ÀA - Às = 0° o 180° 
(con ÀA la longitudine del centro). In navigazione astronomica, nel primo 
caso, l'astro è al passaggio al meridiano superiore stimato (Ps = 0°), nel 
secondo, al meridiano inferiore stimato (Ps = 180°, evidentemente astro 
circumpolare ). 

L'osservatore si trova in un punto della circonferenza compreso nel
l'intorno del vertice o della base e la retta di posizione si identifica con 
un tratto di parallelo. 

Dalle due prime relazioni delle (2.36) e (2.38), per ÀA - Às = 0° e 
Ps = 0°, si ottiene, rispettivamente: 

Si conviene ricavare ds e Zs dalla differenza algebrica: 

(2.47) 

considerando positive le latitudini e le declinazioni nord, negative quelle 
sud (ci si riferisce al triangolo di posizione avente per polo quello nord e 
non quello elevato). Se ds o Zs risultano positive l'azimut stimato è uguale 
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a 180°, se risultano negative l'azimut stimato è uguale a 0°, e ciò può 
essere facilmente verificato con semplici grafici. 

Per il calcolo, poi, delle differenze algebriche ds - d e Zs - Z (o h - hs ) 

occorre tener solamente conto dei valori assoluti di ds e Zs. 

Le citate relazioni per ÀA - Às = 180° e Ps = 180° portano alla risolu
zione aritmetica delle seguenti formule: 

(2.48) 

<j> A e <j>" Cl A e <j>s sono in pratica dello stesso segno; se positive l'azimut sti
mato è uguale a 0°, se negative a 180°. 

Come ben si nota, in questi due casi particolari si semplifica notevol
mente il calcolo degli elementi occorrenti per il tracciamento della retta 
di posizione. 

Sorge, pertanto, spontanea la domanda: entro quali limiti di ÀA - Às 

o di Ps è lecita una tale semplificazione? 
Sia u (fig. 2.20) la circonferenza relativa alla misura della distanza de 

rappresenti Os la posizione stimata dell'osservatore, il cui meridiano è 
molto vicino a quello del punto A, centro della circonfer~a. Il parallelo 
di Os interseca il meridiano di A nel punto O: e l'arco O:A rappresenta 
la distanza data dalla (2.47), indicata con dsm (distanza stimata meridiana). 

p 

li 

FIG. 2.20. 
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La distanza OsA = ds è data dalla relazione (2.36): 

cos ds = sen <PA sen <Ps + cos <PA cos <Ps COS (}"A - Às) 

ricavata dal triangolo sferico Os P A. 
(ÀA - Às) 

Sostituendo a cos (ÀA - Às) l'espressione 1-2 sen2 -'-~--'-'--
2 

mente si perviene a: 

(À A - Às) 
cos dsm - cos ds = 2 COS <PA COS <Ps sen2 -'-----'-

2 

facil-

(2.49) 

Essendo il secondo membro positivo, risulta dsm minore di d., come 
si può anche notare dalla fig. 2.20. 

Ponendo: 

ds = dsm + R 

e sviluppando in serie cos (dsm + R) fino al termine di primo ordine, dalla 
(2.49) si ricava: 

2 COS <PA COS <Ps (À A - Às) R= sen2 -'----

2 
(2.50) 

con R la differenza ds - dsm espressa in radianti. 
Essendo piccola la differenza ÀA - Às ed esprimendo tutto in primi, la 

(2.50) diventa: 

R' = _1_ COS <PA COS <Ps (À
A 

_ Às),2 sen l' 
2 sen(<ps-<PA) 

(2.51) 

Assegnando ad R' un dato valore, per esempio mezzo primo, si può 
calcolare in funzione di <Ps e <PA il limite di ÀA - Às entro il quale è possi
bile considerare la posizione stimata del mobile sul meridiano del centro 
della circonferenza onde semplificare i calcoli per ottenere gli elementi 
occorrenti al tracciamento della retta di posizione. La linearizzazione 
viene effettuata, in tal caso, nel punto D' e non nel punto D, punti in pra
tica molto vicini. 

La circonferenza di fig. 2.20 in navigazione astronomica è luogo di 
posizione soltanto per l'istante della misura dell'altezza dell'astro che, 
com'è noto, partecipa al moto apparente diurno della sfera celeste. Se la 
differenza (ÀA - Às) è positiva (ÀA - Às = PsE ) l'astro non è ancora passato 
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al meridiano stimato dell'osservatore e la correzione R di formula (2.51) 
rappresenta per l'appunto la sua variazione d'altezza tra l'istante dell'os
servazione e quello relativo al passaggio in meridiano; se, invece, è nega
tiva (}I.A - Às = Psw), l'astro è già passato al meridiano stimato ed R rap
presenta la variazione d'altezza tra l'istante in cui l'astro è passato in 
meridiano e l'istante dell'osservazione. Il ragionamento non considera il 
moto dell'osservatore. 

Per la navigazione astronomica la (2.51) prende i seguenti simboli: 

1 cos DA COS <Ils 2 
R' = - P' sen l' 

2 sen(<Ils-DA) s 
(2.51') 

e la tavola n. 20 delle «Tavole nautiche» dell'Istituto Idrografico della 
Marina risolve per l'appunto tale formula considerando R' = 0'.5. 

L'astro può essere considerato sul meridiano stimato se l'angolo al 
polo ottenuto dal calcolo è minore o al massimo uguale a quello fornito 
dalla tavola (Ps1im); può, invece, essere considerato sull'antimeridiano sti
mato quando il supplemento dell'angolo al polo calcolato è parimente 
minore o al massimo uguale a quello fornito dalla tavola. In ogni caso 
l'errore che si commette sull'altezza è ~ 0'.5. 

La tavola può evidentemente essere utilizzata anche nei casi di nor
mali misure di distanza. 

2.12 - MISURE DI VARIAZIONI DI DISTANZE - LUOGO DI POSIZIONE 

È possibile ottenere, in un dato istante, la derivata della distanza 
dalla misura della deriva Doppler che subisce la frequenza di un segnale 
ottico o radio emesso da una sorgente in movimento. 

Si dimostra che tale deriva è data dalla relazione: 

v.' v.' 
!::J.f=fR-fs =fs-' =-' 

c À 
(2.52) 

nella quale fR e fs indicano rispettivamente la frequenza ricevuta e quella 
trasmessa, c e À la velocità della luce e la lunghezza d'onda relativa alla 
frequenza fs, mentre V; è la proiezione del vettore velocità relativa sulla 
congiungente sorgente-ricevitore (derivata, appunto, della distanza). 

Dalla figura 2.21, in cui O ed S rappresentano il ricevitore (osserva
tore) e la sorgente in moto relativo secondo la direzione S s, si ricava: 

v: = v,: cos ex (2.53) 
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con ~ la velocità relativa della sorgente rispetto all'osservatore, et l'an
golo tra l'indicatrice del moto relativo e la congiungente sorgente-ricevi
tore. 

--------~~--------------------------~s 
I 
l 

I 
I 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ , , 

d 

FIG. 2.21. 

Per la (2.53) la deriva ~ f risulta positiva o negativa secondo che et sia 
minore o maggiore di 90°; decresce al tendere di et a 90°, si annulla pro
prio per et = 90° ed aumenta al tendere di et a 180° (fig. 2.22). 

Ad ogni moto relativo corrisponde una ed una sola curva Doppler; 
inoltre, per ricevitori in posizioni simmetriche rispetto alla traiettoria 
della sorgente, per i quali il moto relativo è lo stesso, si ha uguale curva 
Doppler. 

t 

o~------------~------------------· 

FIG. 2.22. 
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Dal che il luogo di posizione relativo alla stessa misura di deriva Doppler 
(e quindi alla stessa variazione di distanza) è la superficie del cono avente 
per vertice la sorgente, per asse l'indicatrice del moto relativo e con 
semiapertura uguale all'angolo et. 

Noti i moti reali della sorgente e del ricevitore è possibile determi
nare il moto relativo della sorgente; la misura di ~fpermette, poi, di rica
vare l'angolo et e quindi di definire il cono di posizione. 

La deriva ~f è facilmente misurabile, essendo una quantità scalare; 
valori sensibili si hanno con lunghezze d'onda molto piccole e velocità 
relative elevate, possibili queste condizioni con l'utilizzo di satelliti artifi
ciali. 

Prime misure di deriva Doppler furono effettuate durante le rivolu
zioni dello Sputnik 1, messo in orbita il 4 ottobre '57. In seguito fu tro
vato più agevole fare un confronto tra una frequenza stabile generata dal 
ricevitore (più grande di fs) e le frequenze ricevute in due istanti succes
sivi corrispondenti a due ben definite posizioni del satellite sulla sua 
traiettoria. Si dimostra che il numero dei cicli misurati in tale intervallo è 
funzione della differenza delle distanze del ricevitore dalle due posizioni 
del satellite: il luogo di posizione è dunque un iperboloide di rotazione, 
avente per fuochi le due posizioni del satellite. Di questo luogo di posi
zione si discuterà nel paragrafo 3.5. 

Su tale tecnica si basa il sistema di navigazione satellitare NNSS 
(Navy Navigation Satellite System), oggi noto come Sistema Transit, ope
rante per usi civili dal 1967. 

L'equazione vettoriale del cono di posizione (vedi anche i paragrafi 
4.14 e 4.15) è data da: 

v, . d = V, d cos et et = COçl 
v,. d 

V,d 
(2.54) 

avendo assunto la posizione del satellite quale origine dei vettori. 
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MISURE DI DIFFERENZE 
E SOMME DI DUE DISTANZE 

3.1 - LUOGHI DI POSIZIONE 

La conoscenza delle distanze da due punti noti permette di ottenere 
sia la differenza che la loro somma; mentre la differenza risulterà esente 
dalla eventuale presenza di un errore sistematico sulle due distanze, la 
somma ne risulterà contagiata in ragione del doppio di tale errore. 

Nota la distanza da uno dei due punti, è possibile ottenere la diffe
renza delle due distanze se nota anche la loro somma, la somma delle 
stesse se nota la loro differenza. 

In pratica con tecniche radioelettriche si misura un parametro dal 
quale viene poi ricavata la differenza delle distanze, di qualsiasi entità 
esse sono. 

Occorre precisare che per distanze vanno intese quelle più brevi, le 
geodetiche, che s'identificano con archi di circonferenze massime nel 
caso di Terra sferica. 

Con osservatore ed i due punti noti posti sulla superficie terrestre, la 
misura della differenza, e della somma delle distanze da questi, definisce, 
come nel caso piano, due luogi di posizione tra loro ortogonali, due 
coniche omofocali, sferiche o ellissoidiche secondo la forma della Terra 
considerata, un'iperbole la prima, un'ellisse la seconda. 

Rappresentino sulla Terra supposta sferica (fig. 3.1) A e B due punti 
di note coordinate ed O la posizione dell'osservatore, rispetto alla quale 
sono note la differenza e la somma delle distanze sferiche relative ai detti 
punti: !l.d = dA - dB, S d = dA + dB. 

I due rami dell'iperbole, che rappresenta il primo luogo di posizione, 
a differenza del caso piano, sono delle curve chiuse e, precisamente, delle 
ellissi, indicate in figura con le lettere a ed a'; la prima avente per fuochi 
il punto B e l'antipodo del punto A (A'), la seconda il punto A e l'anti
podo del punto B (B'). 

Da come è stata assunta la differenza delle distanze (!l. d = dA - dB), 
per l'ellisse a tale differenza è positiva, per l'ellisse a' è negativa. 
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Il secondo luogo di posizione, relativo alla somma S d = dA + dB, è 
rappresentato dalla ellisse sferica m avente per fuochi i due punti noti A e 
B e per centro il punto M, punto medio dell'arco sferico AB. 

Simmetrica ed uguale alla m bisogna considerare l'ellisse mi, non 
disegnata in figura, con fuochi i punti A' e B', avente per centro il punto 
M', antipodo del punto M. 

Per l'ellisse a è costante la somma delle distanze 1800 
- dA e dB, 

mentre per l'ellisse a' è costante la somma delle distanze 1800 
- dB e dA. 

I punti A e B sono fuochi sia dell'iperbole sferica di rami a ed a' che 
dell'ellisse sferica m, mentre i punti A' e B' sono fuochi della stessa iper
bole sferica e dell'ellisse sferica mi. 

Tutte le citate curve sono simmetriche rispetto alle tre circonferenze 
massime Ch C2 , C3: la prima passante per i punti A e B (e quindi per A' e 
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B'), la seconda normale a Cl e passante per il punto M (e quindi per il 
punto M'), la terza, infine, normale alle prime due. 

Quest'ultima circonferenza massima interseca la prima (Cl) nei punti 
MI e M{, centri delle due ellissi a ed a'. Detti punti distano di 90° dai 
punti M ed M'. 

L'arco AB, comunemente chia~to linea di base per i due punti 
considerati A e B, ed il suo uguale A' B' rappresentano le distanze focali 
delle ellissi m ed m' e dell'iperbole a-a', mentre gli archi A' B e AB' 
sono le ~anze focali delle ellissi a ed a'. La differenza ~ d è uguale 
all'arco VV', la somma Sd all'arco H H'. 

Le due circonferenze massime CI e C2 s'identificano con gli assi tras
verso e non trasverso dell'iperbole piana. 

Come nel caso piano, nei punti d'incontro delle due coniche omofocali 
l'iperbole biseca una delle due coppie di angoli formati dalle due geodetiche 
che passano per i detti punti e per i fuochi, più precisamente quella coppia 
che sottende i due fuochi. L'ellisse biseca l'altra coppia di angoli. 

Le coppie di ellissi a, a' e m, m', note col nome di coniche sferiche, 
definite rispettivamente dai due parametri ~ d = dA - ds eS d = dA + ds, 
determinano sulla sfera ben otto punti d'intersezione (in fig. 3.1 ne sono 
segnati solamente quattro: punti O, O), O2 , 0 3); esse sono pertanto delle 
curve di 4° ordine (quartiche), ottenute da intersezioni di due superfici di 
2° ordine, la sfera con cilindri ellittici o iperbolici oppure la sfera con coni. 

Per i punti A e B si può considerare una famiglia di coppie di 
coniche omofocali, caratterizzata ciascuna coppia da una data differenza e 
da una data somma di distanze. 

In navigazione vengono in generale utilizzate misure di differenze di 
distanze, ottenute con tecniche radioelettriche e senza ambiguità di 
segno, per cui la posizione viene ottenuta con luoghi iperbolici, onde la 
denominazione di navigazione iperbolica. 

I sistemi radioelettrici per la navigazione iperbolica si dividono in 
sistemi a lungo, medio e breve raggio. A lungo raggio sono i sistemi 
Loran e Omega, a medio raggio è da citare il Decca, a breve raggio esi
stono vari sistemi tra i quali il Toran ed il Raydist in versione iperbolica. 

3.2 - EQUAZIONI DELL'IPERBOLE E DELL'ELLISSE SFERICHE 

Alla luce della (1.1a) e tenendo presente la (2.1'), le equazioni in 
coordinate geografiche delle due coniche sferiche testé trattate (iperbole 
ed ellisse) vengono espresse dalle seguenti semplici espressioni: 

~ d = COçl (sen <PA sen <p + cos <PA COS <p COS (ÀA - À»

- cos- I (sen <Ps sen <p + cos <Ps cos <p cos (Às - À» 
(3.1) 
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S d = COS-
1 (sen <PA sen <p + cos <PA COS <p COS (}"A - À)) + 

(3.2) 
+ COçl (sen <PR sen <p + cos <PR COS <p COS (ÀR - À)) 

con ~ d e S d rispettivamente la differenza e la somma delle distanze dai 
due punti A e B di note coordinate (<PA, ÀA e <PR, ÀR) e con <p, À le coordi
nate dell'osservatore. 

Le equazioni (3.1) e (3.2) possono assumere altre espressioni che 
mettono bene in evidenza il grado delle curve ma che mal si prestano alla 
loro linearizzazione. 

Indicando con dA e dR le distanze dell'osservatore dai due punti noti 
A e B, le equazioni delle due circonferenze di distanza, contemplate sia 
nella (3.1) che nella (3.2), scritte secondo la (2.1), sono: 

COS dA = sen <PA sen <p + cos <PA COS <p COS (ÀA - À) 
(3.3) 

COS dR = sen <PR sen <p + cos <PR COS <p COS (ÀR - À) 

Essendo: 

si ricava: 

per cui: 

COS dA = COS (dR + ~ d) 

Sviluppando ed esprimendo sen dR in funzione di cos dR si ottiene: 

relazione che per le (3.3) porta alla nuova equazione dell'iperbole sferica 
(curve a e a' di fig. 3.1): 

A cos2 <p cos2 À + B cos2 <p sen2 À + C sen2 <p + 

+ D cos2 <p sen À cos À + E sen <p cos <p cos À + (3.5) 

+ F sen <p cos <p sen À + G = O 
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con: 

A = COS
2 <PA COS

2 ÀA + COS
2 <PB COS

2 ÀB-

- 2 cos 11 d COS <PA COS <PB COS ÀA COS ÀB 

B = cos2 <PA sen2 ÀA + cos2 <PB sen2 ÀB-

- 2 cos 11 d COS <PA COS <PB sen ÀA sen ÀB 

C = sen2 <PA + sen2 <PB - 2 cos 11 d sen <PA sen <PB 

D = cos2 <PA sen 2 ÀA + cos2 <PB sen 2 ÀB-

- 2 cos 11 d COS <PA COS <PB sen ÀA cos ÀB-

- 2 cos 11 d COS <PA COS <PB COS ÀA sen ÀB 

E = sen 2 <PA COS ÀA + sen 2 <PB COS ÀB-

- 2 cos 11 d sen <PA cos <PB COS ÀB -

- 2 cos 11 d sen <PB cos <PA COS ÀA 

F = sen 2 <PA sen ÀA + sen 2 <PB sen ÀB-

- 2 cos 11 d sen <PA cos <PB sen ÀB-

- 2 cos 11 d sen <PB cos <PA sen ÀA 

G = - sen211d 

Partendo ora da: 

si ricava: 

e sviluppando come dianzi fatto: 

COS dA = COS (S d- dB) 

(3.6) 

si ottiene una relazione simile alla (3.4): di qui l'equazione delle ellissi 
sferiche m ed m' di fig. 3.1 identica alla (3.5) con la sostituzione nei suoi 
coefficienti (3.6) di S d al posto di 11 d. 

Alle equazioni testé ricavate si può pervenire per la seguente strada. 
Occorre per prima conoscere le equazioni dei due luoghi espresse nel 
sistema di coordinate sferiche polari avente il punto M come polo e la cir
conferenza Cl quale circonferenza massima di riferimento. 
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Va poi considerata la tema cartesiana x, y, z, legata alle tre circonfe
renze massime CI, C2, C3, con origine nel centro della Terra, l'asse x defi
nito dall'intersezione dei piani di CI e C2 ed orientato verso il punto M, 
l'asse y definito dall'intersezione dei piani di CI e C3 ed orientato verso il 
punto MI, mentre l'asse z dall'intersezione dei piani di C2 e C3 ed orientato 
in modo da avere la tema levogira (fig. 3.1). 

Facilrnente si ricava: 

x = cos p 
y = sen p cos w 

z = sen p sen w 

Ed infine l'attenzione deve cadere sulla tema cartesiana x, y', i, 
sempre con origine nel centro della Terra e levogira, legata ai piani del
l'equatore terrestre e del meridiano di Greenwich; gli assi x ed y' 
entrambi nel piano equatoriale, rivolto il primo verso l'origine delle lon
gitudini, l'asse i coincidente con l'asse di rotazione ed orientato verso il 
polo nord. Si ha: 

x= cos <p cos À 

y' cos <p sen À 

i sen <p 

z' 

Pn 

z 

/ K 
I 

" , / 

ì / - - - - - "'/7 - - - -
----l-.~,~_ T: // " ...... '\Q' 
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FIG. 3.2. 
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Per ottenere le equazioni desiderate, alternative alle (3.1) e (3.2), 
bisogna procedere ad una trasformazione di coordinate, simbolicamente 
così indicata: 

C) C (~) 
con C la matrice dei nove coseni direttori degli assi della prima terna 
(x, y, z) rispetto a quelli della seconda (x', y', i). 

La costruzione della matrice C viene effettuata mediante tre succes
sive rotazioni della terna x, y z (fig. 3.2): la prima intorno all'asse z in 
modo da portare M (punto medio della base A B) sul vertice V, la seconda 
intorno all'asse y in modo da far coincidere il polo K con Pn e la terza 
sempre intorno all'asse z in modo da portare il vertice Va coincidere con 
l'origine delle longitudini. 

3.3 - LINEARIZZAZIONE DELLE EQUAZIONI DELL'IPERBOLE 

E DELL'ELLISSE SFERICHE 

I coefficienti I, hl> h2 , dati dalle relazioni (1.11), per le equazioni (3.1) 
e (3.2), tenendo presente quanto operato per la linearizzazione dell'equa
zione della circonferenza di distanza, assumono le seguenti espressioni: 

con: 

- per l'iperbole sferica: 

l =!::.. d -!::.. ds 

hl = cos <i>s (sen ZSs - sen ZAs) 

h2 = COS ZSs - COS ZAs 

- per l'ellisse sferica: 

l = Sd- Sds 

hl = - cos <i>s (sen ZSs + sen ZAs) 

h2 = - (cos ZSs + cos ZAs) 

!::.. d e S d le misure della differenza e della somma delle distanze tra 
l'osservatore ed i due punti noti A e B; 

!::.. ds e S ds la differenza e la somma delle distanze tra il punto stimato 
ed i punti A e B; 
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ZAs e ZBs gli angoli azimutali dei due punti riferiti al punto stimato 
(tali angoli possono essere sostituiti dai rispettivi azimut). 

La (1.12) diventa per l'iperbole sferica: 

e per l'ellisse sferica: 

S d - S ds = - cos <Ps (sen ZBs + sen ZAs) o À - (cos ZBs + cos ZAs) o <p (3.8) 

equazioni, sulla sfera, rispettivamente detta retta ;perbolica e di quella 
ellitaca. 

Queste rette sulla carta di Mercatore saranno espresse dalle seguenti 
equazioni: 

(~d - ~ ds) sec <Ps = (sen ZBs - sen ZAS) x + (cos ZBs - cos ZAs) Y 

(S d - S ds) sec <Ps = - (sen ZBs + sen ZAs) x - (cos ZBs + cos ZAs) Y 

i cui primi membri rappresentano gli importi delle differenze ~ d - ~ ds e 
S d - S ds valutati sulla scala delle latitudini. Dando ad essi la stessa indi
cazione, le due equazioni vengono così espresse: 

(3.9) 

(senZBs + senZAs)x+ (cos ZBs + COSZAs)Y+ (Sd-Sds) = O (3.10) 

Identiche relazioni si hanno considerando il piano nautico. 

3.4 - BISETTRICE DI DISTANZA 

La fig. 3.3 considera la determinazione della posizione con la misura 
delle distanze dA e dB dai due punti noti A e B. 

L'osservatore O si trova in uno dei due punti d'intersezione delle 
due circonferenze UA e UB aventi per centri i due punti e per raggi le 
rispettive distanze misurate. 

Per il punto O passa anche il ramo a dell'iperbole sferica caratteriz
zata da ~d = dA - dB = cost. 

Se le misure delle due distanze sono affette da un errore sistematico, 
la differenza ~ d è indipendente da questo, per cui la posizione dell'osser
vatore va considerata sull'arco del ramo a dell'iperbole nell'intorno del 
punto O; pertanto il luogo di posizione che occorre utilizzare in questo 
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caso è proprio tale ramo d'iperbole, bisettrice dell'angolo l\J, ramo deno
minato per l'occasione bisettrice di distanza. L'angolo l\J è dato dalla diffe
renza d'azimut in O dei due punti A e B. 

M 

I 

I 

FIG. 3.3. 

I 

I 

Si consideri il piano tangente in O alla superficie terrestre (fig. 3.4). 
Su questo, nell'intorno di O, gli archi delle circonferenze UA e UB 

sono rappresentati dalle rette rA e rB (le due rette di distanza), le direzioni 
dei due punti noti rispetto ad O dalle semirette OA e OB. 

Oltre all'angolo l\J, la bisettrice di distanza biseca anche l'angolo a tra 
le rette di distanza, definito da: 

e quindi da: 

(3.11) 

con t::.. a la differenza d'azimut dei due punti rispetto ad O. 
Or dunque, nel caso della sola presenza di errore sistematico sulle 

due distanze misurate, la posizione dell'osservatore va considerata sulla 
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bisettrice dell'angolo et (meglio della coppia di angoli et, non conoscendo 
il segno dell'errore), dato dalla (3.11). Segnando delle freccette sulle 
rette, per indicare la direzione dei punti noti A e B, l'angolo et è determi
nato dalla combinata convergenza o divergenza di tali freccette. 

Nel caso della misura delle altezze di due astri la bisettrice viene 
denominata bisettrice d'altezza. 

/ 

A / 

/ B 
b· 

I 
FIG. 3.4. 

Che la bisettrice trattata s'identifichi con la retta iperbolica può 
essere dimostrato in modo analitico. Basta, infatti, considerare le equa
zioni delle due rette di distanza (considerate sulla sfera, sul piano nautico 
o sulla carta di Mercatore) e ricavare le equazioni delle bisettrici delle 
due coppie di angoli da esse formate. Una di queste equazioni sarà quella 
della retta iperbolica. 

Vengono qui di seguito considerate le equazioni delle due rette di 
distanza sulla carta di Mercatore: 

sen ZAs x + cos ZAsY + (dA - dAs ) = O 

senZBsx+ COSZBsY+ (dB- dBs ) = O 

Le equazioni delle due bisettrici sono date da: 

sen ZAs x + cos ZAsY + (dA - dAs ) = 

= ± [senZBsx+ COS ZBsY + (dB- dBs )] 
(3.12) 
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Considerando il segno positivo e raggruppando si ottiene: 

relazione che s'identifica con la (3.9). 
Tenendo, invece, conto del segno negativo della (3.12) si perviene 

alla (3.10). 
Segnate, dunque, sulla carta di Mercatore o sul piano nautico le due 

rette di distanza, la bisettrice della coppia di angoli definita dalla (3.11) 
rappresenta la retta iperbolica, la bisettrice dell'altra coppia di angoli rap
presenta la retta ellittica. Nel caso di due rette d'altezza, la prima biset
trice rappresenta la rettificazione del luogo di uguale differenza di 
distanze zenitali (o di altezze), la seconda la rettificazione del luogo di 
uguale somma di distanze zenitali (o di altezze). 

3.5. - DIFFERENZA E SOMMA DELLE DISTANZE DA DUE SATELLITI ARTIFI

CIALI. LUOGHI DI POSIZIONE 

Se i punti noti A e B sono nello spazio (per esempio, due satelliti 
artificiali), la differenza delle due distanze individua un iperboloide, la 
somma un ellissoide, entrambi di rotazione ed omofocali, con fuochi pro
prio le posizioni dei due satelliti. 

Ben inteso che le distanze possono anche essere riferite a due posi
zioni intervallate dello stesso satellite. 

Con riferimento alla tema cartesiana di cui al paragrafo 1.1, tenendo 
presente la (2.41), le equazioni di questi due luoghi di posizione sono 
rispettivamente espresse da: 

con: 

!::. d = dA - dB = [(XA - X)2 + (yA - y)2 + (ZA - Z)2P/2_ 

- [(XB - X)2 + (yB - y)2 + (ZB - Z)2P /2 

S d = dA + dB = [(XA - X)2 + (yA - y)2 + (ZA - Z)2P/2 + 

+ [(XB - X)2 + (yB - y)2 + (ZB - Z)2]1I2 

(3.13) 

(3.14) 

!::. d e S d rispettivamente la differenza e la somma delle due distanze; 

XA, YA, ZA; XB, YB, ZB le coordinate dei due satelliti; 

x, y, Z le coordinate dell'osservatore. 
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Per la linearizzazione delle due equazioni testé riportate, i coeffi
cienti (1.14), alla luce di quanto operato per la sfera (par. 2.9), assumono, 
nel caso dell'iperboloide, le seguenti espressioni: 

l = fl d - fl ds 

hl = 
( :: )s = 

xs - X A X s - XB 

dAs dBs 

h2 = 
( :; )s = 

Ys- YA Ys- YB 

dAs dBs 

h3 = (~) = 
Zs - ZA Zs - ZB 

a Z s dAs dBs 

con fl ds la differenza delle distanze tra le posizioni dei due satelliti e 
quella stimata dell'osservatore. 

Nel caso dell'ellissoide il coefficiente l è espresso da: 

1= S d- S ds 

dove S ds rappresenta la somma delle due citate distanze stimate. 
Per i coefficienti hl, h2 ed h3 basta sommare i due termini dei coeffi

cienti relativi all'iperboloide. 
In definitiva la linearizzazione delle (3.13) e (3.14) porta alle seguenti 

espressioni: 

fl d - fl ds = ( X s - X A 

dAs 

X s - XB ) o X + (Ys - YA 
dBs dAs 

Ys-YB )OY+ 

dBs 
(3.15) 

( z, - ZA Zs - ZB ) 
+ OZ 

dAs dBs 

S d- S ds = ( X s - XA 
+ X s - XB ) o X + (Ys - YA + Ys - YB ) oY + 

\ dAs dBs dAs dBs 
(3.16) 

( Zs - ZA Zs - ZB ) 
+ + OZ 

dAs dBs 

equazioni di due piani tangenti ai solidi di rotazione nei loro punti più 
vicini alla posizione stimata dell'osservatore. 
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3.6 - INCERTEZZE 

Gli errori ± o Ll de ± o S d sulla differenza e sulla somma delle due 
distanze porta ad un'incertezza sulle coniche sferiche e sui due solidi di 
rotazione che verrà qui valutata mediante le relazioni 1.18. 

Tenendo presente i valori dei coefficienti hl e h2 riportati nel para
grafo 3.3, si ha per l'iperbole sferica: 

a À cos <p 

e per l'ellisse sferica: 

al 
---- = - (sen ZB + sen ZA) a À cos <p 

espressione dei coseni direttori della direzione del gradiente per i due 
luoghi di posizione. 

Sostituendo tali valori nella (1.18a), l'incertezza per l'iperbole sferica 
risulta data da: 

1 LlZ 
o s = ± - cosec -- o Ll d 

2 2 
(3.17) 

e per l'ellisse sferica da: 

1 LlZ 
o s = ± - sec-- o S d 

2 2 
(3.18) 

con Ll Z la differenza degli azimut dei due punti rispetto a quello in cui si 
desidera l'incertezza. 

Per l'iperboloide e l'ellissoide di rotazione occorre seguire lo stesso 
procedimento, sostituendo nella (l.18b) i valori dei coefficienti hl> h2 ed 
h3 riportati nel paragrafo precedente, considerando al posto delle coordinate 
stimate dell'osservatore quelle del punto in cui si desidera l'incertezza. 

Si perviene a delle espressioni identiche alle (3.17) e (3.18), in cui 
con Ll Z va inteso l'angolo compreso tra le direzioni ai due punti (due 
satelliti) nello spazio. 

Le (3.17) e (3.18) sono a maggior ragione valide per le coniche piane, 
luoghi che vengono considerati quando sono molto piccole le distanze dai 
due punti noti della superficie terrestre, alla luce di quanto discusso al 
par. 2.7. 
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La minima incertezza per l'iperbole sferica o piana si ha per .:l Z = 180° 
(o Smin = ± 1/2 o .:l d), sulla linea di base; la massima per .:l Z = 0°, sul 
prolungamento di tale linea. 

Al contrario, per l'ellisse sferica o piana, la minima incertezza si ha 
per .:l Z = 0° (o Smin = ± 1/2 o S d), la massima per .:l Z = 180°. 

Le curve delle fig. 3.5 e 3.6 forniscono le incertezze per errori rispet
tivamente su differenze e su somme di due distanze. Esse sono valevoli 
anche per il caso spaziale se in ascissa si considera la metà dell'angolo 
compreso tra le direzioni ai due punti noti. 

Non sfugge la simmetria delle due famiglie di curve. 



4 

MISURE DI ANGOLI 

4.1 - GENERALITÀ 

È noto che il rilevamento (Ril) o azimut (a) del punto A (fig. 4.1) 
rispetto al punto O (generalmente l'osservatore) è l'angolo diedro limitato 
da due piani verticali relativi alla verticale del punto O, quello meridiano 
e quello passante per il punto A, contato dalla direzione nord del piano 
meridiano, da 0° a 360°, nel senso N - E - S - W, fino al piano verticale 
del punto A. La verticale del punto O rappresenta, pertanto, lo spigolo 
dell'angolo diedro in discussione. 

p 

FIG. 4.1. 

Poiché le intersezioni di questi due piani verticali con la superficie 
sferica terrestre determinano due circonferenze massime, il rilevamento 
può anche essere definito quale angolo sferico tra queste, contato, nel 
punto O, da 0° a 360°, dalla direzione nord della circonferenza massima 
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meridiana fino all'arco di circonferenza massima passante per il punto A, 
che può essere anche un astro. Quest'angolo sferico viene anche denomi
nato rilevamento ortodromico. 

Secondo che il piano meridiano è quello vero, magnetico o bussola, 
il rilevamento è detto vero (Rilv) , magnetico (Rilm ) o bussola (Rilb). 

Il rilevamento, se il punto A è a portata ottica, viene misurato con 
l'apparato azimutale che permette di individuare il piano verticale pas
sante per esso, detto piano di collimazione. 

L'apparato va applicato sulla cassa della bussola, che a sua volta for
nisce il piano meridiano e quindi nell'orizzonte la linea meridiana (sulle 
navi la bussola normale e le ripetitrici della girobussola, site sulle alette 
del ponte di comando, sono munite di apparato azimutale). 

Se oltre l'orizzonte, il punto A può essere rilevato col radiogoniometro, 
apparato radioricevente munito di antenna a telaio capace d'individuare 
la direzione di provenienza delle radioonde e quindi di definire il piano di 
collimazione di un trasmettitore di radiosegnali, denominato radiofaro. 

L'angolo di rilevamento, letto alla bussola, va corretto per riferirlo al 
piano meridiano vero, mediante una delle seguenti relazioni algebriche: 

Rilv = Rilb + o + d 

Rilv = Rilb + Oc 
(4.1) 

a seconda del tipo di bussola a disposizione, magnetica o giroscopica. 
Nelle (4.1) o e d indicano rispettivamente la deviazione e la declina

zione magnetiche, Oc rappresenta la deviazione della bussola giroscopica. 
Occorre ora ricordare un altro rilevamento, quello polare (p), inteso 

quale angolo diedro tra il piano longitudinale del mobile e quello di colli
mazione, avente per spigolo la verticale del mobile, considerato quest'ul
timo un semplice punto materiale. Quest'angolo, misurato col grafometro, 
può essere contato circolarmente da 0° a 360°, da prua verso dritta, o 
semicircolarmente, da 0° a 180°, da prua verso dritta (positivo) e da prua 
verso sinistra (negativo). 

I due rilevamenti testé ricordati sono legati dalle relazioni: 

(4.2) 

con Pb , Pm e Pv rispettivamente gli angoli di prora bussola, magnetica e 
vera. 

Le relazioni (4.2) vanno evidentemente considerate algebriche se 
l'angolo p è contato semicircolarmente. 

Se la linea di riferimento del radiogoniometro è quella della prua, il 
rilevamento misurato è quello polare e la prima delle (4.2) permette di 
ottenere il corrispondente rilevamento riferito al meridiano della località. 
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Per la determinazione della posizione si presentano due possibilità: 
rilevare dal mobile punti noti oppure da questi rilevare il mobile. 

Oltre al rilevamento, azimutale e polare, viene misurato, general
mente dal mobile, l'angolo diedro tra i piani verticali passanti per due 
noti punti, avente per spigolo la verticale del mobile, angolo che si identi
fica con quello sferico limitato, nel punto occupato dal mobile, dagli archi 
delle due circonferenze massime passanti per questo e per i due punti. Se 
uno di questi è il polo, l'angolo misurato non è altro che il rilevamento 
del secondo punto. 

Dalla fig. 4.2, dove A e B rappresentano i due punti noti ed O l'os
servatore (mobile), si nota che l'angolo in argomento, indicato con et, può 
essere ottenuto anche dalla differenza dei rilevamenti dei due punti, 
polari o azimutali. 

Si può pertanto scrivere: 

et = Llp = LlRil= Lla 

p 

A 

B 

FIG. 4.2. 

Di qui l'angolo et non contaminato da un eventuale errore sistema
tico presente sui due rilevamenti. 

La misura diretta di et viene effettuata col sestante o col circolo 
Amici - Magnaghi, quest'ultimo in dotazione solamente su navi speciali, 
quali quelle idrografiche. 
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4.2 - LUOGO DI POSIZIONE QUANDO SI RILEVA DA UN PUNTO NON NOTO 

(DA UN MOBILE, IN GENERALE) 

Con la misura del rilevamento, riferito al meridiano vero, di un 
punto noto si ottiene quale luogo di posizione una curva, detta curva di 
uguale rilevamento o di uguale azimut (più semplicemente curva d'azimut 
o curva isoazimutale): in tutti i suoi punti il rilevamento vero del punto 
considerato è costante. 

È facile intuire che per due località simmetriche rispetto al punto 
noto i rilevamenti di tale punto sono angolo esplementari, cioè la loro 
somma è uguale a 360°: dal che la curva d'azimut si sviluppa tutta ad 
oriente od a ponente del meridiano del punto rilevato. Inoltre, ad un dato 
rilevamento corrispondono ben due curve d'azimut, una prende origine 
dal punto rilevato e l'altra dal suo antipodo. 

Pn 
z=1 80° 

Q' 

z=OO 

a=133° 

FIG. 4.3. 
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Considerando l'angolo azimutale al posto dell'azimut, da contare 
sempre a partire dal polo dell'emisfero del punto rilevato, se tale angolo 
azimutale è maggiore della colatitudine di tale punto, le due curve d'azi
mut interessano l'arco di meridiano sul quale Z è uguale a 1800

; se l'an
golo azimutale è, invece, minore di detta colatitudine le due curve d'azi
mut interessano l'arco di meridiano sul quale Z è uguale a 00. 

In fig. 4.3, dove A rappresenta il punto rilevato di coordinate: 
q> = 300 N, À = 1000 E, le due curve d'azimut a tratti si riferiscono al rile
vamento di 133 0

, mentre le altre due punteggiate al rilevamento di 26 0
• In 

pratica vengono considerate solamente quelle che contengono il punto 
rilevato. 

Simmetricamente alle curve d'azimut disegnate, che si sviluppano 
nell'emisfero di polo K, vanno considerate nell'emisfero di polo K' le 
curve d'azimut relative agli azimut di 22r e di 3340

• 

Una rappresentazione approssimata di tali curve d'azimut sulla carta 
di Mercatore è fornita dalla fig. 4.4. 

Al pari delle coniche sferiche, anche le curve d'azimut risultano da 
intersezione della sfera con cilindri ellittici opportunamente orientati. 

8UO~,T SQow 20 0 W 10 o E 40 Q
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FIG. 4.4. 
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4.3 - EQUAZIONE DELLA CURVA D'AZIMUT 

Sia O (fig. 4.5) un punto della curva d'azimut u che passa per il 
punto rilevato A. 

Dal triangolo sferico A O P, con P il polo dell'emisfero del punto A, si 
ricava: 

sen «lA = sen «l cos d + cos «l sen d cos Z (4.3) 

relazione che può essere considerata quale equazione della curva d'azi
mut u, con «lA e Z parametri costanti e «l e d variabili. 

Per d = O la (4.3) diventa sen «l = sen «lA, per cui «l = «lA: la curva 
d'azimut passa per il punto A. Appartenendo, poi, tale punto alla curva 
d'azimut, l'angolo in A tra il meridiano e la curva è uguale al rilevamento 
vero e ciò può essere dimostrato anche analiticamente tenendo presente 
la relazione (1.24). 

Per «l = 90° la (4.3) si semplifica in cos d = sen «l A, per cui d = CA = 
= 90° - «lA: la curva passa per il polo dell'emisfero di A. 

P 

/' ÀA-À 
,/ 

,/ 
/ 90o-q,A 

/ 

/ 
/ 

/ 
I 
I 
\ d 

\ / 

\ / 
/ 

o / 

'-.... ./ 
/' 

'- U ./ 

--- ---- - --
FIG. 4.5. 

Volendo far comparire nell'equazione del luogo di posizione le coor
dinate variabili «l e À, si applichi allo stesso triangolo sferico A O P la rela
zione di Vieta; si ottiene: 

tg «lA COS «l = sen «l cos (ÀA - À) + sen (ÀA - À) cotg Z 
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che può essere scritta nel seguente modo, in conformità della (l.1a): 

sen ()"A - À) 
Z = tg- l-------------

tg <J>A COS <J> - sen <J> cos (ÀA - À) 
(4.4) 

con Z, <J>A, ÀA costanti e <J>, À variabili. 

4.4 - LINEARlZZAZIONE DELL'EQUAZIONE DELLA CURVA D'AZIMUT 

Occorre per la linearizzazione ricavare le espressioni dei coefficienti 
I, hl e h2 (1.11). 

Il primo è dato da: 

1 = Z- Zs 

mentre per gli altri due, tenendo presente la (4.4), si procede nel 
seguente modo: 

a) coefficiente hl 

(ai) 1 
hl = ~ s = 1 + tg2 Zs 

- COS (ÀA- Às) [tg<J>A cOS<J>s- sen<J>s cos (ÀA- Às)] + sen<J>s sen2(ÀA - Às) 

[tg <J>A cos <J>s - sen <J>s cos (ÀA - Às)]2 

cos2 ZS COS (ÀA - Às) 
---------~---------+ 

tg <J>A COS <J>s - sen <J>s cos (ÀA - Às) 

cos2 Zs sen <J>s sen2 (ÀA - Às) 
+ -------~-~~-~~--~---

[tg <J>A cos <J>s - sen <J>s cos (ÀA - Às)]2 

Sempre per la (4.4) i due termini al secondo membro diventano: 

Riducendo allo stesso denominatore e mettendo al numeratore in evi
denza sen Zs, si ottiene: 
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Dal triangolo sferico polo - posizione stimata - punto A (fig. 4.6), con 
polo P quello dell'emisfero del punto A, si ricava: 

COS LS = - COS (ÀA - Às) cos Zs + sen <Ps sen (ÀA - Às) sen Zs 

sen Zs COS <PA 

sen ds 

per cui la (4.5) può essere così scritta: 

b) coefficiente h2 

cos <p A COS LS 

sen ds 

sen Zs 

sen LS 

COS <PA 

sen <Ps 

cos <Ps sen Zs cotg LS 

sen ds 

- sen (ÀA - Às) [- tg <PA sen <Ps - cos <Ps sen (ÀA - Às)] 

[tg <PA cos <Ps - sen <Ps cos (ÀA - Às)]2 

Tenendo presente ancora la (4.4) e semplificando si ottiene: 

sen2 Zs [sen <PA sen <Ps + COS <PA COS <Ps COS (ÀA - Às)] 

COS <PA sen (ÀA - Às) 

p 

A 

FIG. 4.6. 

(4.6) 
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Dal triangolo di fig. 4.6 si nota che l'espressione in parentesi è uguale a 
cos d" per cui la (4.6) diventa: 

(al) sen2 Zs cos ds 
h2=- =---

a <p s COS <PA sen O"A - À,) 

ed ancora: 

h
2 

= ( a I) = sen Zs 
a <p s tg ds 

L'equazione della retta di posizione sulla sfera, detta retta d'azimut, 
risulta pertanto espressa da: 

cos <p A COS 's sen Zs 
Z - Zs = ----- o À + o <p 

sen ds tg ds 

(4.7) 

avendo considerato la prima espressione del coefficiente hl' 
Sulla carta di Mercatore la retta d'azimut per la (1.20) risulta 

espressa dall'equazione: 

Z-Zs = x+ 
sen Zs 

tg ds 

cos <PsY (4.8) 

Nelle due equazioni riportate Zs indica l'angolo azimutale del punto 
rilevato A relativo alla posizione stimata, ds la distanza tra questa posizio
ne ed il punto A, 's l'angolo azimutale del punto stimato rispetto al punto 
A, entità tutte da calcolare considerando il triangolo sferico di fig. 4.6. 

4.5 - SEMIRETTA DI RILEVAMENTO 

In navigazione costiera, essendo il mobile (osservatore) nelle prossi
mità del punto rilevato A, l'equazione (4.8) può essere riferita ad un 
sistema di assi cartesiani con l'origine proprio nel punto A e coincidenti 
con le linee coordinate di questo. In tal caso: 

per cui la (4.8) diventa: 

y = cotg Z x (4.9) 



86 Determinazione della posizione in navigazione 

equazione di una retta passante per l'origine degli assi e di coefficiente 
angolare: 

tg ex = cotg Z = tg (90° - Z) 

onde: 

ex = 90°- Z 

Dalla fig. 4.7 si nota che soltanto la remiretta A a è luogo di posi
zione, orientata rispetto al meridiano del punto A dell'angolo 180° + Z, e 
ciò anche per quanto accennato circa la curva d'azimut nel paragrafo 4.2. 

z 

x 

FIG. 4.7. 

Tale semiretta prende il nome di semiretta di rilevamento, anch'essa 
una retta d'azimut per il caso particolare considerato. 

Se al posto dell'angolo azimutale si considera il rilevamento, la semi
retta di rilevamento risulta orientata rispetto al meridiano del punto rile
vato di un angolo uguale a Rilv + 180° se Rilv < 180°, oppure uguale a 
Rilv-180° se Rilv> 180°. 

Semplificando, la retta espressa dall'equazione (4.9) non è altro che 
l'intersezione del piano verticale di collimazione, materializzato dall'appa
rato azimutale, col piano tangente alla terra nel punto rilevato. 
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4.6 - INCERTEZZA DELLA CURVA D'AZIMUT E DELLA SEMIRETTA 

DI RILEVAMENTO 

Ricordando le espressioni dei coefficienti hl e h2 ricavati nel para
grafo 4.4, si hanno i seguenti coseni direttori della direzione del gradiente: 

ai 
a<p 

senZ 

tg d 

ai 
a À cos <p 

sen Z cotg 1:' 

sen d 

con d la distanza tra il punto in cui si desidera l'incertezza e quello rile
vato, Z e 1:' gli angoli azimutali del punto rilevato rispetto a quello relativo 
all'incertezza e viceversa (vedi fig. 4.6 dove al posto di Os va considerato 
il punto in cui si considera il gradiente). 

Sostituendo queste espressioni nella (1.18a) ed indicando con ± ò Z 
l'errore sul rilevamento, si ha: 

ò s = ± [cos2 d + cotg2 1:'r1/
2 cosec Z send ò Z (4.10) 

Considerando un errore di ò Z = ± l°, l'incertezza data dalla (4.10) 
ed espressa in miglia può essere rilevata dai grafici di fig. 4.8 e 4.9; la 
prima si riferisce ad un rilevamento misurato di 20°, la seconda ad un 
rilevamento di 90°. Lieve risulta l'influenza della latitudine, al contrario 
di quella della distanza dal punto rilevato. 

20.0,-______________________ ,-______________________ , 

15. 0~----------------------+-----------------------~ 

10. 0~----------------------+---------------~~----~ 

0. 0~~ ____ ~ ______ ~ ______ ~ ______ ~ ______ ~ ______ ~ 

0. 0 180.0 360. 0 
DISTANZA (mg) 

FIG. 4.8. 
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20.0 

15. 0 

10. 0 

5. 0 

0. 0 
0. 0 

~ 
===-

180.0 
DISTANZA (mq) 

FIG. 4.9. 

~ 

o 
N 

o 

! 

360. 0 

Per piccole distanze (caso della navigazione costiera) può porsi: 

cos d = 1 sen d = d 't = 1800 
- Z 

per cui la (4.10) diventa: 

os= ± doZ (4.11) 

incertezza, questa, della semiretta di rilevamento, luogo di posizione, 
come già osservato, ottenuto dalla linearizzazione della curva d'azimut 
nell'intorno del punto rilevato. 

A 

a' 

a 

FIG. 4.10. 
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Si può facilmente ottenere la (4.11) considerando la fig. 4.10, dove 
A a' rappresenta la semiretta di rilevamento errata ed A a quella esatta. 
Per il punto 0, alla distanza d dal punto rilevato A, si ha dal triangolo ret
tangolo OH A: 

o s = ± d sen o Z = ± d o Z 

4.7 - LUOGO DI POSIZIONE QUANDO SI RILEVA DA UN PUNTO NOTO. 

EQUAZIONE 

Nel caso che si rilevi un mobile da un punto noto il luogo di posi
zione è rappresentato dall'arco di circonferenza massima uscente dal 
punto ed inclinato sul meridiano di questo di un angolo pari al rileva
mento misurato o del rispettivo angolo azimutale, assumendo per polo 
quello dell'emisfero del punto noto. 

In fig. 4.11 il luogo di posizione è rappresentato dall'arco di circonfe
renza massima u; da tutti i suoi punti si viene rilevato dal punto A 
secondo lo stesso angolo di rilevamento. 

p 

G 

c 

o 

FIG. 4.11. 

Considerando l'osservatore in 0, l'equazione del luogo di posizione 
viene ricavata dal triangolo sferico A PO, con P il polo dell'emisfero del 
punto noto A. 

Applicando la relazione di Vieta, si ottiene: 

sen ()"A - À) 
tg Z = -------------

tg <p cos <PA - sen <PA cos (ÀA - À) 
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che può scriversi: 

sen (ÀA - À) 
Z = tg- l -------'------'-----

tg <p COS <PA - sen <PA cos (ÀA - À) 

con Z, <PA, ÀA costanti e <p, À variabili. 
La (4.12) è simile alla (4.4). 

4.8 - LINEARIZZAZIONE DELL'EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA 

MASSIMA 

(4.12) 

Per la linearizzazione va tenuto presente il triangolo sferico OsP A, 
con polo quello dell'emisfero del punto A (fig. 4.12). 

Si omette la dimostrazione per ottenere il coefficiente hl (1.11), perché 
identica a quella seguita nel par. 4.4 per la determinazione dello stesso 
nel caso della curva d'azimut: basta scambiare <PA con <p., per cui si ha: 

cos <Ps cos 's 
hl = --'----

sen ds 

Per il coefficiente h2 , tenendo presente la (4.12), si ottiene: 

(al) 1 -cos<pAsen(ÀA-ÀS ) 

h
2 

= --a-; s = 1 + tg2 Zs . cos2 <Ps [tg <Ps COS <PA - sen <PA cos (ÀA - Às)f 

Moltiplicando e dividendo il secondo membro per sen2 C)"A - Às) si 
perviene, in virtù sempre della (4.12), a: 

(al) sen2 Zs cos <PA 
h2 = --a-; s = - sen (ÀA - Às) cos2 <Ps 

ed infine, per la relazione dei seni applicata due volte al triangolo sferico 
OsP A, si giunge a: 

sen 's 
h2 = ----

sen ds 

Essendo poi 1= Z - Z., la linearizzazione della (4.12) risulta così espressa: 

(4.13) 

relazione che esprime l'equazione della retta ortodromica sulla sfera. 
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Sulla carta di Mercatore tale retta, per la (1.20), risulta espressa dal
l'equazione: 

cos <Ps cos 's 
Z- Zs = ---'-----x-

sen ds 

che può essere così scritta: 

sen 's cos <Ps 

sen ds 

y 

cos <Ps cOS's x- cos <Ps sen 'sy - (Z - Zs) sen ds = O (4.14) 

's rappresenta l'angolo azimutale del punto noto A rispetto a quello sti
mato, ds la distanza tra questi due punti. 

P 

ÀA-À s 

cA 

°s 
d s 

u A 

FIG. 4.12. 

Trovandosi l'osservatore a breve distanza dal punto A, punto dal 
quale viene rilevato, a seguito di ragionamento pari a quello fatto nel par. 
4.5, la (4.14) diventa: 

y = - cotg Zx (4.15) 

equazione di una retta passante per il punto A, origine degli assi carte
siani. Di tale retta interessa solamente quella parte che si sviluppa 
secondo la direzione azimutale, una semiretta di rilevamento, inclinata sul 
meridiano del punto noto di un angolo uguale al rilevamento misurato. 

4.9 - INCERTEZZA DELLA CURVA ORTODROMICA E DELLA SEMIRETTA 

DI RlLEV AMENTO 

Essendo: 

sen. 

sen d a À cos <p 

cos. 

sen d 



92 Determinazione della posizione in navigazione 

per quanto operato in occasione della linearizzazione della curva ortodro
mica, la (1.18a), per la presenza dell'errore ± ò Z, diventa: 

ò s = ± sen dò Z (4.16) 

Alla (4.16) si può pervenire considerando la fig. 4.13, nella quale u ed Ue 

rappresentano rispettivamente il luogo esatto e quello errato. Per ottenere 
l'incertezza nel punto O, dal triangolo sferico rettangolo OAH si ottiene: 

sen ò s = sen d sen ò Z 

relazione che si identifica con la (4.16) per la piccolezza di ò Z e di ò s. 

p 

H 

Os 
~-------u 

O 

FIG. 4.13. 

Considerando, poi, piccola anche la distanza d, la (4.16) diventa: 

ds= ± dòZ 

identica alla (4.11). 
Uguale l'espressione dell'incertezza della semiretta di rilevamento, 

sia che si rilevi il punto A sia che si venga rilevato da tale punto. 
A parità di errore di misura, l'incertezza aumenta con la distanza. 

Per un errore ± IO sul rilevamento si ottiene ò s = ± 1/10 di miglio 
(= 185 metri) se la distanza dal punto noto è di miglia 6. 

4.10 - CORREZIONE DI GIVRY 

In fig. 4.14 l'osservatore O viene rilevato dal punto noto A, in fig. 
4.15 è il punto A che viene rilevato dall'osservatore O. 
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In entrambi i casi, noto l'angolo y, è possibile individuare la losso
dromia (curva tratteggiata) che passa per i punti A ed O; tale angolo va, 
pertanto, considerato quale correzione da apportare al rilevamento orto
dromico (Rilv) per ottenere quello lossodromico (Ril)). 

Orbene, l'arco lossodromico A a è luogo di posizione soltanto per 
l'osservatore posto nel punto O; esso forma col meridiano del punto A un 
angolo uguale al rilevamento lossodromico nel caso della fig. 4.14 ed 
uguale al rilevamento lossodromico opposto (Ril)opp = Ril) ± 1800

) nel 
caso della fig. 4.15: di qui il suo semplice tracciamento sulla carta di Mer
catore (una semiretta di rilevamento). 

p 
p 

c / 
c 

/ 

Hil 1 0pp 

a 
CI 

FIG. 4.14. FIG. 4.15. 

L'angolo y è noto quale correzione di Givry in quanto fu proprio l'idro
grafo francese Givry a trovarne l'espressione a seguito di un geniale ragiona
mento. Fornì il Givry la seguente relazione che permette di ottenere y in 
funzione del rilevamento ortodromico misurato, della latitudine della loca
lità in cui si rileva e della differenza di longitudine tra i due punti A ed O: 

!1À !1À2 

y = -- sen <p - -- cotg Rilv (1 - 3 cos2 <p) + 
2 12 

!1 À3 

+ -- sen <p cotg2 Rilv (l - 6 cos2 <p) + ... 
24 

(4.17) 

una serie, come ben si nota, con arresto al termine di terzo ordine in !1 À. 

Da considerazioni sulle rappresentazioni delle due citate figure sulla 
carta di Mercatore, per distanze tra l'osservatore O ed il punto A non 
superiori alle 300 mg, si ottiene per y la seguente relazione: 

!1À 
y = -2- sen <Pm (4.18) 
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con Il À e <f>m da calcolare tra le coordinate dei due punti A ed O, espres
sione, questa, che si identifica pressappoco col primo termine della 
( 4.17). 

Facile dedurre il segno della correzione in oggetto, tenendo presente 
che sulla carta di Mercatore una circonferenza massima (un'ortodromia) 
rivolge la sua concavità sempre verso l'equatore: nell'emisfero nord è 
positiva se il punto rilevato è ad est di quello dal quale si rileva, negativa 
se ad ovest; al contrario nell'emisfero sud. 

Quanto fin qui esposto sembra del tutto superfluo in quanto viene 
considerata nota la posizione dell'osservatore O. In effetti è tale posizione 
che si vuole determinare, conoscendo di questo la posizione stimata. La 
correzione viene allora calcolata rispetto al punto noto A ed a quello sti
mato dell'osservatore e la semiretta di rilevamento che verrà tracciata può 
ancora essere considerata luogo di posizione per l'osservatore O. 

Non sfugge l'osservazione che una tale semiretta non è altro che il 
miglioramento di quella considerata nei paragrafi 4.5 e 4.9. 

Il suo tracciamento viene in pratica effettuato quando il mobile viene 
rilevato da una stazione radiogoniometrica fissa o quando dal mobile si 
rileva col radiogoniometro un noto radiofaro. Nel primo caso è il mobile 
che funge da radiofaro. 

Essendo le portate dei radiofari molto modeste (inferiori alle 200 mg) 
è ben giustificata la risoluzione della (4.18) per ottenere la correzione y. 
Ed è per questo che di tale formula vengono date risoluzioni grafiche e 
tavolari (vedi, ad esempio, delle Tavole Nautiche dell'Istituto Idrografico 
della Marina quella relativa alla suddetta correzione). 

4.11 - LUOGO DI POSIZIONE PER ANGOLI SOTTESI A DUE PUNTI NOTI. 

EQUAZIONE E SUA LINEARIZZAZIONE 

Il luogo di posizione relativo all'angolo misurato tra le direzioni a 
due noti punti della costa (angolo indicato con la lettera ex nel par. 4.1) è 
una curva, detta curva di uguale differenza di rilevamenti o di azimut; da 
ogni suo punto si misura lo stesso angolo tra le direzioni ai due punti 
noti. 

La curva passa per l'osservatore e per i due punti. Rispetto a questi, 
in verità, si sviluppano due curve di uguale differenza di azimut, simme
triche rispetto alla circonferenza massima passante per essi; va conside
rata solamente quella che passa per l'osservatore. Se uno dei due punti 
coincide col polo la curva degenera nella curva d'azimut. 

In fig. 4.16, dove A e B rappresentano i due punti alla distanza Il, la 
curva di uguale differenza d'azimut è segnata con tratteggio, curva u. 
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Si consideri su questa il punto generico O; dal triangolo sferico A O B 
si ricava: 

cos 8 = COS dA COS dB + sen dA sen dB cos a (4.19) 

relazione che rappresenta l'equazione della curva in argomento, con 8 ed 
a costanti e dA e dB variabili (distanze di P dai due punti). 

Se dA = O risulta cos dB = COS 8 e quindi dB = 8: la curva passa 
per il punto A. Analogamente, se dB = O risulta cos dA = COS 8 e quindi 
dA = 8: la curva passa per il punto B. 

A 

/ 

u ( 

\ B 

\ 

- °1 
FIG. 4.16. 

Poiché l'angolo a è uguale alla differenza dei rilevamenti dei due 
punti noti rispetto al punto generico O (a = ZA - ZB), si può considerare 
per equazione del luogo di posizione, al posto della (4.19), la seguente 
espressione, tenendo presente la (4.4): 

sen (ì'A - À) 
a = tg-l------------~--~--------

tg <ilA COS <Il - sen <Il cos (ÀA - À) 
(4.20) 

sen (ÀB - À) 
- tg-l------------~--~--------

tg <IlB COS <Il - sen <Il cos (ÀB - À) 

Nella (4.20) a, <ilA e ÀA, <IlB e ÀB sono parametri costanti, mentre <Il e À 

parametri variabili. 
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Di conseguenza, ricordando i coefficienti hl e h2 della (4.7), la linea
rizzazione della (4.20) porta alla seguente equazione della retta di posi
zione sulla sfera terrestre, retta di uguale differenza d'azimut: 

( 

COS <j)A COS LAs COS <j)B COS LBs ) 
a - a s = - o A + 

sen dAs sen dBs 

( 
sen ZAs sen ZBs ) 

+ - o <j) 
tg dAs tg dBs 

(4.21) 

con as l'angolo sotteso tra la posizione stimata dell'osservatore ed i due 
punti noti; tutte le altre grandezze sono già note (fig. 4.17). 

Riesce oltremodo semplice scrivere le equazioni di tale retta di posi
zione sul piano nautico e sulla carta di Mercatore. 

p 

--u 

FIG. 4.17. 

Per il luogo di posizione in argomento si presentano due casi partico
lari: 

ZA = ZB (a = 0°) e ZA = 180° + ZB o ZB = 180° + ZA (a = 180°), inten
dendo per ZA e ZB i corrispondenti azimut dei due punti. 

La (4.20) si semplifica in: 

tg <j)A sen (AB - A) - tg <j)B sen (AA - A) = tg <j) sen (AB - AA) (4.22) 
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equazione della circonferenza massima passante per i due punti A e B, 
meglio di un arco di tale circonferenza che prende il nome di allinea
mento esterno per ex = 00 (fig. 4.18), interno per ex = 1800 (fig. 4.19). 

FIG. 4.18. FIG. 4.19. 

4.12 - CURVA DI UGUALE DIFFERENZA D'AZIMUT PER PICCOLE DISTANZE 

Se le distanze dA, dB e il (quest'ultima detta base) sono piccole, caso 
della navigazione costiera, sviluppando nella (4.19) in serie cos il, cos dA, 
cos dB, sen dA, sen dB fino ai termini del secondo odine, si ottiene: 

Moltiplicando, semplificando e trascurando infine il termine di 
quarto ordine, si ricava: 

(4.23) 

relazione che rappresenta l'applicazione della formula di Carnot al trian
golo piano A OB di fig. 4.16. Dal che può considerarsi piano l'intorno 
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della base e di conseguenza circolare la curva di uguale differenza 
d'azimut u. 

Il termine di quarto ordine trascurato, espresso da: 

2 

raggiunge il valore 4,5· 10-8 rad per dA = dE = 60 miglia. 
Analogo andamento circolare sarà conservato sul piano nautico e 

sulla carta di Mercatore. 
Per il tracciamento di tale arco di circonferenza, noto quale arco cir

colare capace o segmento circolare capace, occorre determinarne il centro. 
Vanno considerati due casi: a < 90° ed a > 90°. 
Nel primo caso (a < 90°) si traccino da A e da B (fig. 4.20) le due 

semirette A a e Bb inclinate sulla base dell'angolo 90° - a dalla parte 
dell'osservatore: il centro C è definito dal loro punto d'incontro. 

A 

FIG. 4.20. 

Nel secondo caso (a > 90°) le semirette A a e B b vanno tracciate 
dalla parte opposta a quella dell'osservatore (fig. 4.21), inclinate sulla 
base dell'angolo a-90°: il loro incontro determina il centro del luogo di 
posizione. 

Risulta immediato verificare per i due casi analizzati che l'osserva
tore si trova in uno dei punti dell'arco di circonferenza A OB. 

Il centro può essere anche ottenuto dall'incontro di una delle due 
semirette con l'asse del segmento AB (base). 
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A 

b 

B 

FIG. 4.21. 

La (4.23) si semplifica in il = dA - dR per ex = 0° ed in il = dA + dR 
per ex = 180°; l'arco di circonferenza capace diventa rettilineo, sia sul 
piano tangente alla superficie terrestre in un punto dell'intorno della base 
che sul piano nautico e sulla carta di Mercatore, conservando ancora la 
denominazione di allineamento, esterno e interno (figg. 4.22 e 4.23). 

o 

FIG. 4.22. FIG. 4.23. 

L'andamento rettilineo dell'allineamento sulla carta di Mercatore si può 
anche giustificare considerando l'arco di circonferenza massima passante 
per i due punti confuso con quello di lossodromia passante per gli stessi. 
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4.13 - INCERTEZZA 

Immediate le espressioni dei coseni direttori della direzione del gra
diente nel caso della curva di uguale differenza d'azimut, se si tengono 
presenti quelle dei coefficienti hl e h2 relativi alla linearizzazione della 
curva d'azimut (par. 4.4). 

Tali espressioni sono: 

sen ZB 

al sen ZA cotg '"CA sen ZB cotg '"CB 

a À cos <Il sen dA sen dB 

i cui simboli sono ben noti (vedi fig. 4.17) dove al posto di Os occorre 
considerare il punto in cui si considera il gradiente. 

La (l.18a) per l'errore ± o et risulta: 

(4.24) 

espressione, questa, dell'incertezza della curva di uguale differenza 
d'azimut. 

Per piccole distanze può ritenersi: 

sen dB = dB 

cos dA = 1 cos dB = 1 

per cui la (4.24) diventa: 

'"CA = 180°- ZA 

'"CB = 180°- ZB 

ed essendo l'espressione in parentesi quadra uguale al quadrato della 
distanza !l tra i due punti noti A e B, come può notarsi in fig. 4.24, si ha 
in definitiva: 

( 4.25) 

incertezza dell'arco di circonferenza capace. 
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L'area del triangolo A O B di fig. 4.24, considerando come base una 
volta 11 ed una seconda dA, risulta dalle relazioni: 

1 1 
- 11 h = - d d sen a. 2 2 A B 

con h l'altezza rispetto alla base 11. 

111 
N 
Ul 
o 
() 

~ 

«C 
N 
Ul 
o 
() 

111 
'O 
I 
111 

N 
Ul 
C 
() 
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«C 
N 
Ul 
o 
() 
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'O 

o 

I 

h 
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/ 
/ 

-----~-

/ 

dE 

FIG. 4.24. 

Dall'uguaglianza si ottiene una seconda espressione dell'incertezza: 

h 
OS = ± ---o a. ( 4.26) 

sen a. 
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Indicando, poi, con m ed n i rapporti rispetto alla base rispettiva
mente della somma e della differenza delle due distanze del mobile 
(osservatore) dai punti A e B (con dA la distanza maggiore): 

dA + dB dA - dB 
m= n= 

~ ~ 

si ottiene: 

m+n m-n 
dA = ~ dB = ~ 

2 2 

per cui la (4.25) si trasforma in: 

l o s = ± - (m 2 - n 2) ~ o a ( 4.27) 
4 

Il rapporto m può variare tra l e 00 , n varia tra ° e l; pertanto, consi
derando n = 0, la (4.27) si semplifica in: 

l 
o s = ± - m 2 ~ o ex. 

2 
( 4.28) 

Come già detto alla fine del pare. 4.1, o ex. = ° se c'è solamente pre
senza di un errore sistematico sulle misure dei due rilevamenti, per cui il 
luogo di posizione che viene tracciato è esente da incertezza. 

La fig. 4.25 contempla proprio tale caso sulla carta nautica: l'arco di 
circonferenza capace u si riferisce all'angolo ex. sotteso ai due noti punti A 
e B, ottenuto quest'ultimo dalla differenza dei rilevamenti dei detti punti, 
rilevamenti considerati entrambi affetti dall'errore sistematico Es. 

Le semirette di rilevamento errate, relative agli angoli misurati, 
segnate in figura con linee continue, localizzano su u la posizione errata 
dell'osservatore nel punto Oe; le semirette esatte, segnate con tratteggio, 
localizzano, sempre sul luogo u, la posizione esatta nei punti 0 1 ed O2 a 
seconda del segno di Es. 

Si nota che la tangente t all'arco capace u nel punto Oe si confonde 
proprio col tratto d'arco sul quale si trova la posizione esatta dell'osserva
tore: un nuovo luogo di posizione, denominato per l'appunto tangente di 
posizione. 

Facile il suo tracciamento nel punto di incontro delle due semirette 
di rilevamento errate, come ben indica la citata fig. 4.25. 



Misure di angoli 103 

In conclusione, con due rilevamenti affetti dallo stesso errore siste
matico e misurati quasi nello stesso istante può essere tracciato un luogo 
di posizione rettilineo esente da tale errore, la tangente di posizione. 

Sempre per piccole distanze, se ZA = ZB (a = 00
, caso dell'allinea

mento esterno), essendo dA = dB + 1:::.., risulta: 

2 dB + I:::.. 
m= n = 1 

I:::.. 

e la (4.27) diventa: 

( 4.29) 

Se, poi, ZA = 1800 + ZB (a = 1800
, caso dell'allineamento interno), 

essendo m = 1, la (4.27) assume l'espressione: 

suscettibile di ulteriore trasformazione a guisa della (4.29). 

o) 
FIG. 4.25. 

B 

(4.30) 
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L'incertezza dell'arco di circonferenza capace, per un dato errore 
sull'angolo a, diminuisce con l'avvicinarsi ad uno dei due punti rispetto 
ai quali è stata effettuata la misura. Detta incertezza, per un errore di 
misura compreso tra ± IO e ± 50, viene fornita dai grafici di fig. 4.26 e 
4.27; mentre quelli'di fig. 4.26 sono stati costruiti con rapporto dAID.. = l, 
quelli di fig. 4.27 con rapporto di dAI D.. = 1.5, con dA la distanza del 
mobile da uno di essi. 

o 
N 
N 
I 

2. 0r-------------------------,------------y--------~_, 
50 

4 0 

". 5~------------------------~~L-----~----------~~ 

30 

f l. O~----------------~L---~~----~~----------~~~ 
I 
o 
[ 

H 

. 5~------~~~~~----~~~------------------~~._9 

0. 0 15. 0 30. 0 

FIG. 4.26, 

Ed ora qualche considerazione sull'allineamento esterno che viene 
spesso utilizzato quale rotta di sicurezza in presenza di pericoli per la 
navigazione. Occorre, in tal caso, che esso sia sensibile, cioè che si riesca 
a vedere i due punti non più allineati con l'allontanarsi di poco da esso. E 
la pratica suggerisce che l'angolo minimo, sotteso ai due punti, che riesce 
a percepire l'osservatore è dell'ordine del quarto di grado. 

In fig. 4.28 è segnato, oltre all'allineamento dei due punti noti A e B, 
anche il segmento circolare capace di tale angolo (a = 00 ,25), per cui, se 
O rappresenta la posizione dell'osservatore, la distanza di tale punto 
dall'allineamento rappresenta l'incertezza di quest'ultimo per l'angolo 
suddetto, incertezza che definisce lo spostamento dell'osservatore dall'al
lineamento per riuscire a notare i due punti A e B non più allineati. 
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Tale incertezza è data per l'appunto dalla (4.29) che assume per le 
seguenti distanze dal punto B (punto più vicino all'osservatore) i valori: 

òs=±2ilòex 

òs= ± 6ilòex 

òs= ± 12ilòex 

con ò ex uguale, nel caso in esame, a 1/4 di grado. 
A mo' di esempio, se il = 3600 metri, l'incertezza ò s per le tre 

distanze analizzate assume i valori di ± 30, ± 90 e ± 180 metri circa. 
Dal che si evince che per una buona sensibilità occorre che il rap

porto dD/il non sia molto grande. 

4.14 - MISURA DELL'ANGOLO TRA LE DIREZIONI AI CENTRI DI DUE ASTRI. 

LUOGHI DI POSIZIONE ED EQUAZIONI 

La misura dell'angolo tra le direzioni ai centri di due astri permette 
di ottenere un luogo di posizione utile nei voli spaziali, che si differenzia 
a seconda degli astri osservati ed anche della misura effettuata. 

Se i due astri sono vicini (Sole, Luna, pianeti) il luogo di posizione 
viene comunemente denominato navoide, superficie che si ottiene 
facendo ruotare l'arco di circonferenza capace dell'angolo misurato 
intorno alla retta che congiunge i centri dei due astri. 

In fig. 4.29 O rappresenta l'osservatore che misura l'angolo ex tra le 
direzioni ai centri dei due astri vicini Al e A 2 • 

Indicando con p il vettore noto che individua la posizione dell'astro 
A2 rispetto all'astro Al e con r il vettore incognito dell'osservatore, 
anch'esso con origine in Ab si può scrivere: 

r· p = r p cos p (4.31) 

Dalle due seguenti relazioni relative ai moduli p e q: 

q2 = r + p2 - 2 r p cos p 

si ottiene: 

r p cos p = r - r q cos ex 
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espressione che sostituita nella (4.31) permette di ottenere l'equazione 
del navoide in forma vettoriale: 

r . p = r - r q cos a ( 4.32) 

Se l'astro A2 è una stella, risulta per l'osservatore O p = 1800 
- a ed 

il vettore p diventa il versore li della direzione orientata astro vicino Al -
astro lontano A2 , per cui, essendo p = l, la (4.31) diventa: 

r· n = - r cos a (4.33 ) 

equazione in forma vettoriale del cono con vertice nel centro dell'astro Al 
e con l'asse secondo la direzione Al - A2 , di semiapertura uguale al sup
plemento dell'angolo misurato. Per l'osservatore in 0', sempre in fig. 
4.29, l'angolo p è ancora uguale a 1800 

- a, per cui il luogo di posizione 
con misura dell'angolo tra le due direzioni ad un astro vicino e ad un 
altro molto lontano (stella) è un doppio cono. 

/ 

"-
/ 

V . , 
/ " u' 

\ 
\ 
\ 
\ 
I 

FIG. 4.29. 
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Con ~ = 0° la (4.31) si semplifica in: 

r·p= rp (4.34) 

equazione, questa, dell'allineamento, interno o esterno a seconda della 
grandezza del modulo del vettore T rispetto a quello del vettore ii (fig. 
4.30, a e b). 

~2 ... ... 

FIG. 4.30. 

Con ~ = 180° si ha l'allineamento esterno di equazione: 

r·p=-rp (4.35) 

e rappresentato in fig. 4.31. 
Agli stessi casi di fig. 4.30b e di fig. 4.31 (allineamento esterno) si 

giung@ considerando la (4.32) con a = 0° ed al caso di fig. 4.30a (allinea
mento interno con a = 180°. 

Se· l'astro A2 è una stella si verifica il caso di fig. 4.31 per a = 0° 
(T' ii = -r) ed il caso di fig. 4.30a per a = 180° (T. ii = r). 

Il caso dell'allineamento è alquanto discutibile; esso, infatti, è prati
camente possibile soltanto con un pianeta considerato puntiforme ed una 
stella. 

Col Sole, con la Luna ed anche con un pianeta quali astri vicini ed 
una stella quale astro lontano potrà verificarsi l'occultazione di quest'ul
tima. 

Il luogo di posizione per l'istante in cui inizia l'occultazione è la 
superficie laterale di un cilindro avente per asse la direzione astro vicino -
stella occultata e per diametro quello dell'astro occultante. 
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o 

FIG. 4.31. 

Dalla figura 4.32 in cui Al rappresenta l'astro vicino, per l'istante in 
cui da O si nota l'occultazione, si ha: 

r· n = r cos p = - r cos a 

con ii il versore della direzione astro Al - stella A2 e a la misura angolare 
da O del raggio dell'astro Al' 

FIG. 4.32. 
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Per essere: 

R 
sena =

r 

con R il raggio dell'astro, la relazione scritta diventa: 

È oppportuno ora esplicitare le equazioni vettoriali dei luoghi di 
posizione testé analizzati con riferimento ad una tema cartesiana, comun
que orientata, con origine nell'astro AI' 

Indicando con i,], k i versori degli assi, con a, b, c le coordinate 
dell'astro A 2 o i coseni direttori della direzione astro AI - astro A 2 secondo 
che l'astro A2 sia a distanza finita o infinita dall'astro Ah e con x, y, z le 
coordinate di un generico punto dei luoghi di posizione, si ha: 

- - - - - - - - -
"j = x i + y j + z k ; P = a i + b j + c k ; q = (x - a) i + (y - b)j + (z - c) k 

"j.p= ax+ by+ cz 

per cui la (4.32) e la (4.33) risultano rispettivamente: 

( 4.36) 

(4.37) 
+2abxy+2acxz+2bcyz= O 

mentre la (4.34) e la (4.35) assumono entrambe l'espressione: 

x y z 
-----

a b c 
(4.38) 

equazione di una retta che passa per l'origine degli assi. 
La (4.38) è valida anche con l'astro A2 all'infinito (con a, b, c consi

derati quali coseni direttori). 
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In conformità della seconda delle (1.1) le equazioni del navoide e del 
cono vengono rispettivamente così scritte: 

_] ( r - (T· p) ) _] ( r - (ax + by + cz) ) 
<X = cos = cos 

rq rq 
(4.36') 

_] ( T· ii ) _] ( ax + by + cz) 
<X = cos - -- = cos -

r r 
( 4.37') 

cui moduli r e q sono dati dalle espressioni testé riportate. 

4.15 - LINEARIZZAZIONI ED INCERTEZZE 

Volendo linearizzare le equazioni (4.36') e (4.37') è necessario calco
lare i coefficienti (1.14) per poter poi scrivere le equazioni dei piani di 
posizione, dei quali l'espressione generale è data dalla (1.13). 

Per il navoide i coefficienti sono dati da: 

h] = (~) =-a x s 

h2 = (~) =-ay s 

h3 = (~) =-a z s 

l = <X - <xs 

Ts (qs - rs cos <Xs) (xs - a) + qs (rs - qs cos <Xs) Xs 

r; q; sen <xs 

Ts (qs - rs cos <Xs) (ys - b) + qs (rs - qs cos <Xs)Ys 

r; q; sen <xs 

rs (qs - Ts cos <Xs) (zs - c) + qs (Ts - qs cos <Xs) Zs 

r; q; sen <xs 

mentre per il cono da: 

l = <X - <XS 

h] = (~) = a rs + cos <xs Xs 

a x s r; sen <xs 

h2 = (~) = ay s 

b rs + cos <XsYs 

r; sen <xs 

h3 = (~) = a z s 

c Ts + cos <xs Zs 

r; sen <xs 

Per il calcolo delle incertezze di questi due luoghi di posizione 
occorre, come già operato precedentemente, la somma dei quadrati dei 
coefficienti h], h2 , h3 , considerati per un punto generico (coseni direttori 
della direzione del gradiente in tale punto). 
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Tale somma risulta per il navoide e per il cono rispettivamente: 

per cui la (1.18b) fornisce le seguenti incertezze: 

l 
os=±-rqoCl. 

p 

os = ± roCl. 

( 4.39) 

(4.40) 

[navoide] 

[cono] 

relazioni analoghe a quelle relative alle incertezze del segmento circolare 
capace (4.25) e della semiretta di rilevamento (4.11). 

E questo per il fatto che le incertezze vengono misurate in piani che 
contengono la congiungente i centri dei due astri, piani che intersecano i 
luoghi in considerazione secondo circonferenze (capaci) o semirette (di 
rilevamento). 

Per l'allineamento, espresso dalla (4.38), valgono pertanto tutte le 
considerazioni fatte nel paragrafo 4.13. 



5 

DETERMINAZIONE DELLA POSIZIONE 

5.1 - RISOLUZIONE ANALITICA E GRAFICA 

Per la determinazione della posizione, considerato il mobile sulla 
superficie terrestre, occorrono, come già detto nel paragrafo 1.1, al mi
nimo due misure relative allo stesso parametro od a parametri differenti. 

Dal sistema d'equazioni, espresse dalla (1.12), si ricavano o À e o <p e 
quindi: 

Il sistema, in forma sintetica, è dato dall'espressione matriciale ana
loga alla relazione (1.16): 

y = Hx (5.1) 

dove y è un vettore colonna, detto vettore misura, i cui elementi sono le 
differenze li tra le misure effettuate e quelle stimate calcolate (i = 1, 2); 
gli elementi della matrice H (matrice di misura), di dimensioni 2 x 2, 
sono dati dalle (1.11); già noto infine il vettore di stato x, x = (o À o <p )T. 

Dalla (5.1) si ricava: 

(5.2) 

La risoluzione della (5.2) porta alla determinazione delle coordinate 
del punto d'intersezione delle due rette di posizione, mentre il punto 
esatto risulta dall'incontro delle due curve di posizione. Per avvicinarsi a 
quest'ultimo punto occorre seguire un procedimento iterativo, ponendo: 

linearizzando, così, tratti di curve via via più vicini al punto esatto. 
La soluzione analitica può essere sostituita da quella grafica col 

tracciamento delle rette di posizione, espresse dalla (1.19) e (1.20), sul 

Quincas
Evidenziato

Quincas
Evidenziato
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piano nautico e sulla carta di Mercatore, non dimenticando i luoghi di 
posizione analizzati quando si è a breve distanza dai punti noti rilevati 
(vedi par. 5.6). 

Evidentemente le misure che compaiono nel sistema (5.1) debbono es
sere simultanee o quasi; in caso contrario occorre renderle tali, tenendo con
to della loro variazione secondo il moto dell'osservatore. All'uopo, per brevi 
percorsi, viene in aiuto proprio la relazione (1.12) che fornisce la variazione 
di una generica misura L dalla posizione stimata del mobile a quella esatta. 

Nel caso in esame la variazione della misura dev'essere intesa tra 
l'istante dell'osservazione e quello rispetto al quale si desidera la posi
zione (generalmente quello relativo all'ultima osservazione). Nella rela
zione (1.12) occorre porre: 

Ò À = Ò m sen Rv sec <p Ò <p = Ò m cos Rv 

con ò m il percorso effettuato dal mobile nell'intervallo considerato e Rv 
la rotta vera seguita. 

Nel caso della determinazione della posizione con piani (di posi
zione), nel sistema (5.1) la matrice di misura H è di dimensioni 3 x 3, 
essendo i suoi elementi dati dalle (1.14); il vettore di stato è dato da 
x = (òx òy òzl; anche in questo caso si può seguire il metodo iterativo. 

Se le misure sono affette da un errore sistematico ò L" è possibile 
determinarlo procedendo ad un'ulteriore misura; il sistema, indicato 
sempre dalla (5.1), risulterà composto da tre equazioni nel caso di rette di 
posizione e da quattro nel caso di piani di posizione, tutte del tipo della 
(1.17) con ò li = ò Ls. 

Gli elementi del vettore misura sono, in questo caso, le differenze 
tra le misure effettuate ed errate e quelle corrispondenti stimate calco
late; gli elementi delle prime due o tre colonne della matrice H sono dati 
dalle (1.11) o (1.14) e quelli della sua ultima colonna sono uguali 
all'unità; il vettore di stato, infine, risulta: 

o 

5.2 - VARIAZIONE DEI PARAMETRI DI POSIZIONE DOVUTA AL MOTO 

DEL MOBILE 

Variazione di distanza 

La relazione (2.33) va cosÌ scritta: 

di - d = - cos <p sen Z ò À - cos Z Ò <p 

con di e d rispettivamente la distanza desiderata e quella misurata. 
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Ponendo: 

od = d' - d o À = d m sen Rv sec <p o <p = d m cos Rv 

si ottiene: 

o d = -o m cos (Rv - Z) (5.3) 

Nel caso di misure di altezze di astri: 

od = i - z = h - h' = - (h' - h) = - o h 

e quindi: 

o h = o m cos (Rv - Z) (5.4) 

Più avanti, a fine paragrafo, viene fatta un'importante considerazione 
su quest'ultima relazione. 

Variazioni di differenza e somma di distanze 

Note la differenza e la somma delle distanze dai due punti A e B: 

quelle desiderate risultano: 

II d' = d~ - d~ = dA + o dA - dE - o dE = II d + (o dA - o dE) = II d + o II d 

S d' = d~ + d~ = dA + o dA + dE + o dE = S d + (o dA + o dE) = S d + oS d 

con o II d e o S d le variazioni richieste che per la (3.4) la prima e per la 
(3.8) la seconda risultano rispettivamente: 

o II d = o m [cos (Rv - ZE) - cos (Rv - ZA)] (5.5) 

o S d = - o m [cos (Rv - ZE) + cos (Rv - ZA)] (5.6) 

Variazione del rilevamento 

Nel caso di rilevamento dell'oggetto A misurato dal mobile, la varia
zione o Z = Z' - Z, con Z' e Z rispettivamente l'angolo azimutale desi
derato e quello noto, si ottiene, tenendo presente la (4.7): 

[ 
cos <p A sec <p cos't sen Rv sen Z cos Rv ] 

oZ= om +-----
sen d tg d 

(5.7); 
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rilevando da un punto noto la variazione risulta per la (4.13): 

sen (Rv - ,) oZ= om----'--
sen d 

(5.8) 

Variazione dell'angolo orizzontale sotteso ai due punti noti A e B 

Indicando con o a tale variazione (o a = a' - a, con ci l'angolo desi
derato), la (4.21) porta a: 

( 
COS <PA COS 'A COS <PB COS 'B ) o a = - o m sen Rv sec <p + 

sen dA sen dB 

(5.9) 

( 
sen ZA sen ZB ) 

+ - O m cos Rv 
tg dA tg dB 

Nelle relazioni qui ottenute, tutti i dati relativi alla posizione non 
nota del mobile nell'istante della misura verranno considerati per la sua 
simultanea posizione stimata; al posto degli angoli azimutali possono 
essere sostituiti i rispettivi azimut. 

Sia, fig. 5.1, d la distanza misurata e d' quella desiderata. 
Considerando confuso con un arco di circonferenza massima l'arco di 

lossodromia o m percorso tra l'istante della misura della distanza e quello 
rispetto al quale questa viene desiderata, dal triangolo sferico O' O A si ha: 

cos d' = cos d cos o m + sen d sen O m cos (Rv - Z) 

Ponendo d' = d + o d e sviluppando in serie cos (d + o d), cos o m e 
sen o m, fino ai termini di 2° ordine, si perviene dopo alcuni passaggi a: 

o m2 o d 2 

o d = - o m cos (Rv - Z) + -- cotg d - -- cotg d 
2 2 

Ponendo in prima approssimazione: 

o d = - o m cos (Rv - Z) 

e sostituendo, si ottiene alla fine: 

o m 2 

o d = - o m cos (Rv - Z) + -- cotg d sen2 (Rv - Z) 
2 
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relazione che, esprimendo ò d e ò m in miglia, viene così scritta: 

Ò m2 

Ò d = - ò m cos (Rv - Z) + -- cotg d sen2 (Rv - Z) sen l' 
2 

(5.10) 

Il secondo termine della (5.10) aumenta col diminuire di d e diventa 
massimo per Rv - Z = 90°. Rispetto a tale condizione esso assume il 
valore di 0.7 mg e di 0.01 mg per uno stesso percorso ò m di 3 miglia, 
rispettivamente per d = mg 5 e d = mg 500. 

Tenendo conto solamente del primo termine della (5.10) si ottiene la 
(5.3), relazione quest'ultima che può essere ottenuta dal triangolo O' OH 
considerato piano. 

La (5.4) esprime per un dato istante la differenza delle altezze di un 
astro relative a due località vicine. 

p 

FIG. 5.1. 

Orbene, volendo passare dall'altezza dell'astro A (fig. 5.1), misurata 
all'istante t nel punto O, all'altezza dello stesso per l'istante t' e per l'oriz
zonte del punto O', dove si è pervenuti, occorre prima ridurre l'altezza 
relativa all'istante t all'orizzonte del punto O' mediante la relazione (5.4) 
e poi tener conto della sua variazione nell'intervallo t' - t. 
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Detta variazione si ottiene tenendo conto della relazione che lega, 
per una data località, l'altezza di un astro con le sue coordinate orarie. 
Per uno stesso luogo e per due istanti successivi, considerando o co
stante, si ha rispettivamente: 

sen h = sen <p sen o + cos <p cos o cos t 

sen h' = sen <p sen o + cos <p cos o cos t' 

Ponendo nella seconda relazione: 

h' = h + o h 1'=t+ot 

e sviluppando in serie con arresto ai termini del primo ordine per il breve 
intervallo t' - t, si ottiene: 

o h = - cos <p sen Z o t (5.11) 

relazione che dà la variazione dell'altezza per una variazione dell'angolo 
orario dell'astro, data da: 

(5.12) 

in cui o CX m e o CXA rappresentano le variazioni delle ascensioni rette del 
Sole medio e dell'astro nell'intervallo di tempo medio o tm • 

In prima approssimazione, per brevi intervalli di tempo, si può consi
derare o CXm = o CXA = 0, per cui o tA = o tm, cioè la variazione dell'angolo 
orario dell'astro uguale a quella del tempo medio; di qui, sostituendo 
l'azimut all'angolo azimutale, la (5.11) in valore assoluto diventa: 

o h = I cos <p sen a o tm I (5.13) 

Da precisare che nella relazione (5.13) <p rappresenta la latitudine 
del punto O' ed a l'azimut dell'astro per la medesima località e per 
l'istante t'. 

La variazione o h è positiva per astri situati nell'emisfero celeste 
orientale, negativa per quelli nell'emisfero occidentale. 

5.3 - TRASPORTO DI UNA RETTA DI POSIZIONE 

Sia r (fig. 5.2) la retta di posizione, relativa alla lettura L eseguita 
all'istante t, tracciata sul piano nautico o sulla carta di Mercatore. 
Volendo utilizzare questo luogo per l'istante t', posteriore a t, si dovrà proce-
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dere al suo trasporto, considerando che ciascun suo punto si sposta 
secondo il moto del mobile. 

Basta pertanto tracciare da un punto di r la rotta vera, riportare su 
questa il percorso o m e per il suo estremo tracciare la retta I parallela 
ad r. 

y 

r r' 

x 

FIG. 5.2. 

Si considerino, ora, due rette di posizione: la prima, rI , relativa all'os
servazione eseguita nell'istante tI e calcolata per la posizione OsI, la 
seconda, r2 , relativa all'osservazione eseguita nell'istante t2 e calcolata per 
la posizione Os2. 

Sulla carta di Mercatore (o sul piano nautico) si fissa il punto OsI (fig. 
5.3) e si traccia rispetto a questo la retta rI . 

Riportando sulla rotta vera, tracciata da OsI, il percorso m effettuato 
dal mobile nell'intervallo t2 - tI, si fissa il punto Os2 per tracciare rispetto 
a questo la retta r2 • Per ottenere la posizione all'istante t2 occorre a 
questo punto effettuare il trasporto della retta rI , seguendo il procedi
mento dianzi indicato. Prendendo in considerazione il suo punto DI, 
questo risulterà spostato nel punto D{, per il quale si traccia la retta r{ 
parallela ad rI ; l'intersezione di r{ con r2 fornisce la posizione del mobile. 

Facilmente si nota dalla figura che basta fissare sulla carta nautica 
soltanto il punto OS2' tracciando rispetto a questo sia la retta r2 che la 
retta rI , calcolata quest'ultima rispetto al punto OsI. 
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Or dunque, per ottenere la posizione del mobile all'istante dell'ul
tima osservazione, al minimo due, se queste sono poco intervallate, le 
relative rette di posizione vanno calcolate e tracciate per la stessa posi
zione stimata e poi trasportate all'istante dell'ultima. Si tratta, così, di un 
trasporto grafico. Conviene, in tal caso, assumere quale punto stimato 
(punto di appoggio delle rette di posizione) quello relativo all'ultima 
osservazione, per poter rilevare dal grafico l'errore di stima (distanza tra le 
simultanee posizioni, stimata ed esatta). 

y 

y 

m x 

m 

x 

FIG. 5.3. 

Se le osservazioni sono molto intervallate, le rispettive rette di posi
zione vanno calcolate ciascuna per il rispettivo punto stimato. Sulla carta 
nautica viene fissato soltanto il punto stimato relativo all'istante rispetto al 
quale si desidera la posizione, tracciando rispetto a questo tutte le rette di 
posizione. In ciò consiste il trasporto analitico, intendendo per tale anche 
il calcolo della variazione della misura L trattata nel paragrafo precedente. 

Si ricorre al trasporto grafico quando intercorrono pochi minuti tra 
un'osservazione e l'altra, mentre si procede a quello analitico quando l'in
tervallo tra le osservazioni è dell'ordine di varie decine di minuti. 

Il trasporto risente di eventuali errori sulla rotta e sulla velocità e la 
sua incertezza aumenta col tempo. 

In presenza di un luogo di posizione circolare il trasporto consiste 
nello spostare il suo centro secondo il moto del mobile, tracciando 
rispetto a questo, con lo stesso raggio, la nuova circonferenza. 
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5.4 - TECNICA DI GAUSS DEI MINIMI QUADRATI 

Sia data una serie di m misure istantanee o quasi di uno stesso para
metro di navigazione e tra loro indipendenti, affette di errori aleatori di 
valore medio nullo e, di varianza nota. 

Il sistema (5.1) va ora così scritto, in analogia alla relazione (1.17): 

(5.14) 

Gli elementi del vettore y sono in questo caso le differenze tra le 
misure effettuate ed errate e quelle stimate, quelli del vettore e sono pro
prio gli errori o Li delle m misure. 

La posizione più probabile dell'osservatore (P P P), cioè il vettore di 
stato più probabile, detto anche vettore di stato ottima/e, di n elementi 
(n ~ m) ed indicato con X, suppone la condizione di minimizzare la 
somma dei quadrati degli elementi del vettore y - H x. Dev'essere per
tanto un minimo l'espressione: 

J = (y - H X)T (y - H x) 

e per questo occorre che: 

La (5.15) può scriversi: 

aJ 
-=0 ax 

(5.15) 

per cui la sua derivata rispetto ad x risulta essere data dall'espressione: 

che eguagliata a zero fornisce il desiderato vettore di stato ottimale: 

(5.16) 

La matrice di covarianza degli errori x - x è data da: 

Q = E [(x - x)(x - xf] 

che, tenendo presenti la (5.14) e la (5.16), diventa: 

Q = (H T H)-l 0 2 (5.17) 
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La (5.17) permette il calcolo di Q se nota la varianza degli errori di 
misura. 

In generale è sufficiente un solo ciclo di calcoli essendo il punto sti
mato non molto lontano da quello esatto; in caso contrario occorre reite
rare, assumendo: 

e per l'arresto del ciclo iterativo basta tener presente una opportuna 
norma della matrice Q. Un indice di bontà è dato da: 

(5.18) 

Come già detto, il metodo dei minimi quadrati richiede un numero 
di misure maggiore o almeno uguale al numero degli elementi del vettore 
di stato. Qualora le misure si susseguono nel tempo, sarebbe utile orga
nizzare i calcoli in maniera tale che i risultati ottenuti dalle m misure pos
sano essere utilizzati per ottenere la stima alla m + 1 misura. Ciò può 
essere ottenuto seguendo la tecnica dei minimi quadrati ricorsivi. 

Indicando con x (m) la stima ottimale relativa alle m misure e con 
I (m + 1) la differenza tra la (m + I)-ma misura effettuata e la corrispon
dente stimata calcolata, la stima ottimale conseguente alla (m + I)-ma 
misura può così ottenersi: 

x (m + 1) = x (m) + K (m) [I (m + 1) - h T (m + l) x (m)] (5.19) 

dove hT (m + l) x (m) rappresenta la predizione di I fatta sulla base della 
stima x (m). 

La matrice K (m) che compare nella (5.19) può essere calcolata ricor
sivamente: 

K(m)= Q(m)h(m+ I)[I+hT (m+ I)Q(m)h(m+ l)fl 

Q(m+ l) = [I-K(m)hT(m+ 1)]Q(m) 

(5.20) 

(5.21) 

dove Q (m) è la matrice di covarianza dell'errore di stima relativa alla 
m-ma misura. 

Una tale tecnica può essere applicata quando si procede alla determi
nazione della posizione se fermi o lentamente in moto, considerando 
istantanee o quasi sia le m misure che la (m + I)-ma. 

Le relazioni (5.19), (5.20) e (5.21) hanno delle analogie con quelle 
relative all'algoritmo del filtro ottimale di Kalman (vedi par. 7.5) 

Alla (5.16) si può pervenire anche nel seguente modo, considerando 
per semplicità rette di posizione. 
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La iesima di queste ha per equazione: 

Per essere: 

deve porsi: 

L o L7 = minimo 

a LO L7 
----= o 

a LO Ll 
----= o 

Si hanno, pertanto, le seguenti equazioni, dette di condizione: 

L hfi 01 + L hl; h2i 04> = L hli lei 

L hii 04> + L hli h2i 01 = L h2i lei 

che formano un sistema di primo grado e che può essere così scritto: 

N on riesce difficile individuare nella prima matrice del secondo 
membro il prodotto HTH e nella seconda il prodotto HT y, per cui può 
scriversi: 

Viene spontanea la seguente osservazione: la minimizzazione della 
somma dei quadrati degli errori o Li garantisce anche quella dei quadrati 
delle distanze del P P P dai luoghi di posizione errati. 

Questo permette di localizzare con estrema facilità il P P P nel caso 
del tracciamento sul piano nautico o sulla carta di Mercatore di tre rette 
di posizione ottenute con misure affette da errori aleatori. Infatti tale 
punto, situato nell'interno del triangolo formato dalle tre rette, per la pro
prietà testé enunciata, coincide col punto Greebe-Lemoine che, tra 
l'altro, gode delle seguenti proprietà: 

1) le tre rette che congiungono i punti medi dei lati del triangolo ai 
punti medi delle corrispondenti altezze concorrono nel P P P; 
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2) le tre ceviane per il P P P (le tre rette passanti per tale punto e per 
i vertici del triangolo) dividono ogni lato del triangolo in parti proporzio
nali ai quadrati degli altri due lati; 

3) le distanze del P P P dai lati del triangolo sono proporzionali alle 
lunghezze dei rispettivi lati; 

4) i piedi delle distanze di cui al numero precedente sono vertici di 
un altro triangolo del quale il punto più probabile è il baricentro: per
tanto questo secondo triangolo risulta inscritto nel primo e tra tutti i 
triangoli inscritti gode della proprietà che è minima la somma dei qua
drati dei suoi lati; 

5) sui lati del triangolo ed esternamente ad esso si costruiscano tre 
quadrati e si prolunghino i loro lati paralleli a quelli del triangolo dato, in 
modo da ottenere un nuovo triangolo: le congiungenti i vertici corrispon
denti dei due triangoli concorrono nel P P P; 

6) le simediane del triangolo concorrono nel PPP (s'intende per 
simediana la semiretta simmetrica alla mediana rispetto alla bisettrice). 

Risulta, pertanto, immediata la localizzazione del P P P nell'interno 
del triangolo alla luce specialmente delle proprietà di cui ai numeri 1, 
5 e 6. 

Con quattro o più rette di posizione la ricerca grafica del P P P 
nell'interno del poligono formato dalle rette è molto complessa. 

La fig. 5.4 mostra un diagramma di flusso per i calcoli del P P P con 
misure di altezze di astri e di rilevamenti di noti punti. 

5.5 - PUNTO PIÙ PROBABILE (PPP) NEL CASO DI UNA SOLA MISURA 

Si consideri di eseguire una sola misura di uno dei parametri di 
navigazione dopo un intervallo À t di moto da un punto di coordinate 
esatte. 

Il luogo di posizione, retta o piano, risulterà vicino alla posizione sti
mata se l'intervallo di moto è piccolo, lontano se è grande. Il non far 
parte la posizione stimata del luogo di posizione può essere giustificato 
nel primo caso da un errore più sulla misura che non sui dati del moto, 
inversamente nel secondo caso. 

Nella fig. 5.5, che non rispetta le giuste proporzioni, O rappresenta la 
posizione esatta di riferimento, Os quella stimata dopo l'intervallo À t di 
moto ed r la retta di posizione ottenuta dall'unica misura effettuata, la cui 
distanza da Os è indicata con p (p = Os D). 

Dando peso anche alla posizione stimata, cosa che in genere non 
viene fatta quando si hanno a disposizione più osservazioni, la posizione 
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Continua 

FIG. 5.4. 
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r 

l\t 

° 
FIG. 5.5. 

più probabile viene considerata nel baricentro del sistema di « forze» p e 
~ t (intervallo di tempo espresso in distanza), applicate rispettivamente in 
0 5 e D (fig. 5.6). 

0s ,-__________________ pp,P ________ ,D 

- - - - - - - - - - - - - - -~ ... - - - - - - -
P d p-d 

l\t 

FIG. 5.6. 

Indicando con d la distanza del P P P da O" si ha: 

da cui: 

pd= ~t(p-d) 

d= 
P ~t 

P + ~t 
(5.22) 
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Il P P P, situato sul segmento p, risulterà pertanto tanto più vicino 
alla posizione stimata quanto più piccolo è l'intervallo di moto e tanto più 
vicino al luogo di posizione quanto più grande è tale intervallo. 

5.6 - DETERMINAZIONE DELLA POSIZIONE IN VICINANZE DI COSTE 

Navigando in vicinanze di coste si misurano generalmente rileva
menti, distanze, angoli orizzontali, per cui i luoghi di posizione utilizzati 
sono semirette di rilevamento, circonferenze di uguale distanza e seg
menti circolari capaci. 

Con un solo punto cospicuo e noto sulla costa, la posizione viene 
ottenuta sia con misure istantanee o non di un rilevamento e di una 
distanza, che con misure intervallate di due rilevamenti. Tracciati i luoghi 
sulla carta nautica, si procede poi all'eventuale trasporto di uno di essi, da 
considerare necessario nel secondo caso. L'incertezza sulla posizione è 
minore con misura di rilevamento e distanza, essendo piccolo l'angolo 
d'incontro delle due semirette di rilevamento, dato il breve intervallo tra 
gli istanti delle due misure (vedi par. 6.2). 

Con due punti ben visibili si può procedere sia alla misura dei loro 
rilevamenti che delle rispettive distanze, eseguendo il trasporto di uno 
dei luoghi se non simultanei. L'incertezza sulla posizione viene minimiz
zata con l'incontro ortogonale dei due luoghi e ciò è ben intuibile (vedi 
ancora par. 6.2). 

Nel caso, poi, di tre punti a disposizione, la posizione viene general
mente ottenuta sia con la misura dei loro rilevamenti che dei due angoli 
orizzontali limitati dalle visuali osservatore - punti (la visuale al punto 
centrale fa parte del primo e secondo angolo). Tali angoli possono essere 
dati anche dalle differenze dei rispettivi rilevamenti quando questi sono 
simultanei. 

Le tre semirette di rilevamento, rese simultanee, generalmente si 
intersecano formando un triangolo; la posizione va ricercata nell'interno 
dello stesso seguendo la tecnica dei minimi quadrati. Se le semirette, ruo
tate di uno stesso angolo e nello stesso senso, si incontrano in un punto, 
con molte probabilità esse sono tutte affette da un errore sistematico pari 
all'angolo di rotazione. 

È ben noto il procedimento geometrico per individuare il centro del 
segmento circolare capace (vedi par. 4.12); di conseguenza riesce facile 
operare per ottenere la posizione con due di questi luoghi, anche se 
intervallati. 

Se i due angoli orizzontali sottesi ai tre punti sono simultanei, la 
posizione può essere ottenuta con uno speciale apparecchio detto stazio
grafo. 
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Esso consta, nelle linee schematiche, di un goniometro circolare 
metallico (fig. 5.7) graduato da 0° e 180°, verso destra e verso sinistra, e 
da tre bracci (alidade), anch'essi metallici; uno fisso sulla graduazione 0° 
(braccio centrale) e due mobili, orientabili secondo le dette graduazioni. 

FIG. 5.7. 

N oti gli angoli orizzontali al e a2, relativi alle coppie di punti della 
costa A, B e B, C, si orientano i bracci laterali secondo tali angoli e si 
poggia lo staziografo sulla carta nautica, spostandolo opportunamente in 
modo che ciascuna alidada passi per il suo rispettivo punto della costa. 
Trovato il giusto orientamento, il centro del goniometro indica la posi
zione dell'osservatore. 

Alcuni staziografi hanno nel centro del goniometro un foro nel quale 
l'operatore inserisce la matita la cui punta segnerà sulla carta la deside
rata posizione. Altri, invece, presentano al posto del foro una punta 
metallica che va premuta in modo da lasciare l'impronta sulla carta. 

Ben si comprende che le alidade orientate secondo gli angoli misu
rati materializzano le tre semirette di rilevamento; di qui la possibilità di 
schematizzare tale apparecchio su una carta trasparente che va poi ada
giata sulla carta nautica operando come prima descritto. 

Sempre con due angoli orizzontali simultanei, riferiti a tre punti della 
costa, oltre all'uso dello staziografo ed alla costruzione grafica dei due luo
ghi circolari, può essere tenuto in considerazione il seguente procedimento 
(fig. 5.8), semplice nell'esecuzione ed anche di agevole comprensione. 
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Dagli estremi delle basi A B e B C, cioè dai punti A e C, si traccino 
dalla parte dell'osservatore le normali alle basi stesse e dal punto interno 
B si traccino, sempre dalla parte dell'osservatore, due semirette inclinate 
sulle basi rispettivamente dagli angoli 90° - a.l e 90° - a.2 (entrambi gli 
angoli sono stati considerati minori di 90°). Tali semirette incontrano le 
citate normali nei punti D ed E; l'intersezione della perpendicolare alla 
congiungente DE abbassata dal punto B definisce la posizione O dell'os
servatore. 
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FIG. 5.8. 
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Per rendere minIma l'incertezza sulla posizione occorre, come già 
precedentemente detto, che i due luoghi s'incontrino ortogonalmente e 
ciò si verifica quando: 

con ~ l'angolo ARe. 
Se invece: 

è impossibile determinare la posizione in quanto il quadrilatero A B C O 
risulta inscritto in una circonferenza (fig. 5.9). 

Il punto ottenuto con due segmenti circolari capaci è noto come 
punto di Pothenot o punto a vertice di piramide, del quale si fa menzione 
in tutti i testi di trigonometria piana. 
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Utili in navigazione presso costa sono gli allineamenti, impiegati sia 
quali luoghi di posizione che quali rotte di sicurezza; per questo secondo 
scopo occorre che siano sensibili (vedi par. 4.13). 

Infine, in caso di necessità, anche le linee batimetriche possono 
essere di ausilio al navigante. Se queste sono regolarmente distribuite, 
basterà una sola informazione dello scandaglio per conoscere su quale 
isobata si trova la nave; in tal caso un rilevamento di un punto noto per
metterà di determinare la posizione con discreta precisione. 

B 

c 

o 
FIG. 5.9. 

Spesso, in zone pericolose per la navigazione, uno dei citati luoghi di 
posizione viene segnato sulla carta nautica allo scopo di utilizzarlo per 
rimanere nei margini di sicurezza, per cui la misura corrispondente viene 
denominata rilevamento, distanza, angolo orizzontale di sicurezza. La fig. 
5.10 tratta, ad esempio, il caso di un angolo orizzontale di sicurezza: per 
essere certi di evitare i pericoli segnati occorre che l'angolo sotteso ai due 
punti A e B sia minore di a. 

Non sembra, qui, fuori luogo accennare ai criteri da seguire per una 
buona condotta della navigazione in prossimità di costa. 

Occorre, anzitutto, utilizzare carte nautiche aggiornate ed a grande 
scala, non tralasciando di consultare il portolano e gli avvisi ai naviganti 
riguardanti la zona di mare interessata. 

Tenere in debito conto vento e corrente e fidarsi dello scandaglio. 
Rilevare quando la nave è stabile in rotta e, con mare agitato, 

quando il rollio ed il beccheggio sono meno vivi. Nel rilevare alla nor-
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male muovere il circolo azimutale in modo da non inclinare il piano del 
traguardo; osservare, poi, punti bassi sull'orizzonte e segnati sulla carta; 
ugualmente bassi sull'orizzonte debbono essere i due punti rispetto ai 
quali viene misurato l'angolo orizzontale col sestante o col circolo Amici -
Magnaghi. 

A 

FIG. 5.10. 

Col piano del traguardo inclinato, sistemato su bussola magnetica, si 
commette un errore sulla misura del rilevamento valutato con buona 
approssimazione dalla seguente relazione: 

tg d Ril = tg da = tg i tg h sen y 

con i l'angolo di inclinazione, h l'altezza del punto rilevato sull'orizzonte 
e y l'angolo tra il piano verticale dell'oggetto ed il piano verticale conte
nente la verticale errata. 

In due casi, pur con presenza dell'inclinazione i, è nullo tale errore: 
quando l'oggetto rilevato è sull'orizzonte (h = 0°) e quando è situato 
sulla circonferenza massima che contiene i due zenit, relativi rispettiva
mente alla verticale esatta ed a quella errata (y = 0°). 

La misura dell'angolo tra le visuali condotte a due punti alti sull'oriz
zonte non rappresenta la differenza d'azimut richiesta. In fig. 5.11 l'an-
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golo misurato tra le visuali condotte dall'osservatore O ai due punti A e B 
è indicato con p, mentre la differenza d'azimut con <X. La differenza tra 
questi due angoli aumenta con l'aumentare delle altezze dei due punti 
sull'orizzonte. 

E continuando sui criteri da tener presente, nel seguire un allinea
mento di guida, se vi è corrente o vento fresco al traverso, governare più 
a dritta o più a sinistra del necessario numero di gradi. 

z 

H 

z' 

FIG. 5.11. 

In prossimità di zone pericolose determinare la posizione con conti
nuità, preferendo i metodi più rigorosi. 

Infine, saper stimare ad occhio angoli e distanze: un occhio ben eser
citato è in grado di far navigare la nave in passi stretti ed in zone perico
lose soltanto con la stima delle distanze. 

Nel chiudere questa breve trattazione riguardante la navigazione in 
prossimità di costa va messo ben in evidenza il grande aiuto fornito dal 
radar, specialmente in presenza di nebbia ed in passi stretti. Dal radar 
vengono estratte anche informazioni per la posizione, quali rilevamenti e 
distanze. 
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5.7 - DETERMINAZIONE DELLA POSIZIONE IN CASI PARTICOLARI 

In particolari casi è richiesta un'alta precisione nella determinazione 
della posizione, quali rilievi idrografici, posa di cavi sottomarini, ricerche 
di idrocarburi in mare, prove di velocità e di evoluzione della nave ed 
ancora per accessi in porti, canali, estuari, resi questi ultimi spesso peri
colosi da cattive condizioni meteorologiche. 

Una posizione molto precisa è anche richiesta all'inizio di un atter
raggio; sovente, poi, la precisione molto spinta è desiderata anche con 
elevata frequenza. 

La posizione, in tutti questi casi, può essere ottenuta sia con tec
niche ottiche che con tecniche radioelettriche. 

I metodi di posizionamento con tecniche ottiche, oltre a quelli de
scritti nel paragrafo precedente (navigazione presso coste), comprendono 
anche quelli trattati nei testi di « Manovra navale» per la determinazione 
dei parametri della curva di evoluzione della nave. Questi ultimi si divi
dono in due categorie a seconda che le misure vengono effettuate a 
bordo o a terra. Il metodo « Risbec», per esempio, appartiene alla prima 
categoria, quello delle « basi esterne» alla seconda. 

Le tecniche radioelettriche permettono di ottenere, come già prece
dentemente accennato, distanze da punti noti, oppure differenze e 
somme di distanze da due punti noti; di qui luoghi di posizione piani: cir
colari, iperbolici ed ellittici. 

I relativi sistemi utilizzano frequenze comprese nella gamma delle 
UF, UHF, SHF con impiego di piccole potenze; di conseguenza: portate 
molto limitate (sistemi a breve raggio) e l'impiego di antenne e trasmetti
tori di modeste dimensioni. Questi ultimi sono talmente miniaturizzati da 
poter essere facilmente trasportati ed installati da una sola persona. È 
possibile, pertanto, spostare a piacimento le stazioni in modo da avere i 
reticolati dei luoghi di posizione lì dove sono necessari. 

Dovendo, per esempio, effettuare ricerche in vicinanza di una costa 
per un certo periodo, si installeranno ivi nel miglior modo le stazioni 
radiotrasmittenti (o i risponditori, se il trasmettitore-ricevitore è a bordo), 
che verranno poi recuperate a lavoro ultimato. 

I ricevitori forniscono con continuità le misure, i cui valori, oltre ad 
essere opportunamente trasferiti su nastri magnetici, appaiono digitaliz
zati su quadranti; se muniti di microprocessori, danno la posizione sia in 
coordinate geografiche che piane (cartesiane o polari). 

Oltre ai dati di posizione vengono registrati quelli del tempo e quelli 
delle specifiche misure di rilievo idrografico effettuato, per poi procedere 
all'elaborazione a campagna idrografica conclusa. 
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5.8 - DETERMINAZIONE DELLA POSIZIONE CON TERRA ELLISSOIDICA 

Com'è noto, la forma geometrica della Terra che più si avvicina al 
geoide è l'ellissoide di rotazione, i cui parametri sono ben noti. Pertanto, 
per un'accurata determinazione della posizione occorre riferirsi alla sua 
superficie, in ogni punto della quale la verticale (normale geoidica) può 
,essere considerata coincidente con la normale alla superficie, dato il pic
colissimo valore dell'angolo di deviazione della verticale: dal che nessuna 
differenza tra coordinate ellissoidiche e geografiche (astronomiche o geo
detiche). 

Misurare la distanza tra due punti della superficie ellissoidica signi
fica ottenere il valore dell'arco di geodetica passante per questi; il luogo 
di posizione non è più una circonferenza minore, come avviene nel caso 
di Terra sferica (sfera di Gauss, che conserva le latitudini geografiche). 

Si pensi pure alla circonferenza di altezza considerata sulla sfera 
celeste e proiettata sulla superficie terrestre. 

Il rilevamento (o azimut) di un punto noto fornisce l'angolo tra il 
meridiano del mobile ed una ben definita sezione normale (quella rela
tiva al piano verticale di collimazione) che non coincide con la geodetica 
passante per il punto ed il mobile; di conseguenza la differenza di rileva
mento tra due punti rappresenta l'angolo tra due sezioni normali. 

Non è difficile qui pensare ad un diverso andamento, rispetto al caso 
sferico, della curva d'azimut e di quella di uguale differenza d'azimut; se 
tale differenza è uguale a 0° o 180° il luogo di posizione è definito dalla 
sezione normale relativa al piano verticale passante per i due punti. È 
ancora una sezione normale il luogo di posizione del mobile quando 
questo viene rilevato da un punto noto. 

Molte di queste osservazioni restano, però, pure disquisizioni, se ci 
si riferisce a misure effettuate rispetto a punti non molto lontani, per cui 
rimane valido operare sulla sfera. Il problema della sostituzione dell'ellis
soide alla sfera resta soltanto per misure di distanze, di differenze o di 
somme tra queste, relative a punti molto lontani (varie centinaia di 
miglia), misure che possono essere effettuate soltanto con tecniche 
radioelettriche. 

Le radioonde si propagano proprio secondo linee geodetiche e le 
distanze misurate relative a punti lontani vanno intese quali archi di geo
detiche; con differenze o somme di distanze i relativi luoghi di posizione 
sono iperboli o ellissi ellissoidiche. 

Ancora l'ellissoide viene tenuto in considerazione negli algoritmi per 
la determinazione della posizione con misure di distanze o di differenze 
di distanze da satelliti artificiali. 
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INCERTEZZA DELLA POSIZIONE 

6.1 - GENERALITÀ 

Gli errori sulle misure dei parametri di navigazione, come su qual
siasi altra misura, constano generalmente di una componente aleatoria e 
di una sistematica. 

L'influenza della componente aleatoria può con speciali accorgimenti 
essere ridotta ma mai eliminata, al contrario di quella sistematica, denomi
nata bias dagli anglosassoni, che può essere corretta o eliminata, essendone 
quasi sempre nota la causa o la legge secondo la quale viene generata. A 
volte, però, piccoli errori di natura sistematica vengono inclusi nel rumore. 

Gli errori di misura inficiano i luoghi di posizione: di qui le loro 
rispettive incertezze e quella, poi, della posizione ottenuta. È sulla preci
sione di quest'ultima che ci si vuole un po' intrattenere in questo capi
tolo, sia dal lato deterministico che da quello statistico. 

6.2 - VALUTAZIONE DETERMINISTICA DELL'INCERTEZZA DELLA POSIZIONE 

Per tale valutazione i luoghi di posizione vengono considerati affetti 
da date incertezze, prendendo in esame prima il caso piano e poi quello 
spaziale. 

6.2.1 - Caso piano 

La fig. 6.1 considera la posizione ottenuta dall'intersezione delle due 
rette di posizione r) ed rZ, affette rispettivamente delle incertezze ± ò s) 
e ± Ò S2, valori massimi. 

La posizione del mobile va ricercata all'interno o al massimo sul 
perimetro del parallelepipedo A B CD, detto parallelogramma degli errori 
o parallelogramma di certezza o d'incertezza. 

La valutazione dell'incertezza della posizione può essere fornita dal
l'area di tale parallelogramma o dalla lunghezza della sua semidiagonale 
maggiore. 
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L'area S del parallelogramma è data da: 

S= AB· CF 

ma: 

AB = AE cosec a = 2 o SI cosec a CF = 2 o S2 

per cui: 

S= (6.1) 
sen a 

FIG. 6.1. 

La semidiagonale maggiore d risulta, tenendo presente il triangolo 
OCK: 

d = (CK2 + OK2 + 2 CK· OK cos a)1I2 

ma: 

CK = CG cosec a = o SI cosec a OK = OH cosec a = o S2 cosec a 

e quindi: 

1 
d = --- (o si + o s~ + 2 o SI o S2 cos a)II2 (6.2) 

sen a 
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Per ex. = 90° si ha la minima incertezza; in tal caso: 

risultando il parallelogramma un rettangolo di lati o s) e o S2 ed ancora un 
quadrato se o s) = o S2. 

Con o s) = ± 1 mg, o S2 = ± 2 mg e per ex. = 30° risultano S = 16 mg2 

e d = 5.8 mg; con le stesse incertezze e per ex. = 90° Smin = 8 mg2 e 
dmin = 2.24 mg. 

La fig. 6.2 riguarda la determinazione della posizione con le tre rette 
di posizione '), '2 ed '3, affette rispettivamente delle incertezze ± o S), 

± o S2 e ± o S3. Sono diversamente indicati i tre parallelogrammi d'errori 
relativi agli accoppiamenti delle rette ') - '2, ') - '3, '2 - '3; parti di tali 
parallelogrammi capitano nell'interno del triangolo O) O2 0 3 formato dalle 
tre rette di posizione e ciò si verifica sempre, per qualsiasi importo delle 
incertezze. 

FIG. 6.2. 

Di qui la ricerca del punto più probabile nell'interno del triangolo 
seguendo una delle costruzioni di cui al par. 5.4. 

Se le rette ') ed '2 di fig. 6.1 sono due rette di distanza o d'altezza di 
pari incertezza (valore e segno), dovuta ad esempio ad un errore sistema
tico sulle misure, il mobile si trova sulla bisettrice della coppia di angoli ex. 

definita dalla relazione ex. = 180° - Il a, con Il a la differenza d'azimut tra i 
due punti noti o tra i due astri. 

La bisettrice, com'è noto, viene denOlflinata bisettrice di distanza o 
d'altezza che s'identifica con la retta iperbolica relativa alla differenza tra 
le due distanze o le due altezze misurate. 
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Non è superfluo rammentare che la coppia di angoli interessata alla 
bisettrice può essere individuata dalla combinata convergenza e diver
genza delle freccette di cui vengono munite le rette di posizione, indi
canti le direzioni azimutali dei due punti noti o dei due astri. 

Con la presenza anche di un errore aleatorio la bisettrice diventa un 
luogo errato, la cui incertezza ha per espressione la (3.17) che qui si 
riporta: 

1 f:..Z o s = ± - cosec -- o f:.. d 
2 2 

Se o d, e o d2 sono gli errori complessivi sulle due distanze (o sulle 
due altezze), indicando con o ds la componente sistematica comune e 
con o da' e o da2 quella aleatoria per l'una e l'altra distanza, si ha: 

L'errore o f:.. d risulta essere: 

con d, e d2 le distanze esatte e d'n d2e quelle misurate ed errate. 
Essendo: 

risulta: 

per cui l'incertezza della bisettrice diventa: 

1 f:..Z o s = ± - cosec-- (o da' - O da2 ) 
2 2 

Il minimo valore di o s si ottiene con f:.. Z = 180°, in tal caso: 

e la bisettrice viene detta bisettrice ottima. 
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Due rette di distanza o d'altezza permettono, dunque, di avere un 
luogo di posizione esente dall'errore sistematico, la bisettrice di distanza 
o d'altezza. 

Si considerino, ora, rette di distanza o di altezza le tre rette di fig. 6.2. 
Affette soltanto dello stesso errore sistematico, la posizione va individuata 
nel punto d'incontro delle bisettrici (almeno due) degli angoli del triangolo, 
opportunamente definiti. Tale punto cade all'interno o all'esterno del trian
golo secondo che la somma di due differenze d'azimut consecutive dei 
punti considerati per la misura delle distanze o degli astri sia maggiore o 
minore di 180°. Se poi le tre direzioni azimutali sono uniformemente distri
buite nell'orizzonte, se cioè le differenze d'azimut dei punti o degli astri 
sono tutte uguali a 120°, l'incontro delle bisettrici coincide col P P P. 

La distanza del punto ottenuto dall'incontro delle bisettrici da una 
delle tre rette rappresenta l'importo dell'errore sistematico. Per le rette di 
distanza tale errore è positivo se le direzioni azimutali sono rivolte verso 
il punto, altrimenti è negativo; al contrario per le rette d'altezza (conside
rando l'errore sulle altezze e non sulle distanze zenitali). 

Poca fiducia occorre porre sul punto d'incontro delle bisettrici 
quando oltre all'errore sistematico è certa la presenza di un errore alea
torio sulle tre rette, specialmente se l'incontro delle bisettrici cade 
all'esterno del triangolo. 

Con quattro o più rette di posizione, come già accennato nel par. 5.4, 
la ricerca grafica del P P P nell'interno del poligono formato dalle rette è 
molto complessa. 

Nel caso specifico di quattro rette di distanza o di altezza affette di 
errore sistematico è possibile ottenere la posizione dall'intersezione di 
due bisettrici ottime; per questo occorre che la differenza d'azimut tra i 
punti noti o tra gli astri sia di 90°. 

Se le zone d'altezza delle due coppie di rette rispetto alle quali vengono 
tracciate le bisettrici hanno uguale ampiezza, la distanza del punto ottenuto 
dall'incontro delle bisettrici da una delle quattro rette fornisce per l'appunto 
l'importo dell'errore sistematico. Per il segno di tale errore vale quanto pre
cedentemente esposto trattando il caso di tre rette di distanza o d'altezza. 

Se le zone non hanno pari ampiezza, l'errore sistematico può essere 
considerato uguale alla media delle due distanze del punto d'incontro 
delle bisettrici da una retta di ciascuna coppia. Indicando con dI e d2 tali 
distanze, si ha: 

con Oes la deviazione standard di tale errore, poco attendibile dato l'esi
guo numero delle misure a disposizione (soltanto due). 



140 Determinazione della posizione in navigazione 

Evidentemente dev'esserci concomitanza di orientamento delle frec
cette riportate dalle rette per indicare le direzioni azimutali rispetto al 
punto ottenuto dall'intersezione delle bisettrici. In caso contrario, una 
delle quattro rette risulta affetta di un sensibile errore aleatorio, per cui si 
consiglia di essere cauti nell'affidarsi alle bisettrici; meglio localizzare il 
mobile nel poligono formato dalle rette. 

6.2.2 - Caso spaziale 

Come nel caso piano, considerando due piani di posizione derivanti 
da misure di distanze da due punti dello spazio affette soltanto di errore 
sistematico, si può parlare di un piano di posizione esente da tale errore, 
piano che biseca la coppia di angoli diedri a ottenuta dal loro incontro, 
legata all'angolo p tra le direzioni ai due punti dello spazio dalla rela
zione: 

U n tale piano non è altro che il risultato della linearizzazione, in 
prossimità della posizione stimata dell'osservatore, dell'iperboloide di 
rotazione relativo alla differenza delle due distanze misurate. 

Senza andare oltre su tale argomento, si consideri la posizione otte
nuta da tre generici piani di posizione, indicati con UI U2 e U3 , affetti 
rispettivamente delle incertezze ± o SI, ± o S2 e ± o S3, valori massimi. 
La posizione del mobile va ricercata nell'interno o al massimo sulla 
superficie del parallelepipedo formato dai luoghi esatti, parallelepipedo 
degli errori o parallelepipedo di certezza o d'incertezza. 

Ragionando similmente al caso piano, la valutazione dell'incertezza 
della posizione viene fornita dal volume di tale parallelepipedo o dall'en
tità della sua semidiagonale maggiore. 

Detti a e p gli angoli d'intersezione (angoli diedri) rispettivamente 
tra i piani UI e U2, UI e U3, il volume risulta espresso da: 

8 OSI OS2 OS3 
V=------

sen a sen p 

mentre la semidiagonale maggiore da: 

1 

(6.4) 

d = ----- [(os? + osi + 2 OSI OS2 cosa) sen2 p + OS? sen2a + 
sena senp (6.5) 

+ (os? + osi + 2 OSI OS2 cosa)112 sena sen 2 P]1I2 
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Di qui la minima incertezza per ex = p = 90°; in tal caso: 

d· = (s. S2 + o S2 + o S2)l/2 rnm U I 2 3 

Con o SI = ± 1 mg, o S2 = ± 3 mg, o S3 = ± 2 mg e per ex = p = 30° 
risultano V = 192 mg3 e d = 10.2 mg; con le medesime incertezze e per 
ex = p = 90° Vrnin = 48 mg3 e drnin = 3.74 mg. 

6.3 - VALUTAZIONE STATISTICA DELL'INCERTEZZA DELLA POSIZIONE 

Supponendo annullata la componente sistematica degli errori sulle 
misure effettuate, si rimane in presenza soltanto di quella aleatoria, la cui 
influenza sulla precisione della posizione non è affatto trascurabile. 

6.3.1 - Volume e zona di certezza (o d'incertezza) statistica 

È noto che all'errore o L sulla misura L di un dato parametro di navi
gazione corrisponde l'incertezza o s del relativo luogo di posizione, da cal
colare con la (1.18). 

Degli errori di misura o Li di un dato parametro di navigazione, con
siderati aleatori gaussiani, è possibile calcolare la deviazione standard OoL 

e da questa ottenere di conseguenza quella della incertezza 00S del corri
spondente luogo di posizione. 

Tanto premesso, dato un luogo di posizione, ottenuto a seguito della 
media di una serie di misure, se si considerano, a guisa del caso determi
nistico, altri due luoghi paralleli e distanti dal primo di ± 0 0" si viene a 
delimitare un volume o una superficie (o striscia) in cui si trova il luogo di 
posizione esatto (piano o retta di posizione) con una probabilità del 68.27%. 

Similmente, se la distanza di questi due luoghi dal primo è di 
± 0.6745 00s si ha il volume o striscia con probabilità del 50%, assu
mendo la denominazione, in questo specifico caso, di volume probabile e 
striscia probabile. 

Si consideri, ora, la determinazione della posizione con tre piani di 
posizione opportunamente orientati, ottenuto ciascun piano da una serie 
di misure con l'ipotesi che gli errori commessi sulle misure della prima 
serie siano indipendenti da quelli commessi sulle misure delle altre due 
serie, errori, per ogni serie, di natura aleatoria gaussiana (valore medio 
nullo e con deviazione standard 00L (i = 1,2,3). 

J 

Tenendo presente per i tre piani i volumi di certezza (o d'incertezza) 
relativi alla probabilità del 68.27%, costruiti con ± 0os, (i = 1,2,3), si ot
tiene un parallelepipedo: la probabilità che la posizione del mobile capiti 
all'interno di questo è solamente del 31.8% (prodotto delle probabilità. 
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Nel caso piano le due strisce di probabilità del 68.27%, costruite con 
± oos; Ci = 1,2), danno luogo ad un parallelogramma e la probabilità che 
la posizione del mobile capiti nel suo interno è del 46.6%. 

I contorni del parallelepipedo e del parallelogramma non sono però 
luoghi di uguale densità di probabilità; basti pensare, nel caso del paralle
logramma, a due uguali e limitate aree, l'una situata nei pressi del centro 
e l'altra presso uno dei vertici: la probabilità che la posizione capiti nella 
prima area è maggiore di quella relativa alla seconda. 

La figura 6.3 considera la posizione ottenuta con tre piani, Ui 

(i = 1,2,3), ciascuno affetto di una propria incertezza o Si (i = 1,2,3). I 
punti O ed Oe rappresentano rispettivamente la posizione esatta ed errata 
del mobile. Nel punto O è ubicata l'origine di una tema di assi cartesiani 
comunque orientata. 

y 

FIG. 6.3. 

Considerando in O il versore iii della normale al piano di posizione 
errato U ie , si ha: 

- -> 
n i · O Oe = o Si 

relazione che risulta così esplicitata: 

ai x + biy + Ci Z = o Si (6.6) 

con ai, bi, Ci i coseni direttori del versore iii rispetto agli assi coordinati ed 
x, y, Z le coordinate del punto errato Oe. 
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Per i tre piani di posizione considerati, tenendo presente la (6.6), si 
ottiene il seguente sistema, scritto in forma compatta: 

Ax = s (6.7) 

con A la matrice (3 x 3) dei coseni direttori dei versori delle normali 
abbassate dalla posizione esatta ai piani errati, x il vettore colonna delle 
coordinate della posizione errata, s il vettore colonna delle incertezze dei 
tre luoghi di posizione. 

Le tre coordinate x, y, z sono delle variabili aleatorie gaussiane con 
valori medi nulli e con deviazioni standard rispettivamente 0x, 0y, o" 
facilmente calcolabili in funzione di o Si, ma, al contrario delle incertezze, 
non sono indipendenti. Infatti, non c'è ragione perché siano nulli i nume
ratori dei coefficienti di correlazione: 

E [xy] E[x z] E [y z] 

È però possibile trovare quel particolare orientamento degli assi car
tesiani da rendere nulli tali numeratori: i nuovi assi vengono denominati 
assi principali del sistema (6.7). 

Essendo, come già detto, i componenti del vettore x variabili aleato
rie gaussiane, la loro densità di probabilità è data da: 

1 _~XTQ-IX 
P (x) = P (x, y, z) = e 2 (6.8) 

(2 rey/21 Q 1
1/2 

con Q la matrice di covarianza delle variabili x, y, z: 

CIX'I E [xy] E Ix Zl) 
Q = E[xxT

] = E[yx] E [y2] E [y z] 

E[zx] E [zy] E [Z2] 

e con 1 Q j112 la radice quadrata del determinante della stessa matrice che è 
simmetrica e definita positiva. 

L'esponente della (6.8) è una forma quadrati ca per cui la sua espres
sione xT 

Q-I x = c2 definisce una superficie Sc sulla quale la densità di 
probabilità è costante ed uguale a pc. Annullandosi la densità all'infinito 
in tutte le direzioni ed in virtù della simmetria delle leggi di probabilità, 
la superficie Sc è chiusa ed appartiene ad un solido con centro nell'origine 
degli assi, un ellissoide come si noterà appresso. 
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Rispetto a quel particolare orientamento della terna cartesiana, 
sempre con origine in 0, che rende nulli i coefficienti di correlazione, la 
matrice di covarianza delle nuove coordinate x, y', i, tra loro indipen
denti, è data da: 

con 0x', Oy', ai le deviazioni standard delle nuove coordinate. 
La densità di probabilità nel caso specifico risulterà: 

_-.l(~+~+~) 
p (x') = p (x, y', i) = --------- e 2 a~, a} a;, 

(2 n)312 0x' Oy' ai 
(6.9) 

e l'espressione esponenziale: 

(6.10) 

indica ora con chiarezza che la superficie di uguale densità di probabilità 
Pc è quella di un ellissoide i cui assi coincidono con quelli della nuova 
terna cartesiana. I semiassi dell'ellissoide sono dati da: 

(6.11) 

Ritornando alla (6.8), l'integrale: 

p= f p(x,y,z)dxdydz 
)P:O; Pc 

(6.12) 

dà la probabilità che un punto di coordinate x, y, z si trovi all'interno 
dell'ellissoide sulla superficie del quale la densità di probabilità è Pc. Tra i 
tanti ellissoidi di probabilità, ciascuno riferito ad un dato valore di P, 
quello relativo a P = 0.5 è detto ellissoide d'errore probabile nell'interno 
del quale si trova il 50% delle posizioni del mobile. 

Tenendo presente la (6.9) e la (6.10), la probabilità P data dalla 
(6.12) risulta: 

P= ___ 1 ___ fC

oe
--!-c2 

dx dy' di 
(2 n)3/2 Ox' Oy' ai ) 

(6.13) 
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Per l'integrazione della (6.13) si consideri un sistema di coordinate 
sferiche polari con origine nel punto 0, l'asse polare coincidente con 
l'asse i ed il piano polare di riferimento contenente l'asse x'. Dette p, a, 

. p tali coordinate ed esprimendo ciascuna coordinata cartesiana in unità di 
rispettiva deviazione standard, si ha (fig. 6.4): 

X' 
--- p cos p cos a 

o'" 

y' 
p cos p sen a ---

oy' 

i 
--- p sen p 

Oz' 

per cui il parametro c risulta uguale al raggio vettore p ed il volume infi
dx dy' di 

nitesimo ------ a p2 dp da dp cosp. 
o'" oy' Oz' 

, / 

I 0 / I 

-:-~-: 

nL/,,---J 
/' I 

, I / 
/ ' / 

~" " ..... I " 

x' 

°x' 

FIG. 6.4. 
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Tanto sostituendo nella (6.13) si ottiene: 

Essendo poi: 

~>2 e _-}p2 dp = _ ~> d (e _-}p2) = _ p e _-}p2 +~: e _-}p2 dp 

1 2 

e risolvendo l'ultimo integrale mediante lo sviluppo in serie di e -2 p SI 

giunge, per essere p = c, a: 

,[2n [_~C2 c3 c5 c7 c9 cll 
] 

p= -ce 2 + c--+---+--- + ... (6.14) 
11: 6 40 336 3456 42240 

espressione che lega la probabilità P col parametro c che caratterizza gli 
ellissoidi di probabilità; l'espressione è rappresentata dal grafico di 
fig. 6.5. 

Per P = 0.5 risulta c = 1.535 . 

. 9 
p 

.8 

.7 

.6 

.5 

.4 

.3 

.2 

.1 

c 
o 

o .2 .4 .6 .8 1.2 1.4 1.5 l.B 2 2.2 2.4 

FIG. 6.5. 
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Agli ellissoidi di probabilità possono essere sostituite, con buone 
approssimazioni, delle sfere, dette sfere di probabilita, i cui raggi risultano 
pressappoco uguali alla media dei loro rispettivi semiassi; per l'ellissoide 
d'errore probabile si ha, quindi, la sfera d'errore probabile il cui raggio è: 

rSEP = 0,51 (ox' + Oy' + Oi) (6.15) 

6.3.2 - Caso piano 

In caso di determinazione della posizione nel piano con due luoghi 
rettilinei la densità di probabilità è data da: 

per essere: 

con: 

_ (E [x 2
] 

Q - E [yx] 

E [xy] = rox 0y 

L'espressione ad esponente della (6.16): 

(6.17) 

esprime l'equazione della curva piana chiusa Un con centro nel punto 
origine degli assi cartesiani comunque orientati, punto O di fig. 6.6, con r l 

ed r2 le due rette di posizione esatte ed rle e r2e quelle errate. Su tale 
curva, un'ellisse, la densità di probabilità è costante ed uguale a pc. 

Come nel caso precedentemente analizzato (localizzazione con piani 
di posizione), viene considerata quella particolare coppia di assi carte
siani, sempre con origine in O, per la quale si annulla il coefficiente di 
correlazione: 

E [xy] 
r= 
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La (6.16), di conseguenza, acquista la seguente espressione: 

1 - -.L (:x'22 + Y'22) 
P (X) = P (x',y') = ----e 2 Or Oy' 

2 1t 0x' 0/ 
(6.18) 

avente ad esponente l'equazione canonica di un'ellisse: 

x'2 y'2 
--2- + -2- = C2 

Ox' 0/ 
(6.19) 

cui semiassi, situati sui nuovi assi cartesiani, sono dati da: 

(6.20) 

r j ::: x" 

Pertanto la probabilità che un punto si trovi nell'interno dell'ellisse 
sulla quale la densità di probabilità è Pc, tenendo presente la (6.18) e la 
(6.19 è data: 

p = __ 1 __ fe
oe 
-i- C2 dx' dy' 

2 1t 0x' Oy' ) 
(6.21) 

Per l'integrazione della (6.21), come già fatto nel paragrafo prece
dente, viene considerato un sistema di coordinate polari con origine nel 
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. punto O e con l'asse polare coincidente con l'asse x (fig. 6.7). Le coordi
nate p, e sono legate a quelle cartesiane x, y', rispettivamente espresse in 
unità o" e 0y', dalle relazioni: 

x 
p cos e 

o" 

y' 
p sen e 

Oy' 

per cui si ricava: 

dx dy' 
c = p p d p de 

e la (6.21) risulta: 

(6.22) 

y' 

0y' 

x' 

Ox' 

FIG. 6.7. 

Ad ogni valore di P corrisponde un dato valore di c e quindi una data 
ellisse di probabilità; per P = 0.5 risulta c = 1.1774 e la relativa ellisse, 
elhsse d'errore probabile, ha per semiassi: 
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Se la generica coppia di assi cartesiani è invece vincolata alle due rette 
di posizione, per esempio uno degli assi coincidente con la retta rl di fig. 6.6 
e l'altro a questa normale, le coordinate del punto Oe sono date da: 

x" = O Q + Q H = o S2 cosec a + o S1 cotg a 

y" = HOe = o SI 

(6.23) 

Di qui la considerazione che, al contrario delle incertezze dei due 
luoghi di posizione, le coordinate x" ed y" non sono indipendenti. 

Tenendo presente le (6.23), le varianze delle due coordinate ed il 
loro coefficiente di correlazione sono: 

2 2 t2 2 2 
0x" = OasI CO g a + 00s2 cosec a 

(6.24) 
00S1 cotg a 

r = ------""'"---=-------
( 0 2 cotg2 a + 0 2 cosec2 a)1I2 OSI oS2 

La (6.17) per questo nuovo orientamento di assi va così riscritta: 

1 ( x'f2 x" y" y" 2 ) 
---2r +-- = c2 

1 - r 2 o~, 0x" Oy" a} 

espressione che per le relazioni (6.24) diventa: 

(6.25) 

ed ancora: 

A x" 2 + B x" y" + C y" 2 + D = O (6.26) 

con: 

sen2 a sena cosa 
A= B =-2 2 2 

00s2 00s2 

cos2 a 1 
D = - c2 C= +--

2 2 
00s2 OasI 

(6.27) 

La (6.26) rappresenta l'equazione di un'ellisse per essere: 
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Per riferire l'ellisse a quella già nota coppia di assi cartesiani (O x y') 
rispetto alla quale è nullo il coefficiente di correlazione delle due relative 
coordinate, coppia i cui assi coincidono con quella della curva, occorre 
tener conto delle seguenti relazioni di corrispondenza, facilmente deduci
bili dalla fig. 6.8 

con: 

x' = O S - p Q = x cos p - y' sen p 

y" = Q S + Oe p = x sen p + y' cos p 

Queste, sostituite nella (6.26), danno: 

Al = A cos2 P + B sen p cos p + C sen2 p 

BI = B cos 2 P - (A - C) sen 2 p 

Cl = A sen2 p - B sen p cos p + C cos2 P 
D l = D 

y" 

FIG. 6.8. 

°e 
~ 
1\ 

i-J 
113\ 
I \ 
I \ 
I \ 

\ 
I \Q PL __ 

R s X "- ..= ~ l 

(6.28) 

(6.29) 

Per ottenere dalla (6.28) l'equazione canonica dell'ellisse bisogna che 
sia in essa BI = O; dalla seconda delle (6.29) risulta di conseguenza: 

B 
tg 2 P = A _ C (6.30) 
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e quindi per la (6.27): 

(6.31) 

Con BI = 0, tenendo presente la (6.28), i due semiassi dell'ellisse 
risultano: 

(6.32) 

Sommando e sottraendo, membro a membro, le relazioni Al e Cl 
(prima e terza delle (6.29), si ricava: 

Al + Cl = A + C 

A l - Cl = (A - C) cos 2 P + B sen 2 p 

esprimendo sen 2 p e cos 2 p in funzione di tg 2 P e tenendo presente la 
(6.30) si perviene, sommando e sottraendo ancora membro a membro, a: 

1 
Al = - [(A + C) + J B 2 + (A - C)2] 

2 

l 
Cl = - [(A + C) - J B 2 + (A - C)2 ] 

2 

relazioni, queste, che con la quarta delle (6.29), in virtù poi delle (6.27), 
permettono di esplicitare le (6.32), ottenendo: 

2 

ai,2 = c 2 [(a~S1 + a~s) ± J (ais 1 + ais)2- 4 ais1 ais2 sen2 (X] (6.33) 
2 sen (X 

La (6.31) e le (6.33) permettono, dunque, di calcolare, in funzione 
delle deviazioni standard delle incertezze dei due luoghi di posizione e 
del loro angolo d'intersezione, sia i semiassi dell'ellisse che l'orienta
mento del maggiore rispetto alla retta 'l. 

Dal confronto tra le relazioni (6.33) e (6.20) si ricavano le varianze e 
quindi le deviazioni standard delle coordinate x' ed y' riferite alla coppia 
di assi cartesiani con l'origine nel punto esatto 0, centro dell'ellisse, e 
coincidenti con quelli della curva stessa: 
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Le deviazioni standard Ox' e Oy' esprimono le dimensioni dei due 
semiassi dell'ellisse di probabilità P = 0.393 (P = 39.3%), ellisse definita 
da c = 1 e per questo denominata ellisse unitaria. 

Analogamente al caso spaziale, alle ellissi di probabilità è più conve
niente sostituire delle circonferenze dette circonferenze di probabilità, le 
cui aree sono note quali cerchi di probabilità o cerchi di certezza o incer
tezza statistica. 

Il raggio di una circonferenza di probabilità ha una lunghezza com
presa tra quelle dei due semiassi della corrispondente ellisse; in prima 
approssimazione tale lunghezza può essere considerata uguale alla media 
delle lunghezze dei due semiassi dell'ellisse. 

Pertanto il raggio del cerchio di errore probabile (C E P = circular 
error probable) è dato da: 

rCEP = 0.59(0x'+oy,) (6.35) 

relazione affidabile quando il rapporto oy'/ox' risulta compreso tra 0.15 
ed 8. 

In verità esistono procedimenti più rigorosi per sostituire ad un ellis
soide o ad una ellisse di data probabilità una sfera od una circonferenza, 
procedimenti che per brevità si omettono. 

Nella trattazione fin qui condotta gli ellissoidi e le ellissi di probabi
lità sono stati considerati centrati nel punto esatto; nulla vieta conside
rarli centrati nel punto errato, dato lo spostamento parallelo dei piani e 
delle rette di posizione dovuto alle loro relative incertezze. 

6.3.3 - Ancora sui semiassi dell'ellissoide e dell'ellisse di probabilità 

Si consideri l'ellissoide di probabilità riferito alla primitiva tema car
tesiana 0, x, y, z. Il quadrato della lunghezza di un suo qualunque 
semiasse, avendo per estremi un punto della superficie ellissoidica e l'ori
gine del sistema stesso (centro del solido), è dato dall'espressione: 

(6.36) 

con la condizione che le coordinate del vettore x appartengano alla super
ficie: 

(6.37) 

Per i semiassi principali l'espressione (6.36) dovrà essere un mas
simo (o un minimo), per cui è necessario che siano nulle le sue derivate 
rispetto agli elementi di x che giacciono sulla superficie (6.3 7). 
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Introducendo il moltiplicatore lagrangiano À e tenendo presente la 
condizione (6.37), la funzione da massimizzare (o da minimizzare) è: 

la cui derivata parziale rispetto al vettore x risulta: 

af(x) = 2 x - 2 À Q-l X 

ax 

(6.38) 

(6.39) 

Uguagliando a zero la (6.39) si ottiene l'equazione che dev'essere 
soddisfatta dalle coordinate degli estremi dei semiassi principali: 

(6.40) 

La (6.40) può essere scritta anche nel seguente modo, dato che la 
matrice Q è non singolare: 

[Q - À I] x = O 

Questa equazione ammette soluzione non banale se: 

det[Q - À I] = O (6.41) 

relazione, quest'ultima, che rappresenta l'equazione caratteristica della 
matrice Q, polinomio di terzo grado in À. Le sue tre radici caratteristiche 
ed i vettori caratteristici ad esse associati definiranno pertanto le lun
ghezze e le direzioni dei tre semiassi principali. Infatti, moltiplicando 
l'equazione (6.40) per xT

, si ottiene: 

(6.42) 

Dal che la lunghezza del semiasse maggiore al, per un prefissato valore 
di c, viene determinata dalla più grande radice caratteristica (À l ) di Q; le 
lunghezze degli altri due semiassi saranno definite dalle altre due radici 
caratteristiche (À2 e À3), considerate in ordine decrescente; in definitiva: 

(6.43) 

Dal confronto di queste relazioni con le (6.11) si deduce che le radici 
caratteristiche Ài (i = 1,2,3) s'identificano nelle varianze delle coordinate 
X, y', i, coordinate riferite alla tema cartesiana centrata in O e con gli 
assi lungo gli assi principali dell'ellissoide. 
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Non sfugga la seguente considerazione. I coseni direttori dei tre assi 
principali dell'ellissoide sono dati dagli elementi dei vettori caratteristici 
normalizzati ai associati alle radici caratteristiche Ài di Q. 
Se le radici caratteristiche sono d;st;nte in modo che: 

le posizioni dei tre assi, mutuamente ortogonali, sono univocamente 
determinate. 

Se, invece, due radici successive sono uguali, l'ellissoide assume 
forma circolare nel piano generato dai vettori associati alle stesse radici; 
l'orientamento dei due assi tra loro perpendicolari, dedotti dalla radice 
comune, non può però essere univocamente determinato. 

Analogo ragionamento può essere fatto nel caso piano, trattando l'el
lisse di probabilità. 

6.4 - ERRORE RADIALE E DILUIZIONE GEOMETRICA DELLA PRECISIONE 

Con riferimento alla fig. 6.3 ed alla relazione (6.7) le coordinate del 
punto errato Oe sono date da: 

OSI AJ1 + OS2 A2] + OS3 A31 
x= 

IAI 

OSI AJ2 + OS2 An + OS3 A32 
(6.44) y= 

IAI 

OSI Al3 + OS2 A23 + OS3 A33 
z= 

IAI 

con I A I il valore del determinante della matrice A ed Aij il cofattore asso
ciato all'elemento di posto ;, j. 

Le (6.44) permettono di ottenere il modulo del vettore O O" 
distanza d tra il punto esatto e quello errato, la quale distanza, conside
rata variabile gaussiana al pari delle incertezze, ha per varianza: 

2 __ 1 (, 2 , 2) 
Od - I A 12 7' o&s; 7; Aij (6.45) 

e la relativa deviazione standard: 

__ 1 (, 2 , 2) 1/2 
Od - IAI 7' o&S;7; Aij (6.46) 
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è nota quale errore radiale (radiaI error) o errore quadratico medio radiale 
(root mean square radiaI error). 

Alla (6.45) si è giunti sommando i quadrati delle relazioni (6.44), 
opportunamente ordinando e trascurando infine i doppi prodotti per le 
ipotesi fatte (aleatorietà ed indipendenza delle variabili OSi)' 

Questo parametro statistico, valevole anche per il caso piano, rappre
senta il raggio della sfera o del cerchio relativo alla probabilità del 
68.27%, a condizione, come già detto, di considerare la distanza d varia
bile gaussiana. 

Raddoppiando, triplicando nella (6.46) le deviazioni standard delle 
incertezze o Si si ottengono i raggi delle sfere e dei cerchi, centrati nel 
punto esatto, relativi alle probabilità del 95.45% e del 99.73% e così via. 

Pur essendo un parametro teorico, data la non distribuzione normale 
della variabile d, l'errore quadratico medio radiale viene tenuto in buona 
considerazione in Navigazione: ottenuta la posizione e note le varianze 
delle incertezze dei luoghi di posizione, la posizione esatta del mobile 
con probabilità del 68.27% (cioè, nel 68,27 dei casi) si trova entro un rag
gio dato per l'appunto da tale errore. 

Esprimendo le deviazioni standard OÒSi in unità di deviazione stan
dard di riferimento o, ottenuta quest'ultima effettuando misure nella 
stessa maniera in un punto noto e rispetto a basi note, ponendo cioè: 

OÒSi 

K ---i-
o 

la (6.46) diventa, dividendo tutto per o: 

_d = -- IK?IAt o 1 ( )112 
o IAI i ij 

(6.47) 

espressione denominata diluizione geometrica della precisione (o fattore di 
espansione della precisione) ed indicata con la sigla GDOP (geometrie 
dilution of precision), parametro statistico che, al pari dell'errore radiale, 
non dipende dal sistema di assi cartesiani rispetto al quale vengono fatti i 
calcoli; entrambi i parametri dipendono però dalla posizione geometrica 
dei luoghi di posizione. 

Per molti sistemi di navigazione vengono fornite cartine relative a
date stazioni, sulle quali sono riportate le curve di uguale errore radiale o 
di uguale diluizione geometrica. 

Si consideri il caso piano di fig. 6.9: determinazione della posizione 
con due rette. 

Con iiI ed ii2 sono indicati i versori delle normali alle due rette di 
posizione errate. 
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La matrice A è data da: 

per cui: 

(

COS <1>1 
A= 

COS <1>2 

Ali = sen <1>2 

sen <1>1) 

sen <1>2 

A2J = sen <1>1 

A22 = COS <1>1 

I A I = COS <1>1 sen <1>2 - sen <1>1 COS <1>2 = sen (<1>2 - <1>1) = sen et 

I 

OS2/ 

I 
I 

I 

/ 

y 

FIG. 6.9. 

x 
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L'errore radiale risulta: 

(6.48) 

e ponendo: 

K -~ l- K -~ 2-
a a 

la diluizione geometrica è data da: 

1 
GDOP = ---J Ki + K~ (6.49) 

sen ex 

Se le due rette TI ed T2 sono due rette di distanza o d'altezza, i versori 
ii; delle normali ai due luoghi errati coincidono con quelli delle direzioni 
dei due punti noti o dei due astri, per cui: 

e pertanto le relazioni (6.48) e (6.49) diventano rispettivamente: 

(6.50) GDOP= (6.51) 
sen ex sen ex 

Minimi valori di ad e GDOP si hanno per ex = 90°: ad . = 12 alìL; r;:; mIO 

GDOPrnin = V 2. 
Tenendo presente la (6.34), l'errore radiale dato dalla (6.48) può 

essere espresso anche dalla seguente relazione: 

(6.52) 

Ed ora un semplice caso di determinazione della posizione con tre 
piani (fig. 6.10), considerando i versori iii ed ii2 orientati rispettivamente 
secondo gli assi z ed x. Indicando con ex l'anomalia del versore ii3 rispetto 
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al piano x z e con p l'angolo che il dato versare forma con l'asse z, la 
matrice A dei coseni direttori è: 

per cui: 

All = 
Al2 = 
Al3 = 

O 

cosP 
sena senp 

z 

o 
O 

sena sen p 

A21 = - sena senp 

A22 = - cosa senp 

A23 = O 

IAI = sena senp 

, 
" I I 

" I I 
" I I 

" I 

I 
I 

------------~ 

x 

FIG. 6.10. 

co~J 
A31 = O 

A32 = -1 

A33 = O 

y 

L'errore radiale e la diluizione geometrica risultano: 
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Trattandosi di misure di distanze: 

K; = 1 

e di conseguenza: 

°oL / 
Od = -_....:..::..._- V 2 + sen2 a sen2 p 

sena senp 

1 
GDOP = J 2 + sen2 a sen2 p 

sena senp 

Minimi valori si hanno per a =. p = 90° (versore n3 lungo l'asse y). 
Si osservi, mettendo a confronto la matrice A della relazione (6.7) 

con la matrice H della relazione (5.1) quanto segue: gli elementi della 
prima rappresentano i coseni direttori rispetto agli assi cartesiani delle 
perpendicolari abbassate dal punto esatto ai luoghi errati, quelli della se
conda i coseni direttori delle perpendicolari abbassate dal punto stimato 
agli stessi luoghi, direzioni tra ~oro parallele. Nel caso di rette di posizione 

il coefficiente hl = ( ai) dev'essere considerato hl = ( ai ) : a À s a À cos <p s 

coseno direttore della direzione del gradiente rispetto all'asse x coinci
dente col parallelo stimato. Inoltre, al contrario della matrice A che è qua
drata, la matrice H può essere anche rettangolare. 

Pertanto, quando si ha uguale deviazione standard per i luoghi di posi
zione utilizzati, caso dei luoghi circolari e sferici per i quali 00s = 00L = o, 
si ha che il GDOP è anche dato da: 

GDOP = J traccia (HTH)-l (6.53) 

espressione già introdotta nel paragrafo (5.4), formula (5.18) e ciò è facil
mente verificabile. 

Alla luce della (5.17) la diluizione geometrica risulta essere uguale 
alla radice quadrata della somma delle varianze delle singole coordinate: 

Nel caso di posizionamento tridimensionale vengono considerate 
due distinte diluizioni, l'orizzontale e la verticale, HDOP e VDOP (hori
zontal dilution of precision e vertical dilution of precision), date rispetti
vamente da: 
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La diluizione GDOP viene più propriamente indicata con la sigla 
PDOP, diluizione della precisione della posizione (position dilution of 
precision); un tale parametro, dipendendo esclusivamente dalla geome
tria relativa alla configurazione degli oggetti rispetto ai quali vengono 
effettuate le misure, rappresenta per l'appunto un criterio per la scelta di 
detti oggetti. 

6.5 - ALCUNI ESEMPI 

Esempio N. 1 

Sono note le deviazioni standard delle incertezze di due luoghi retti
linei di posizione: 06s

1 
= ± 1 mg, 06s

2 
= ± 1.5 mg. Calcolare i semiassi 

dell'ellisse unitaria (probabilità 39.3%) e di quella relativa alla probabilità 
del 50%, nonché il raggio del cerchio probabile e l'errore radiale, essendo 
l'angolo tra le due rette di 40°. 

I due semiassi dell'ellisse unitaria risultano per la (6.34): 

al = 2.66 mg a2 = 0.88 mg 

mentre per quelli dell'ellisse di probabilità 0.5, (essendo c = 1.1774 per 
la (6.22)), le (6.33) danno: 

al = 3.14 mg a2 = 1.03 mg 

I semiassi maggiori di queste due ellissi sono inclinati rispetto alla 
retta di deviazione standard 06s

1 
dell'angolo p, dato dalla (6.24): 

Per la (6.35) il raggio del cerchio probabile è: 

rCEP = 2.1 mg 

e per la (6.48) o per la (6.52) l'errore radiale risulta: 

Od = 2.8 mg 

In fig. 6.11 sono segnate le due rette, le due ellissi e le due circonfe
renze relative al raggio del cerchio probabile ed all'errore radiale. L'el
lisse unitaria risulta inscritta nelle due strisce di posizione. 
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Esempio N. 2 

FIG. 6.11. 

Trattare della diluizione geometrica della precisione della posizione 
ottenuta con due, tre e quattro rette d'altezza. 

La (6.53): 

porta alla seguente relazione: 

n 
GDOP= 

con i = 1, ... , n ej =1= i (n = numero astri, fl.a la loro differenza d'azimut). 

Nel caso della misura di due altezze la differenza tra gli azimut dei 
due astri è uguale all'angolo ex d'intersezione delle due rette. 

Moltiplicando il valore della diluizione geometrica per la deviazione 
standard delle misure d'altezza si ottiene l'entità dell'errore radiale, rag
gio del cerchio di probabilità del 68.25%. 
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La diluizione geometrica della precisione ottenuta con due rette d'al
tezza è riportata qui di seguito in funzione dell'angolo a: 

a 

GDOP 8.14 4.13 2.83 2.20 1.85 1.63 1.50 1.43 1.41 

Con gli astri tutti ad uguale differenza d'azimut l'uno dall'altro la 
diluizione geometrica per il caso di tre e quattro rette d'altezza risulta: 

caso di tre rette d'altezza 

l1a 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 100° 110° 120° 

GDOP 4.12 2.59 1.55 1.29 1.18 1.15 1.17 1.21 1.22 1.21 1.17 1.15 

caso di quattro rette d'altezza 

l1a 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 

GDOP 2.64 1.44 1.11 1.01 1.01 1.03 1.04 1.06 1.00 

I dati riportati si riferiscono alla determinazione della posizione con 
la tecnica dei minimi quadrati (l'intersezione delle due rette, nel caso di 
osservazioni di due astri, entra in tale tecnica). 

Dai dati riportati si conferma quanto già rilevato nel paragrafo prece
dente: con la misura di due altezze la precisione diminuisce col diminuire 
dell'angolo d'intersezione delle due rette. 

Con tre rette d'altezza minimi valori della diluizione geometrica si 
hanno con 11 a = 60° e 11 a = 120° (intersezione delle rette secondo un 
triangolo equilatero) mentre con quattro rette d'altezza il minimo valore 
si ottiene con 11 a = 90° (intersezione delle rette secondo un rettangolo o 
un quadrato). In questi casi il PPP capita nel baricentro delle dette figure 
geometriche. 

Esempio N. 3 

Trattare della diluizione geometrica della precisione della posizione 
ottenuta con la misura di distanze da satelliti artificiali (sistema Navstar -
GPS). 

Si consideri (fig. 6.12) una tema cartesiana centrata nel punto O 
(osservatore), con l'asse z coincidente con la verticale di O ed orientata 
verso lo zenit, gli altri due assi nel piano orizzontale e comunque orien
tati. Dette ai, ~i (i = 1, 2, ... , n) le coordinate sferiche dei satelliti legate 
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alla tema, i coseni direttori delle direzioni ai detti satelliti rispetto agli 
assi cartesiani sono dati da: 

per cui la 

COS Pi cos ai 

matrice H risulta: 

c~: ~~~~: H= 
.. ..... . .. 
COS Pn cos an 

COSPi senai 

COSPI senal 
.......... 
••• o •••••• 

. ......... 
cospn senan 

I / 

I 
I 

senPi 

ID 

/----------~~\s------- -
/ ~~ _______ 2 -- , - ()~'i ..... 

FIG. 6.12. 

Nel caso di misura di distanze da tre satelliti equamente distanziati 
in azimut, cioè ad una differenza d'azimut di 120° l'uno dall'altro e ad 
uguale altezza sull'orizzonte, la (6.53) fornisce i seguenti valori della di
luizione geometrica della precisione: 

P 
GDOP 2.08 l.87 l.76 l.73 l.75 l.83 l.95 2.13 2.40 

Minimo valore si ha per p = 35°, entità che si ottiene anche quando i tre 
piani di posizione sono tra loro perpendicolari (vedi paragrafo prece
dente). 
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Se poi la differenza d'azimut tra i tre satelliti è minore di 120° la 
diluizione è caratterizzata da valori più elevati di quelli dianzi riportati. 

Sempre equamente distribuiti in azimut, GDOP = 1.77 per PI = 
P2 = 45° e P3 = 30°, GDOP = 1.81 per PI = P2 = 30° e P3 = 60° mentre 
GDOP = 1.89 per PI = 30°, P2 = 45° e P3 = 60°. 

Con quattro satelliti lo stesso equamente distanziati in azimut (in tal 
caso è di 90° la loro differenza d'azimut) e ad uguale altezza sull'orizzonte 
si hanno seguenti valori della diluizione: 

P 
GDOP 

20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55° 60° 

1.81 1.62 1.53 1.50 1.52 1.58 1.69 1.85 2.08 

Come per il caso di tre satelliti equamente distribuiti in azimut e ad 
uguale altezza sull'orizzonte il minimo valore della diluizione si ha per 
p = 35°, passando da 1.73 a 1.50. 

Lo stesso la diluizione aumenta se diminuisce il valore della diffe
renza d'azimut dei satelliti. 

Come già detto nella discussione dell'esempio precedente, la posi
zione è da considerarsi ottenuta con la tecnica dei minimi quadrati ed 
il caso minimo di tre distanze per risolvere il sistema 5.1 entra in tale 
tecnica. 

Moltiplicando la diluizione geometrica per la deviazione standard 
delle misure di distanze si ottiene l'errore radiale, cioè il raggio della sfera 
centrata nel P P P entro la quale con probabilità del 68.25% si trova l'os
servatore. 

Un caso a parte occorre trattare quando oltre alla posizione si vuole 
anche determinare l'errore (sistematico) dell'orologio del ricevitore. 
Tenendo presente quanto accennato alla fine del paragrafo 5.1, essendo 
quattro le incognite, le prime tre di posizione (x, y, z) e la quarta tempo
rale (l'errore dell'orologio), bisogna disporre di quattro distanze da 
quattro satelliti; la matrice di misura H risulta pertanto così composta: 

(OSP' cosa, COSPI senal senPI 

:) H = COSP2 cosa2 cos P2 sena2 senP2 

cos P3 cosa3 cos P3 sena3 senP3 

cos P4 cosa4 cos P4 sena4 senP4 1 

Di qui il calcolo di due distinte diluizioni, una di posizione ed una 
temporale, rispettivamente così indicate: PDOT e TDOP (position dilu
tion of precision e time dilution of precision). 
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PRINCIPI DI NAVIGAZIONE INTEGRATA 

7.1 - INTRODUZIONE 

Ogni sistema di navigazione è soggetto ad errori che aumentano col 
tempo; per ridurli bisogna intervenire di tanto in tanto con informazioni 
ottenute da sensori esterni al sistema. Si parla di riduzione degli errori 
del sistema e non di annullamento in quanto anche le informazioni dei 
sensori esterni sono affette da errori. 

In ciò consiste il problema della navigazione integrata, sempre sen
tito dal navigante, ma che solo in questi ultimi tempi ha avuto pratica 
applicazione per la disponibilità di calcolatori digitali, che permettono di 
eseguire in tempo reale un'analisi statistica delle misure effettuate e di 
trarre quindi valide informazioni per definire lo « stato» della naviga
zione. 

Per la determinazione della posizione in navigazione marittima si 
utilizza il sistema bussola-solcometro, in quella aerea oggi è molto in uso 
il navigatore inerziale; sistemi entrambi autonomi i cui errori aumentano 
col tempo, donde la loro denominazione di « apparati stimati» o di 
« sistemi stimati». 

Le informazioni ottenute dai sensori esterni a tali apparati permet
tono di rifasarli e dopo ogni rifasamento gli errori riprendono con le 
stesse caratteristiche. 

Un rifasamento molto elementare consiste nel tenere soltanto conto 
delle informazioni del sensore esterno, trascurando i suoi errori. È questo 
il caso allorché si controlla la posizione stimata con quella ottenuta con 
osservazioni di astri, col ricevitore satellitare, coi sistemi di radionaviga
zione, ecc. 

Un rifasamento accurato si ha quando si calcolano mediante oppor
tuni algoritmi matematici gli errori più probabili del sensore esterno, 
note le loro caratteristiche statistiche. Ed infine si ottiene un rifasamento 
ottimale quando si tiene anche conto degli errori più probabili delle 
informazioni fornite dall'apparato stimato. 
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7.2 - SCHEMA DI UN SISTEMA DI NAVIGAZIONE INTEGRATA 

Nel campo nautico l'impiego del calcolatore rappresenta un primo 
passo verso i sistemi di navigazione integrata. Si consideri il seguente 
sistema (fig. 7.1) formato da: 

a) un indicatore di velocità (un sonar-Doppler, per es.); 

b) una bussola (giroscopica); 

c) un'unità interfaccia; 

d) un calcolatore digitale con display e munito di orologio. 

velocità 

SonrJr-Doppler 
II 

temperatura N 

T 
r; 

R 

F 

1\ 

C 

C Girobussola 
Prora 

1\' 

1\ 

FIG. 7.l. 
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c 

.strl;npant~ 

t 
Calcoliltore 

DiYltale 

I parametri in ingresso sono la velocità, la prora, il tempo e le condi
zioni iniziali (posizione, ecc.); queste ultime vengono introdotte manual
mente nel calcolatore. 

I dati in uscita sono forniti ad intervalli stabiliti dal calcolatore e pos
sono però essere richiesti in qualsiasi istante mediante un comando 
manuale. 

Tra i sensori di navigazione ed il calcolatore è situata l'unità interfac
cia; a questa pervengono i segnali relativi alle informazioni di velocità 
longitudinale e trasversale, di temperatura e di prora. Tali segnali da ana
logici vengono trasformati in digitali ed assegnati a degli indirizzi di 
memorizzazione in modo da permettere al calcolatore di leggerli quando 
lo richiede il programma. In generale l'informazione di prora fornita dalla 
girobussola è una indicazione «sincro». 

Il calcolatore svolge tre funzioni: esamina i dati in ingresso, esegue i 
calcoli di navigazione e fornisce in uscita gli elementi richiesti (dati di 
posizione ecc ... ). 
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L'esame dei dati in ingresso consiste nel loro filtraggio mediante 
filtri digitali programmati e nell'apportare le dovute correzioni ai dati del 
sonar-Doppler e della girobussola. 

I calcoli di navigazione consistono principalmente nell'integrazione 
della velocità per ottenere il percorso effettuato dalla nave e per determi
nare poi la sua posizione. 

La sequenza con la quale vengono svolte le operazioni dal calcola
tore è regolata sia da un orologio che dal programma stesso. 

È evidente che l'incertezza della posizione stimata aumenta col tra
scorrere del tempo, dato che la funzione del calcolatore è limitata sol
tanto alla risoluzione dei calcoli che altrimenti dovrebbe eseguire l'opera
tore. 

Al sistema descritto si può accoppiare (fig. 7.2) un altro apparato di 
navigazione (un ricevitore satellitare, un ricevitore Loran C, Decca, ecc ... ) 
utilizzando le sue informazioni per correggere la posizione stimata elabo
rata dal calcolatore. 

SOrlar-Doppler 

C:irobussola 
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Si ottiene, come già detto, un rifasamento alquanto grossolano del 
sistema stimato (bussola-solcometro) in quanto si pone piena fiducia 
sulle informazioni dell'apparato aggiunto. 

Infine, si può programmare il calcolatore per utilizzare in modo otti
male le informazioni del nuovo apparato ed anche di quello stimato: si 
viene così ad organizzare un vero sistema di navigazione integrata. Col 
sistema integrato apparato stimato-ricevitore satellitare, schematizzato in 
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fig. 7.2, le informazioni dell'apparato bussola-solcometro vengono miglio
rate in modo ottimale da quelle del ricevitore satellitare. 

Sistemi integrati possono essere effettuati tra due qualsiasi apparati 
di navigazione, quali, ad esempio, navigatore inerziale-satellitare, Loran 
C-satellitare, Omega-satellitare, ecc. 

La realizzazione di un sistema integrato richiede conoscenze di cal
colo matriciale, di statistica e di filtraggio statistico, argomenti che esu
lano dalla presente trattazione. 

Tra i filtri ottimali il più adatto è quello di Kalman, in quanto coin
volge nel processo di ottimizzazione le informazioni di tutti gli apparati 
del sistema e richiede nel contempo modesti calcolatori in quanto opera 
in modo iterativo. 

7.3 - NAVIGAZIONE QUALE «SISTEMA» 

Il procedere della navigazione può essere descritto quale evoluzione 
di un sistema, il cui vettore di stato ha per elementi i dati di posizione e di 
moto, sei per la navigazione aerea, quattro per quella marittima. 

La dinamica di tale vettore viene espressa da una generica equazione 
non lineare del tipo: 

z (t) = f[z (t), v (t)] (7.1) 

con z (t) il vettore di stato e v (t) il vettore dei disturbi, i cui elementi 
esprimono gli errori che aleatoriamente si producono nell'interno del 
sistema stesso (errori di direzione e di velocità per presenza di corrente, 
di vento, ecc.). 

Oltre alle variabili di stato e dei disturbi, per una completa descri
zione del sistema, occorre considerare le variabili di uscita o di osserva
zione, date dalle misure che vengono effettuate e che sono rappresenta
bili come elementi di un vettore indicato con y (t), detto vettore misura. 

Per linearizzare la (7.1) viene considerata una traiettoria nominale 
Zs (t) del sistema conseguente ad un disturbo stimato Vs (t): 

Zs (t) = f[zs (t), Vs (t)] (7.2) 

Sviluppando la (7.1) in serie di Taylor nell'intorno della traiettoria 
stimata con arresto ai termini del primo ordine, si ha: 

Z(t)=Zs(t)+( af) az(t)+( af) av(t) 
az s av s 

(7.3) 
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dove: 

ajj .... ajj ajj .... ajj 

a z (t) = z (t) - Zs (t) av(t) = v(t)-vs(t) 

Ponendo: 

(~) = F(t) az s 
(al) = G(t) az(t) = x(t) av(t) = w(t) av s 

la (7.3) diventa: 

x(t) = F(t) x (t) + G(t) w(t) (7.4) 

con: 
- x (t) un vettore i cui elementi rappresentano gli scarti dei dati di 

posizione e di moto rispetto a quelli stimati; 

- F(t) una matrice n x n che esprime la dinamica con cui si evolve 
il sistema; 

- G (t) la matrice degli ingressi di disturbo, di dimensioni n x n; 

- w (t) un vettore i cui elementi indicano gli scarti tra gli errori reali 
e quelli corrispondenti stimati. 

Gli errori di navigazione vengono considerati aleatori, generati da 
processi markoviani ed indicati nel seguito col simbolo w (t). 

Pertanto la (7.4) diventa: 

x(t) = F(t)x(t)+w(t) (7.5) 

Con l'equazione di stato del sistema così scritta è possibile ricavare 
le proprietà statistiche di x (t) note quelle di w (t). 

Nel caso in cui w (t) = O la (7.5) diventa omogenea: 

X (t) = F (t) x (t) (7.6) 

e supponendo note le condizioni iniziali: 

x (lo) = [x (t)]t=o 
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dalla (7.6) si ricava: 

x (t) = cI> (t, 41) x (41) (7.7) 

con cI> (t, 41) una matrice n x n, detta matrice di transizione, che permette, 
quale operatore, di trasformare il vettore di stato dall'istante to all'istante 
t. Essa gode delle seguenti proprietà: 

cI> (t, t) = 1 

e va ricavata dall'equazione matriciale: 

<i> (t, to) = F (t) cI> (t, to) (7.8) 

Tale equazione può essere approssimativamente così scritta: 

da cui: 

cI> (t + ~ t, to) - cI> (t, to) 
-------- = F (t) cI> (t, to) 

~t 

cI> (t + ~ t, to) = cI> (t, to) + ~ t F (t) cI> (t, to) = [I + ~ t F (t)] cI> (t, to) 

Moltiplicando il vettore x (to) a sinistra per entrambi i membri si 
ottiene: 

relazione che per la (7.7) diventa: 

x(t+~t) = [1+~tF(t)]x(t) 

per cui: 

cI> (to + ~ t, to) = 1 + ~ t F (to) (7.9) 

espressione approssimata della matrice di transizione, correntemente uti
lizzata quando ~ t è piccolo. 

A questo punto, nota la matrice di transizione cI> (t, to), è possibile 
risolvere la (7.5): 

x (t) = cI> (t, to) x (to) + Il cI> (t, 1:) w (1:) d 1: 
)10 

(7.10) 
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e considerando w (l) = w (lo) quando l'intervallo l - lo è piccolo, la (7.10) 
diventa: 

x (l) = <I> (l, lo) x (lo) + w (l) (7.11) 

La (7.11) per intervalli di tempo finiti e piccoli viene così scritta: 

(7.12) 

All'equazione di stato, espressa dalla (7.12), per una rappresenta
zione completa del sistema navigazione, occorre accoppiare l'equazione 
di misura (5.14) che qui si riporta: 

7.4 - EQUAZIONE DI STATO IN NAVIGAZIONE LOSSODROMICA 

All'istante l la posizione del mobile è data da: 

cp = CPo + V (l - lo) cos R 

Il = Ilo + v (l - lo) sen R 

(7.13) 

(7.14) 

con CPo e Ilo la posizione all'istante lo e v ed R i valori della velocità e della 
rotta nell'intervallo l - lo = Ll l. 

Sviluppando in serie di Taylor la (7.14) con arresto ai termini del 
primo ordine, tenendo presente la traiettoria stimata, con riferimento, 
cioè, ai parametri stimati CPs, Ils vs, Rs, si ottiene: 

cP - CPs = o cP = Ll l cos Rs o v - Vs Ll l sen Rs o R 

Il - Ils = o Il = Ll l sen Rs o v + Vs Ll t cos Rs o R 

relazioni che derivate rispetto al tempo danno: 

o·cp = cos Rs o v - Vs sen Rs o R 

0·1l = sen Rs o v + Vs cos Rs o R 

(7.15) 

(7.16) 

Le (7.15) permettono di ottenere gli scarti di latitudine e di apparta
mento in funzione di quelli di velocità e di rotta (o v = v- vs, oR = R - Rs); 
le (7.16) forniscono, invece, le variazioni degli stessi scarti. 
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Per la natura aleatoria degli errori si ipotizzano le seguenti funzioni 
esponenziali di autocorrelazione: 

M 
E [o v (t) o v (t + 1")] = a; e-T, 

M 
E [o R (t) o R (t + 1")] = Ok e - TR 

con a;, Ok e Tv, TR le varianze ed i rispettivi tempi di autocorrelazione. 
Le equazioni generatrici di tali errori sono pertanto le seguenti: 

1 
o·v = --o v+ e 

Tv v 
(7.17) 

con ev ed eR due rumori bianchi 
Dalla (7.17) si evince che gli errori si compongono di una parte pre

vedibile e di una parte puramente aleatoria. 
Tanto premesso, si passa ora alla formulazione dell'equazione di 

stato, espresso nel paragrafo precedente dalla (7.5), che qui si riporta: 

X (t) = F (t) x (t) + w (t) 

Tenendo presente la (7.15) il vettore di stato è definito da: 

x (t) = (o<p Oj.l ov oRl 

La matrice F (t), di dimensioni 4 x 4, esprimente la dinamica del 
sistema, è data per le (7.16) e le (7.17): 

o O cos Rs - Vs sen Rs 

O O sen Rs Vs cos Rs 

F (t) = O O 
1 

O 
Tv 

O O O 
1 
TR 

mentre vettori w (t) e x (t) sono così definiti: 

w (t) = (O O ev eRl 

X (t) = (o·<p o·j.l o·v o·Rl 
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per cui l'equazione di stato risulta: 

o<p O O cos Rs - Vs sen Rs o<p O 

O'll O O senRs Vs cos Rs Oll O 

1 
OV O O O ov + ev (7.18) 

Tv 

o'R 
1 

O O O oR eR 
TR 

Con la (7.18), come ben si nota, si ottengono le variazioni degli 
scarti dei quattro parametri che definiscono lo stato, due di posizione e 
due di moto; occorre, ora, calcolare proprio tali parametri, iniziando a 
comporre la matrice di transizione data dalla (7.9): 

Si ottiene: 

1 O cos Rs ~ t - Vs sen Rs ~ t 

O 1 sen Rs ~ t Vs co~Rs ~ t 

1 
<I> (to + ~ t, 10) = O O l--~t O 

Tv 

1 
O O O l--~t 

TR 

per cui la (7.11) risulta, considerando w (t) = O: 

o<p 1 O cos Rs ~ t - Vs sen Rs ~ t o <Po 

Oll O 1 sen Rs ~ t Vs cos Rs ~ t o Ilo 

1 
OV O O l--~t O o va (7.19) 

Tv 

1 
oR O O O l--~t oRo 

TR 
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e quindi: 

o <J> = o <J>o + cos Rs ò. t o Vo - Vs sen Rs Ò. t o Ro 

011 = 0110 + senRsò.tovo + Vs senRsò.toRo 

o v = (1 - ~v ò. t) o Vo 

oR = (1 - )R ò. t) o Ro 

7.5 - FILTRAGGIO STATISTICO - FILTRO DI KALMAN 

(7.19') 

Note le caratteristiche statistiche sia delle variabili di disturbo che 
degli errori di misura è possibile, come già precedentemente accennato, 
ottenere con speciali algoritmi una stima ottimale degli elementi del vet
tore di stato: in ciò consiste il filtraggio statistico. 

In un dato istante, con le informazioni a disposizione, il filtraggio, 
oltre a permettere di ottenere la stima ottimale del vettore di stato, può 
essere utilizzato per una previsione ottimale futura o per una ride fini
zione a posteriori, sempre ottimale, del vettore. 

In ogni caso si definisce stima ottimale del vettore x, indicata con i, 
quella che minimizza la somma degli elementi della diagonale (traccia) 
della matrice di covarianza degli errori di stima i - x, data da: 

Q = E [(i - x)(i - xf] (7.20) 

Si supponga di conoscere all'istante tk la stima ottimale del vettore di 
stato ottenuta col contributo di misure di posizionamento effettuate pro
prio nel detto istante; tale stima viene indicata col simbolo it. 

Una stima a priori dello stato x per l'istante tk+ 1 è data dalla (7.12) 
considerando in questa Wk = O: 

(7.21) 

stima che tiene evidentemente conto delle misure effettuate fino al
l'istante tk e per questo il vettore di stato è munito dell'apice meno (-). 

Per tale stato stimato (ik+ 1) è possibile ora definire una stima del vet
tore misura che alla luce della (7.13) con ek = O è data da: 

(7.22) 
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Orbene, se nell'istante tk+ 1 si dispone di un effettivo vettore misura 
(Yk+I), la stima ik+1 verrà migliorata con l'apportare a quest'ultima una 
correzione lineare così espressa: 

(7.23) 

dove K è una matrice da calcolare indipendentemente dai risultati della 
misura; essa deve essere tale da rendere minima la traccia della matrice 
di covarianza degli errori di stima data dalla (7.20). Tale matrice, che può 
essere considerata il « peso» da assegnare alla differenza Y k+ I - Y k+ I per 
ottenere la correzione della stima fatta a priori (ik+ I ), è nota quale matrice 
dei guadagni di Kalman. 

Si dimostra che la matrice K per l'istante thl> basata, come dianzi 
detto, sulla minimizzazione della traccia della matrice di covarianza Qk+l> 
è data da: 

(7.24) 

essendo: 

(7.25) 

con P ed R rispettivamente le matrici di covarianza degli ingressi di 
disturbo e degli errori di misura. 

La (7.25) fornisce la matrice di covarianza degli errori di stima per 
l'istante tk+ l , prima di effettuare misure, nota quella relativa all'istante tk 

e ricca del contributo delle misure effettuate nello stesso istante. La ma
trice di covarianza degli errori di stima che tiene poi conto delle misure 
effettuate nell'istante tk+ 1 è dato da: 

(7.26) 

Le operazioni per la risoluzione dell'algoritmo relativo alle formule 
(7.21) e seguenti sono così organizzate: 

1) istante to - Sono noti: 

i~ Q~ Po Ro 

2) istante tI (assenza di misure) - Calcolo di: 

ij = cI> 1,0 i~ 

Qj = cI>1,0 Q~ cI>i,0 + Po 

KI = Qj Hr [Hl Qj Hr + RI)-I 

YI = Hl ij 
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3) istante tt (effettuate misure YI) - Calcolo di: 

A+ 
XI = il + KI (YI - YI) 

Qt = (I - KI Hl) Ql 

4) istante ti - si ritorna al punto 2) 

5) istante ti - si ritorna al punto 3) e cosÌ via. 

Come ben si nota, nel processo di stima ottimale il filtro tiene conto 
sia delle statistiche degli errori di misura che di quelle degli ingressi di 
disturbo; e l'algoritmo iterativo che lo implementa, tenendo conto sol
tanto della stima precedente e della misura corrente, ben si adatta ad un 
calcolatore digitale di modeste dimensioni. 
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