Aggiornamento della Matrice dei Coseni Direttori (MCD) con gli angoli di Eulero

Gli angoli di Eulero esprimono 1’assetto del mobile rispetto alla terna NED.

L'orientamento della terna di misura, solidale
all’'aeromobile, rispetto a quella di calcolo (che facciamo
ora coincidere con la terna NED) é definito dalla
conoscenza dei tre angoli di Eulero (ROLLIO -
BECCHEGGIO — PRORA).

Supponiamo che inizialmente la terna di misura (body) coincida con la terna NED (posizione

canonica dell’aeromobile)

Gli angoli di Eulero si
definiscono a partire
dalla posizione
c anonic a
dell'aeromobile, e cioé: ~4__
sasse longitudinale
diretto per Nord

epiano alare
orizzontale (in tal
modo la terna BODY
coincide con la terna
NED).

"
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Applicando un moto di imbardata con velocita angolare v, si portera I’asse longitudinale a passare

dalla direzione Nord ad una direzione qualsiasi del piano orizzontale, ruotata di un angolo ¥ cosi

come 1’asse y.

+ Per passare da una tale posizione ad un assetto qualsiasi, si
immagina che I'aeromobile sia sottoposto, in successione, a
Tre rotazioni

+ una prima rotazione ¥ intorno alla verticale (angolo di
prora)

Passaggio da NED (1) a (2)
Varazione di Rotta y con vecolia angolare dy /dt

Applicando, da questa nuovo assetto, un moto di beccheggio con velocita angolare # 1’aeromobile

abbandonera la posizione orizzontale in quando 1’asse longitudinale passera dalla posizione



orizzontale ad una posizione diversa e ruotata di una angolo 6. Allo stesso modo, anche 1’asse z
abbandonera la posizione verticale, ruotando di un angolo 6.

una seconda
rotazione @ intorno
all’asse
trasversale della
terna 2 (angolo di
beccheggio) che
permette di
passare dalla terna
2 alla terna 3;
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Passaggio da (2) a (3)
Beccheggio 6 con vecolia angolare dé /dt

Da questo terzo assetto applichiamo un moto di rollio con velocita angolare ¢ che faranno ruotare di

un angolo ¢ gli assi y e z rispetto alle posizioni precedenti. Quest’ultimo assetto coincide con la terna

body.

132

Passaggio da (3) a (4 = Body)
Rollio @ con vecolia angolare d® /dt

Tale terna body ¢ stata raggiunta con tre rotazioni successive applicate ad assi di terne intermedie. La
velocita angolare con cui si esprime questo passaggio ¢:

Wap @', q',7")
Tale vettore ¢ riferito alla terna body, per cui le componenti rappresentano le velocita angolari attorno
ai tre assi della terna body stessa.
Mediante gli angoli di Eulero (,0,¢) , o meglio i relativi moti, ¢ possibile determinare le
componenti di tale velocita angolare.

Essendo la terna (4) coincidente con la terna body, allora la velocita angolare p’ = ¢. Pertanto per

¢
ottenere la prima componente del vettore wZ, bastera moltiplicare la matrice di identita per (0 .
0



q’ rappresenta la velocita angolare attorno all’asse y della terna body e si ottiene ruotando 6

!

p
dell’angolo ¢ attorno all’asse x. Allora, per ottenere la seconda componente del vettore w?, = (q’)

!

r

0
bastera moltiplicare R, (¢) (9)
0

r’ rappresenta la velocitd angolare attorno all’asse z della terna body e si ottiene ruotando

dell’angolo 6 attorno a y e dell’angolo ¢ attorno a x. Allora, per ottenere la terza componente del

2 0
vettore w?, = (q’) bastera moltiplicare: R, (¢))R,, (6) <0>
r’ Y

Dunque:

!

p ¢ 0 0
()()w (9)+Rx<¢my<e)(q)
r' 0 0 (Y
p Y
(2)=4(c
r' ¢

La matrice A consente il passaggio dai moti di Eulero a (p’, ¢, 7).

Piu sinteticamente:

Esprimiamo le matrici in forma estesa:

10 0 1 0 0 170 1 cosH O —smH 0
01 0 0 cos¢p sing||g|+ |0 cos¢ smgb 0
0 0 1 —sm¢ cos¢ 0 —sing cos¢ sm@ O cosH P

cosf 0 —sinf
[ ] + 9005¢ + |singsin®  cos¢p singbcosH] [O]
—Bsing cos¢psind —sing cos¢pcosO

—sind
+ 9005¢ + |ysingcoso
~0sing Ycospcosh

p ¢ —Psind
[q'] = I Ocosp + Psingpcosd
—Bsing + Ycosgcosh

-

Poiché I’ obiettivo ¢ determinare la matrice A, scriviamo tutti gli elementi in ordine per capire com’e

composta:
p’ —sin@ + 00 + 1¢
[ ] = |ysingcosd + Ocosg + 0¢
r' Ycospcosh — Osing + 0¢



r cos¢pcos@ —sing O

—sinf
sin¢cosb cosq[)
cos¢pcosfd —sing 0]

p' —sinf 1)
[q’] = [sind)cos@ cosd) ] 9
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Volendo calcolare le componenti delle velocita angolari:

Y p'
9' — A—l q/
¢ T’
Si dimostra che:
0 singsecd cospsecO
A7l = [0 cos¢ —sing
1 singtgld cos¢ptgld

Infine:

0 cos¢p —sing

P [O singsecl cospsech
1 singtgl cosptgh

pl
] o
rl

Dunque, per aggiornare la MCD mediante gli angoli di Eulero supponiamo di conoscere all’istante

t = t, ’assetto iniziale del mobile esprimibile con il vettore: [90] e la velocita angolare iniziale:

Po
b _
wap = |40’ |-
o'
Y
Dall’equazione (**) ¢ possibile calcolare | 8 | integrando numericamente i quali otteniamo:
¢

P(t) =y + ll}At
6(t) = 0, + OAt

P(t) = pp + AL
e cio¢ gli angoli di Eulero aggiornati, cio¢ all’epoca successiva.

Dagli angoli di Eulero aggiornati possiamo calcolare la MCD aggiornata mediante la:

cos0 cosy cos0 siny —sin0

C’ =|sin¢ sin® cosyp —cos siny  sin¢ sin6 siny +cosd cosy  sing cosO

n

cos¢ sinB cosy +sind sinyp cos sinB siny —sind cosyp cosP cosO



