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Definiamo l’operazione potenza
Vogliamo precisare il significato della scrittura ax dove a (base) e
x (esponente) sono numeri reali (con qualche restrizione...)

ax: x = n intero positivo
an = a ·a · · ·a︸ ︷︷ ︸

n volte

a Possiamo effettuare questa operazione per qualsiasi valore reale
di a. Se a = 0, si ha 0n = 0 per ogni n ∈Z+.

b Se a = 1, si ha 1n = 1 per ogni valore di n ∈Z+.
Se n = 1, si ha a1 = a per ogni valore di a ∈R

c Se a > 0, si ha an > 0 per ogni valore di n ∈Z+

d Se a < 0, si ha
{

an > 0 se n è pari,
an < 0 se n è dispari.



Proprietà delle Potenze a esponente intero positivo
Se a,b ∈R e n,m ∈Z+ si ha

1 an ·bn = (a ·b)n

2 an ·am = an+m

3
(
an)m = an·m = (

am)n

Rispetto alle equazioni, si ha

4 an = bn se e soltanto se
{

a =±b per n pari
a = b per n dispari

an = am se e soltanto se n = m, a patto che a 6= 1

Rispetto alle disequazioni, si ha
5 Se 0 ≤ a ≤ b, allora an ≤ bn per ogni valore di n.

Invece, se a ≤ b < 0, allora

{
an ≥ bn per n pari
an ≤ bn per n dispari

Attenzione: (52)3︸ ︷︷ ︸
=56

6= 5(23)︸︷︷︸
=58



ax: x =−n intero negativo

a−n = 1

an
=

(
1

a

)
n

a Possiamo effettuare questa operazione solo se a 6= 0!
b Se a = 1, si ha 1−n = 1 per ogni valore di n ∈Z+
c Se a > 0, si ha a−n > 0 per ogni valore di n ∈Z+

d Se a < 0, si ha
{

a−n > 0 se n è pari,
a−n < 0 se n è dispari.

É facile convincersi che le propietá 1 2 3 4 valgono anche per
esponenti interi negativi (se a,b 6= 0). Per quel che riguarda la
proprietà 5 invece abbiamo:

5’ Se 0 ≤ a ≤ b, allora a−n ≥ b−n per ogni valore di n ∈Z+.

Invece, se a ≤ b < 0, allora

{
a−n ≤ b−n per n pari
a−n ≥ b−n per n dispari



Applicando le proprietà 3 con m =−1 otteniamo

3’ (an)−1 = a−n = (
a−1

)n, in altri termini
1

an
=

(
1

a

)n

e di conseguenza la proprietà 2 si estende alla divisione
2’ an : am = an−m

Allora poniamo

ax: x = 0

a0 = 1

Infatti 0 = n −n e
a0 = an−n = an : an = 1

Ne segue che la definizione è valida solo se a 6= 0!



Abbiamo così definito ax per ogni x ∈Z.

Vogliamo definirlo anche per x = m/n ∈Q, in modo che valgano
ancora le proprietà 1 2 3 4 5 .
Ci basterà allora dare un significato alla scrittura a

1
n con n intero

positivo. Poi imponendo la proprietà 2 otterremo

ax: x = m/n razionale

am/n = (am)1/n = (
a1/n

)m

La scelta della definizione di a
1
n risulta obbligata. Infatti poiché

1 = n/n, imponendo la proprietà 2 vediamo che(
a

1
n

)n = a
n
n = a1 = a

Allora a
1
n deve essere la “radice n-esima’di a, cioè quel numero x

con la proprietà che
xn = a



Definizione (Radice algebrica)
Per n ∈Z+ e a ∈R fissati, si dice radice n-esima (algebrica) di a

ogni (eventuale) soluzione x dell’equazione xn = a .
Talvolta la si indica con il simbolo n

p
a.

n
p

a: n = 2 (radice quadrata - algebrica,
p

a)
se a > 0 l’eq. ha due soluzioni di uguale valore assoluto e segno
opposto:

p
a =±x.

se a < 0 l’eq. non ha soluzioni: non esiste
p

a.
se a = 0 l’eq. ha una soluzione:

p
0 = 0

Stesso comportamento per ogni n pari.

n
p

a: n = 3 (radice cubica - algebrica, 3
p

a)
Per ogni valore di a l’eq. ha una soluzione. Inoltre

3
p

a > 0 se e solo se a > 0.
3
p

a = 0 se e solo se a = 0.

Stesso comportamento per ogni n dispari.



L’espressione “radice n-esima”(algebrica) può indicare uno, due o
nessun valore, a seconda dei casi. Talvolta si crea la necessità che il
simbolo di radice indichi un solo risultato.

Definizione (Radice aritmetica, ovvero a
1
n )

Se n pari e a ≥ 0, l’unica radice n-esima (algebrica) nonnegativa di
a prende il nome di radice n-esima (aritmetica) di a.
Se n dispari e a ∈R, l’unica radice n-esima (algebrica) di a prende
anche il nome di radice n-esima (aritmetica) di a.

Attenzione! Lo stesso simbolo può indicare due cose
diverse: la radice aritmetica e la radice algebrica
p

25 =±5 (radice algebrica) ,
p

25 = 5 (radice aritmetica)p
x2 =±x (radice algebrica) ,

p
x2 = |x| (radice aritmetica)

3p
x3 = x (radice algebrica e aritmetica)

Se non espressamente indicato, per noi sarà sempre
n
p

a = a
1
n = radice n-esima aritmetica





Definizione (Espressione irrazionale)
è un’espressione algebrica in cui la variabile compare sotto il simbolo
di radice n-esima.
La radice si intende in senso aritmetico.

Esempio

3
√

5−6x +3x4,
√

3−x2,
p

x −3+1

2−x4
sono espr. irraz.

Definizione (Dominio di esistenza)

di un’espressione irrazionale n
√

f (x) è l’insieme di tutti i valori della
variabile x per cui la radice è ben definita.
Se n dispari, non ci sono restrizioni specifiche.
Se n pari, è necessario che il radicando risulti nonnegativo, cioè
f (x) ≥ 0



















Siamo riusciti a definire la potenza a
1
n per ogni n intero positivo, e

per ogni a ∈R o a ≥ 0 a seconda che n sia dispari o pari.

ax: x = m/n razionale

am/n = (am)1/n = (
a1/n

)m

Consideriamo questa operazione solo per a > 0.

Posso pensare di definire a6/4 per ogni a ∈R, ma
6

4
= 3

2
e a3/2 ha

senso solo se a ≥ 0!

Vogliamo definirlo anche per x ∈R, in modo che valgano ancora le
proprietà 1 2 3 4 5 .
Come? Abbiamo bisogno di usare un procedimento di
approssimazione, cioè quello che in analisi matematica si chiama un
“passaggio al limite ”



ax: x reale
Definiamo la potenza ax per ogni x ∈R e a > 0 “per estensione ”da Q

Esempio
Ci possiamo fare un’idea di quanto valga 2π mediante
l’approssimazione decimale π= 3,147. . . .
Con approssimazione a 1 cifra decimale, π≈ 3,1 = 31/10, dunque
2π ≈ 231/10 = 10p

231.
Con 2 cifre decimali, π≈ 3,14 = 314/100,
dunque 2π ≈ 2314/100 = 100p

2314.
. . . . . .

Quando si maneggiano i numeri reali non é necessario sapere
esattamente quanto valgono, bensí piuttosto conoscere le proprietà
di cui godono.



Proprietà delle Potenze a esponente reale
Se a,b > 0 e x, y ∈R si ha

0 ax > 0, a0 = 1, a1 = a, 1x = 1

1 ax ·bx = (a ·b)x

2 ax ·ay = ax+y e ax : ay = ax−y

3
(
ax)y = ax·y = (

ay)x

Rispetto alle equazioni, si ha
4 ax = bx se e soltanto se a = b

ax = ay se e soltanto se x = y , a patto che a 6= 1

Rispetto alle disequazioni, si ha

5 Se 0 < a < b allora
{

ax < bx per x > 0
ax > bx per x < 0

Se x < y allora
{

ax < ay per a > 1
ax > ay per 0 < a < 1







Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1 perché
a0 = 1, a1 = a

1 loga t s = loga t + loga s
2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R
3 loga t/s = loga t − loga s



Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1

1 loga t s = loga t + loga s
perché applicando l’esponenziale a entrambi i membri otteniamo

aloga t s = t s e anche

aloga t+loga s = aloga t aloga s = t s

2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R
3 loga t/s = loga t − loga s



Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1

1 loga t s = loga t + loga s
2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R

perché applicando l’esponenziale a entrambi i membri otteniamo

aloga t k = t k e anche

ak·loga t =
(
aloga t

)k = t k

3 loga t/s = loga t − loga s



Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1

1 loga t s = loga t + loga s
2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R

perché applicando l’esponenziale a entrambi i membri otteniamo

aloga t k = t k e anche

ak·loga t =
(
aloga t

)k = t k

In particolare loga 1/s =− loga s e dunque
3 loga t/s = loga t − loga s



Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1

1 loga t s = loga t + loga s
2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R
3 loga t/s = loga t − loga s

Rispetto alle equazioni, si ha
4 loga t = loga s se e solo se t = s



Dalle proprietà delle potenze deduciamo le proprietà dei logaritmi:

Proprietà dei Logaritmi
Se a > 0, a 6= 1, t , s > 0 si ha

0 loga 1 = 0, loga a = 1

1 loga t s = loga t + loga s
2 loga t k = k · loga t per ogni k ∈R
3 loga t/s = loga t − loga s

Rispetto alle equazioni, si ha
4 loga t = loga s se e solo se t = s

Rispetto alle disequazioni, si ha

5 Se t < s allora
{

loga t < loga s se a > 1
loga t > loga s se 0 < a < 1



Infine vale la

formula del cambiamento di base
6 logb t = logb a loga t

perché applicando l’esponenziale in base b si ha

blogb t = t e anche

blogb a loga t =
(
blogb a

)loga t = (a)loga t = t



Infine vale la

formula del cambiamento di base
6 logb t = logb a loga t

In particolare scegliendo t = b otteniamo

logb b︸ ︷︷ ︸
=1

= logb a loga b

e dunque

6’ logb a = 1

loga b


