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1 Richiami di Analisi I

Formule di duplicazione

sen(2x) = 2 senx cosx; cos(2x) = cos2 x− sen2 x; tg(2x) =
2 tgx

1− tg2 x
Formule di bisezione

sen2(
y

2
) =

1− cos y

2
; cos2(

y

2
) =

1 + cos y

2
; tg2(

y

2
) =

1− cos y

1 + cos y

Limiti di successioni notevoli

lim
n→+∞

nα =

{
+∞ se α > 0

0 se α < 0
; lim

n→+∞
n
√
a = 1 se a > 0;

lim
n→+∞

an =

{
+∞ se a > 1

0 se 0 < a < 1
; lim

n→+∞
loga n =

{
+∞ se a > 1
−∞ se 0 < a < 1

lim
n→+∞

n! = +∞; lim
n→+∞

nn = +∞, lim
n→+∞

n
√
n = 1, lim

n→+∞

n
√
n!

n
=

1

e

lim
n→+∞

(
1 +

α

n

)n
= eα;

lim
n→+∞

loga n

nα
= 0 se α > 0 e a > 0, a 6= 1;

lim
n→+∞

nα

an
= 0 se α > 0 e a > 1;

lim
n→+∞

an

n!
= 0 se a > 1; lim

n→+∞

n!

nn
= 0 ;

lim
n→+∞

n sen(1/n) = 1, lim
n→+∞

n2
[
1− cos2(1/n)

]
=

1

2
,

lim
n→+∞

n
[
e

1
n − 1

]
= 1, lim

n→+∞
n log

(
1 +

1

n

)
= 1,

1



Serie armonica generalizzata∑
n∈N

1

nα
=

{
converge se α > 1
diverge se 0 < α ≤ 1

Serie geometrica

+∞∑
n=0

qn =


converge se |q| < 1
diverge se q ≥ 1

indeterminata se q ≤ −1

Derivate delle funzioni elementari

Dk = 0 con k ∈ R; Dxα = αxα−1; Dax = ax log a; D loga |x| =
1

x
loga e

D senx = cosx; D cosx = − senx; D tgx = 1 + tg2x =
1

cos2 x

D arcsenx =
1√

1− x2
; D arccosx = − 1√

1− x2
; D arctanx =

1

1 + x2

D sinhx = coshx;D coshx = sinhx; D settsinhx =
1√

1 + x2
; D settscoshx =

1√
x2 − 1

Regole di derivazione
D(kf(x)) = kDf(x) con k ∈ R

D(f(x)± g(x)) = f ′(x)± g′(x)

D(f(x)g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

D

(
f(x)

g(x)

)
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

D(g(f(x))) = g
′
(f(x))f ′(x)

Integarli indefiniti immediati∫
xαdx =

1

α+ 1
xα+1 + c ;

∫
axdx = 1

ln aa
x + c;

∫
1

x
dx = ln |x| + c ;∫

senxdx = − cosx + c

∫
cosxdx = senx + c;

∫
sinhxdx = coshx + c;∫

coshxdx = sinhx + c;

∫
1√

1− x2
dx = arcsenx + c;

∫
1

1 + x2
dx =

arctanx + c;

∫
1√

1 + x2
dx = settsenhx + c = log(x +

√
1 + x2) + c;∫

1√
x2 − 1

dx = settcoshx+ c = log(x+
√
x2 − 1) + c; dove c ∈ R
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Regole di integrazione

linearità

∫
(αf(x)± βg(x))dx = α

∫
f(x)dx± β

∫
g(x))dx

integrazione per parti:

∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

integrazione per sostituzione

∫
g(f(x))f ′(x)dx =

∫
g(t)dt

∣∣∣∣
t=f(x)

2 Trasformate di Fourier

Definizione x : t ∈ R→ x(t) ∈ C sommabile

x̂(ω) :=

∫ +∞

−∞
x(t)e−jωt dt

x̂(f) :=

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πft dt

Proprietá Siano x1(t), x2(t), x(t) funzioni sommabile su R e α1, α2 due
costanti complesse, t0, ω0 ∈ R, c ∈ R− {0},

• F [α1x1(t)+α2x2(t)](ω) = α1F [x1(t)](ω)+α2F [x2(t)](ω) (linearità).

• F [x(t− t0)](ω) = e−jt0ωF [x(t)](ω)

• F [x(ct)](ω) = 1
|c|F [x(t)](ωc )

• F [ejω0tx(t)](ω) = F [x(t)](ω − ω0)

• F [(x1 ∗ x2)(t)](ω) = F [x1(t)](ω)F [x2(t)](ω)

• Se x è una funzione sommabile e continua su R con derivata continua
a tratti e sommabile su R allora

F [x′(t)](ω) = jωF [x(t)]

• Se x(t), tx(t) sono funzioni sommabili su R, allora x̂(ω) è derivabile su
R e

x̂′(ω) = F [(−jt)x(t)](ω)
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Trasformate notevoli

1. Sia −∞ < a < b < +∞ e

χ[a,b](t) :=


1 se t ∈ [a, b]

0 altrove
(1)

F [χ[a,b](t)](ω) =


e−jωa−e−jωb

jω se ω 6= 0

b− a se ω = 0

2. Sia T > 0 e

F [χ[−T/2,T/2](t)] =
2 sen(T2 ω)

ω
ω 6= 0

e
F [χ[−T/2,T/2](t)](0) = T

3.

F [e−|t|](ω) =
2

1 + ω2
∀ω ∈ R

4. Sia a > 0.

F [e−at
2
](ω) =

√
π

a
e−

ω2

4a

5.

F
[

1

1 + t2

]
(ω) = πe−|ω|

3 Trasformate di Laplace

Definizione
Se f è una funzione L-trasformabile,

L[f(t)](s) = F (s) :=

∫ +∞

0
e−stf(t) dt

σ[f ] = inf{Res :

∫ +∞

0
|e−stf(t)| dt < +∞} (ascissa di convergenza)
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Trasformate notevoli

1. Se

u(t) =


1 se t ∈ [0,+∞)

0 altrove

L[u(t)](s) =
1

s
per Res > 0.

2. Sia a ∈ C
L[eatu(t)](s) =

1

s− a
per Res > Rea.

3. Sia 0 ≤ a < b < +∞

L[χ[a,b]](s) =
e−sa − e−sb

s
per s 6= 0

e
L[χ[a,b]](s) = b− a per s = 0

4. n ≥ 0 L[tnu(t)](s) = n!
sn+1 per Res > 0

5.
L[senωt](s) =

ω

s2 + ω2
per Res > 0

L[cosωt](s) =
s

s2 + ω2
per Res > 0

Proprietá
Siano f, f1, f2 due funzioni complesse di una variabile reale nulle per

t < 0 e L- trasformabili con ascissa di convergenza σ[f ], σ[f1] e σ[f2] rispet-
tivamente.

• L[c1f1(t)+c2f2(t)](s) = c1L[f1(t)](s)+c2L[f2(t)](s) per Res > max{σ[f1], σ[f2]}

• Siano c > 0, t0 > 0 e a ∈ C, allora

L[f(ct)](s) =
1

c
L[f(t)]

(s
c

)
per Res > cσ[f ]

L[f(t− t0)](s) = e−t0sL[f(t)](s) per Res > σ[f ]

L[eatf(t)](s) = L[f(t)](s− a) per Res > σ[f ] + Rea
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• L[f1 ∗ f2(t)](s) = L[f1(t)](s)L[f2(t)](s) per Res > max{σ[f1], σ[f2]}

• Se ha derivata prima continua a tratti e L- trasformabile con ascissa
di convergenza σ[f ′]. Allora

L[f ′(t)](s) = sL[f(t)](s)− f(0) per Res > max{σ[f ], σ[f ′]} (2)

• F ′(s) = L[−tf(t)](s) per Res > σ[f ]
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