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» Trasformata Radon e retroproiezione
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Proiezione linea-integrale
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Formulazione

La trasformata Radon e definita analiticamente dalla seguente
espressione:

pcp(X')Eﬂ?[f(x,y)Ff f(x,y)d(xcosq+ysing—x")dxdy=

:f f(x'cosqp—y'sing—x',x'sinq@+y ' cosq)dy’

dove f(x,y) & lafunzione oggetto, (x',y') sono le coordinate
(x,y) ruotate di un angolo ¢ .

I

X

!

y

cosq sing
—sing@ CoS

cos@ —sin@
sing COS@

X I
I
Y

X
Y

X
Y
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Formulazione

Dato che la funzione p,(x') &
la  proiezione 1D della
funzione f(x,y) ad un angolo
¢ , l'operatore trasformata
Radon R|.] esegue l'integrale
di linea dellimmagine 2D
lungo la direzione y .

x Tale proiezione sara la base a
partire dalla quale la funzione
sarafridostiuita.

Projection
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Proprieta della Trasformata Radon

1. Le proiezioni sono periodiche in ¢ con periodo 2m e
simmetriche. Pertanto:

Po(X")=Pgun(—x")

2. A partire dalla trasformata Radon si ottiene il teorema della
proiezione (anche detto della fetta centrale) tramite la
trasformata di Fourier mono o bi-dimensionale.

3. La trasformata Radon produce il cosiddetto sinogramma.
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Teorema della Proiezione

Consideriamo la relazione che sussiste fra la trasformata 2D di
Fourier della funzione oggetto f(x,y) e la trasformata di Fourier 1D

della sua trasformata Radon pcp(x ).
Tale relazione costituisce la base fondamentale per la ricostruzione

di una immagine a partire da proiezioni.
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Teorema della Proiezione

Consideriamo la relazione che sussiste fra la trasformata 2D di
Fourier della funzione oggetto f(x,y) e la trasformata di Fourier 1D

della sua trasformata Radon pcp(x ).
Tale relazione costituisce la base fondamentale per la ricostruzione

di una immagine a partire da proiezioni.
La trasformata 1D di Fourier della proiezione p(p(x ') é:

o0

Pcp((l)>5971[pcp(x’)]:f pcp(X'>EXp(—i(1)x')dx':

— o0
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Teorema della Proiezione

Consideriamo la relazione che sussiste fra la trasformata 2D di
Fourier della funzione oggetto f(x,y) e la trasformata di Fourier 1D
della sua trasformata Radon pcp(x ).

Tale relazione costituisce la base fondamentale per la ricostruzione
di una immagine a partire da proiezioni.

La trasformata 1D di Fourier della proiezione p(p(x ') é:

o0

Pq)((l))Eyl[pcp(x’)]:f pcp(X'>EXp<—i(1)x')dx':

— o0

o0

—0o0

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 9



Teorema della Proiezione

Passando dalle coordinate (x',y') ad (x,y)

ﬂ f(x'cosp—y'sing—x',x'sing+y ' cosp)exp(—iwx')dx'dy'=

=[] f(x,y)exp|—iw(xcos g+ysin¢)|dxdy

—0o0
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Teorema della Proiezione

Passando dalle coordinate (x',y') ad (x,y)

Hf(x'COSCP—y'sincp—x',x'sincp+y'coscp)exp(_iwxr)dx,dy,:
:ﬂf(X,y)eXp[—iu)(xcoscp+ysincp)]dxdy:

—0o0

:F(oocoscp,oosincp):F(oox,wy)IF(w,(P):yzp[f(X:)’)]

Ricordandoci che nel dominio di Fourier w,. =wcosg, o, =wsing
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Pertanto

S907F AAL 202472025

Teorema della Proiezione

Pcp(w):y2D[f(X’y)]:F(m’cp)

Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Teorema della Proiezione

Pertanto
Pcp(w):yzp[ﬂx:.)/)}:l:(m:@)

Ovvero la trasformata di Fourier 1D della proiezione p(p(X’) ad un
certo angolo ¢ e la stessa del dato radiale passante per l'origine ad
un angolo ¢ nel dominio di Fourier 2D.
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Teorema della Proiezione

~oP
(0'360“0
Y

object
x!

two-diemensional Fourier

onc-diemensional
transformation of the object

Fourier transformation
of the projection

X

Cross-section
- -~ " F(vcosH,vsin0)

Pe(V)

14
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Esempio di Trasformata Radon

Oggetto Oggetto
0 1 | 0 . o =] = [
Rotazione
1 2 5 2 ] ) [¥) =
1 6 4 3 w B un w
0 2 3 1 [ w wl o
Y Y 7 v v AN B B '
0 2 11 15 6 ) 0 6 14 |10 |4 0
Proiezione Proiezione
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Sinogramma

Line y ,
L Line Line X
L \ X L
q \ d
g X'¢2
r r x'¢1 r
=0
r;\e %o 0 on® ,\x 07\ 0
b = x=x 0
(@) g (b) o, (c) o,
y ¢
q Py
r rcos {¢ — 6)
8 ) 9,
¢‘3 l ¢,1
- do
{d) ¢3 (e) BOq (f)
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma

Massimo scostamento
guando proiettiamoa 0 e @
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma

Massimo scostamenton
quando proiettiamo a
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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oggetto
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Sinogramma
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Sinogramma
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Sinogramma

prain
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Sinogramma
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Trasformata inversa

Partiamo dall'antitrasformata di Fourier 2D

o0

f(x,y)=73" [Flo,0,)=][ Flo,,0,)exp/i(xo,+yon,)] do,do,

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

Partiamo dall'antitrasformata di Fourier 2D

o0

f(x,y)=73" [Flo,0,)=][ Flo,,0,)exp/i(xo,+yon,)] do,do,

Passando alle coordinate polari:

:f f F(w,p)exp 1m(xcoscp+ysmcp)HJ| dodg
0 — 00

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

Partiamo dall'antitrasformata di Fourier 2D

o0

f(x,y)=73" [Flo,0,)=][ Flo,,0,)exp/i(xo,+yon,)] do,do,

Passando alle coordinate polari:

T

f(r,@):f_f F(w,p)explio(xcosq+ysing)||J| dode

dove lo Jacobiano e:

ow, Jw,
Jl=| 9w Qo || COSP SIMP 11— cos® p+w sin® p=|w
g ow, 0w, |—wsing ®cosy v @=lo]
op 0@
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otteniamo:

Trasformata inversa

:f J' F 0 (p exp 1(o(xcoscp+ysmcp ]|(1)| d(DdCP
0 — 0

A.A. 2024/2025
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Trasformata inversa

otteniamo:

(r,0) :f f F(w,q)explio(xcos@+ysing)/|o| dodg
0 —00

ricordando che, dal teorema della proiezione:

F(o,¢)=P (o)

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

otteniamo:

(r,0) :f f F(w,q)explio(xcos@+ysing)/|o| dodg
0 —00

ricordando che, dal teorema della proiezione:
F(o,9)=P (o)

otteniamo:

(r,0) =f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing)| dod g
| o

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

otteniamo:

(r,0) :f f F(w,q)explio(xcos@+ysing)/|o| dodg
0 —00

ricordando che, dal teorema della proiezione:
F(o,9)=P (o)

otteniamo:

f(r,6)=fj |oo|P(p(m)exp[ioo(xcoscp+ysincp)} dwdp
W

~
~_

Antitrasformata di Fourier

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

otteniamo:

(r,0) :f f F(o,p)exp|io(xcosqp+ysing)|lo| dod g
O —00

ricordando che, dal teorema della proiezione:
F(o,9)=P (o)

otteniamo:

f(r,@):j; T 0| P, (w)lexp|iw(xcosp+ysing)| dodp
0L== /4 ‘\\

N di un prodotto Antitrasformata di Fourier

~
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Trasformata inversa

pertanto:

(r,0 2} T lw| P, (w)exp 1u)(xcoscp+ysmcp] dwode= J.pcp ) do
0 —00
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Trasformata inversa

pertanto:

(r,0) :f ]2 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) dmdcpZIpZ(x’) do
(N 0

dove:

p:p(X')=_ji || P, (w)exp(imx’) dm:9[1[|m|P@(m)]:y‘l

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

pertanto:

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcpZJ‘p:;(x’) do
(N 0

dove:

:Io|w|P(p(u))eXp(iwx') do=7"|o|P(w)|=7"o|*p,(x")

riunendo:

f(x,y)=B(p R[f(x,y)}|=R"(R]f(x,y)]
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Trasformata inversa

Proiezione filtrata

pertanto:

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcp=fp>;(x’) do
(N 0

dove:

:Io|w|P(p(u))eXp(iwx') do=7"|o|P(w)|=7"o|*p,(x")

riunendo:

f(x,y)=B(p R[f(x,y)}|=R"(R]f(x,y)]
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Trasformata inversa

Proiezione filtrata

pertanto:

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcp=fp>;(x’) do
0 ~® e

operatore di retroproiezione

dove:

pilx)= [ ol P (0)epliox) do=7"|olp,(0)=7"lo]p,(x')
riunendo:

f(x,y)=B(p R[f(x,y)}|=R"(R]f(x,y)]
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Trasformata inversa

Proiezione filtrata

pertanto:

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcp=fp>;(x’) do
\\ 0 *® W

segnale ricostruito operatore di retroproiezione

dove:

pilx)= [ ol P (0)epliox) do=7"|olp,(0)=7"lo]p,(x')
riunendo:

f(x,y)=B(p R[f(x,y)}|=R"(R]f(x,y)]
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Trasformata inversa

pertanto:

Proiezione filtrata

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcp=fp>;(x’) do
\\ 0 *® W

dove:
operatore di filtraggio |
()= ] lolP(wlespliox’) du=57"olP,(w)|25
riunendo:

A.A. 2024/2025

segnale ricostruito

operatore di retroproiezione

segnale trasformato

v

Lol py(x7)

f(x,y)=B(p R[f(x,y)}|=R"(R]f(x,y)]

Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformata inversa

pertanto:

Proiezione filtrata

(r,0) :f T 0| P, (w)exp|iw(xcosp+ysing) d(x)dcp=fp>;(x’) do
\\ 0 *® W

segnale ricostruito

operatore di retroproiezione

segnale trasformato

dove:
operatore di filtraggio |
()= ] lolP(wlespliox’) du=57"olP,(w)|25
riunendo:

f(x,y)=p(gp]
4

operatore di retroproiezione

A.A. 2024/2025

v

Lol py(x7)

Trasformata Radon

‘mwx\,ym}:ml{mmx,y)ﬂ

operatore di filtraggio

Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Algoritmo Filtered BackProjection (FBP)

. Proiezione del dato originale (sinogramma).
. Trasformazione del dato nel dominio di Fourier.
. Filtraggio del dato nel dominio delle frequenze.

. Trasformazione nel dominio spaziale (trasformata inversa di

Fourier).

. Retroproiezione.
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Perché filtrare

1. FBP intrinsecamente amplifica i segnali a bassa frequenza.

2. Rumore associato al dato (nhatura stocastica delle onde

lonizzanti).

3. Filtrare nel dominio di Fourier e piu efficiente rispetto al

dominio spaziale.
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Esempio di Trasformata Radon

Oggetto Oggetto
0 1 | 0 . o =] = [
Rotazione
1 2 5 2 ] ) [¥) =
1 6 4 3 w B un w
0 2 3 1 [ w wl o
Y Y 7 v v AN B B '
0 2 11 15 6 ) 0 6 14 |10 |4 0
Proiezione Proiezione
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Esempio di Antitrasformata Radon

Oggetto Oggetto
2 11 |15 |6 6 nml1amliom]a v
| Rotazione | =s |=16]=12] =6
2 |11 |15 |6 6 =fiarfior]s =
| =17 | =25 | =21] =15
2 |11 15 |6 I PO B O
| =21 | =29]| =25 | =19
2 11 |15 |5 6 ol14 o100 0|4 o
=12 | =21 | =16 | =10
' T e | 'O T T
0 2 11 15 6 0 0 6 14 10 4
Proiezione Proiezione

Caso senza filtraggio
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Esempio di Antitrasformata Radon

o
P

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini

57



Esempio di Antitrasformata Radon

B /S —
s

6 7
N
DPs Pi P2

\N—/

S
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Esempio di Antitrasformata Radon

SN o
\_

P
-l
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Esempio di Antitrasformata Radon

4 projections 8 projections

. a

64 projections

16 projections 64 projections
16 projection R (not filtered)
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Sinogramma

oggetto sinogramma
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Filtered Back-Projection

Non filtrato filtrato
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Finestre di Filtraggio

Filtro di Ramachandran — Lakshiminarayanan (“Ram-Lak”)

Si applica per ricostruire immagini f(x,y) limitate nello spettro
alla frequenza spaziale B.

_llo], |o|<2xB

Hr ((o) 0 altrimenti

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 63



Finestre di Filtraggio

Filtro di Ramachandran — Lakshiminarayanan (“Ram-Lak”)

Si applica per ricostruire immagini f(x,y) limitate nello spettro
alla frequenza spaziale B.

lw|, |w|<2xB
0 altrimenti

HRL<U)>:

Filtro di Shepp - Logan

|m|sin(£), lw|<2nB
H(w)= 4B
0 altrimenti

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Finestre di Filtraggio

T

——RamlLak
——— Butterworth

--------- Shepp-Logan

0.8

Hann
-------- BlackMan S

0.6

Gain

0.4

0.2

-~ Cosine
——Hamming e

% 0.2 0.4 0.6
Frequency

Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Finestre di Filtraggio

H(k)
1 A
Oggetto  Sinogramma
» k
Senza Passa
. Ram-Lak

filtro banda
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Algoritmo Backprojection Filtering (BF)

E basato sul filtraggio a valle della !
retroproiezione. In particolare, a Rotation axis
valle del calcolo della
retroproiezione si filtra l'effetto 1/r
blur.

Prima del filtro, avremo:

-

Scan orbit

b(x, y)=f (x,y) |

Qualitativamente i risultati sono peggiori rispetto ad FBP.

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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