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Trasformata Discreta di Fourier - 2D

La Trasformata bidimensionale di Fourier (FT) e usata
principalmente per 3 scopi nell'elaborazione delle immagini:

® Studiare ed evitare le distorsioni introdotte dal
sottocampionamento.

® Riduzione di alcuni tipi di rumore e deblurring.

® [eature detection (es. detection dei bordi) e
miglioramento dell'immagine.
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Trasformata Continua di Fourier - Richiamo

La trasformata continua di Fourier per un segnale
monodimensionale f (x) & definita dall'equazione:

+ o0

F(u)= f f(x)e ™ dx

—0o0

Mentre I'antitrasformata e pari a:
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Trasformata Continua di Fourier - 2D

Possiamo proiettare un segnale bidimensionale f(x,y) nello
—i 27 (ux+ vy

spazio degli esponenziali complessi bidimensionali e :
ottenendo

+ 00 + 0

F(u,v):f fx,y)e 2™ gy dy

—0o0

e come antitrasformata

+ o0 + o

f(X,y):f f F(u,v)e“m”””)dudv
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Trasformata Discreta di Fourier - 1D

Un segnale discreto h, di N campioni(k=0,1,2,...,N—1)pud essere

rappresentato come somma di N esponenziali complessi e *™"'"

n=0,1,2,...,N—1
N-1

_ i2nnkn/ N
hk_ Z Hne

n=0
dove gli H, sono i coefficienti di Fourier, ovvero le proiezioni del

segnale h, sugli esponenziali:
N-1
1 —i2mkn/
H,,,:—Z hke i2nkn/N
N =0
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Trasformata Discreta di Fourier - 2D

Rispetto alla trasformata monodimensionale di Fourier, le basi
del dominio trasformato sono esponenziali complessi
bidimensionali

i f
e e
M-1N-1 +i275m l_m)
: . . N M
Eq. sintesi  h,,= He
[=0 k=0
1 MZ—IN—I o |kn lﬁm)
Eqg. analisi H,=—— h_ e
. Ik mn
M N m=0 n=0

per h__ad energia finita.
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Trasformata Discreta di Fourier - 2D

La trasf. 2D
continua assume
che I'immagine
sia una porzione
di un piano
Infinito.
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flx,y)= f f F(u,v)et ™) qudy

—00 —©

+00 +

F(u,v):f f fx,y)e ") gx dy
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Trasformata Discreta di Fourier - 2D

La trasf. 2D
discreta assume

che I'immagine
esista su una
superficie chiusa,

un toroide.
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Frequenze Spaziali

Gli esponenziali complessi bidimensionali (il kernel della DFT)
sono sinusoidi e cosinusoidi 2D. Dato che le immagini sono

definite nello spazio, parliamo di frequenze spaziali

kn Im
—+—
M

5 K1
N

+i2m

e

) .. .. [m
= + isin - COS + isin|2mwT—
M

5 M
M

COS Zﬂ—n
N

Frequency:. The number of times that a periodic function repeats
the same sequence of values during a unit variation of the

Independent variable.
Webster's New Collegiate Dictionary
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Frequenze Spaziali

Cosinusoide spaziale bidimensionale.

‘\ | \X: amplitude
p;ri_o:j A
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Frequenze Spaziali

Differenti orientamento e sfasamento.
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Frequenze Spaziali

=
11

Il valore complesso della
trasformata alle
frequenze (v, u)

iIndica il modulo A e la
fase ¢ dell'esponenziale
complesso con periodo
A=1/Vu’+ v’ ed
orientamento

O=tan '(v/u) .
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Spettro

u,v <rlu,v
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Spettro di Potenza

Lo spettro di potenza di un segnale e il modulo della sua
trasformata di Fourier

2

|F(u,v)|2=F(u,v)F*(u,v):{ﬂ%(F(u,v))]2+ [S(F(u,v)”

Indica, per ogni coppia di frequenze spaziali (v,u), il
guadrato dell'intensita della componente frequenziale con
periodo A=1/vVu’+v* ed orientamento 6=tan ' (v/u) .
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Principio di Indeterminazione

space frequency Se AxAy e l'estensione
di un oggetto nello spazio
e AuAv la sua
estensione in frequenza,
allora

space frequency 1

AXAy-AuAv=
Y 167°

Oggetto piccolo ha una
grande estensione in
frequenza e viceversa
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Principio di Indeterminazione

Una coppia di impulsi
simmetrici nel dominio

frequency <) '!
L T
g m g della frequenza
E 1 % corrisponde ad una
7 T sinusoide nel dominio

spaziale.
— small extent « — large extent —
frequency Una COppia d| Iinee

simmetriche nel
dominio della frequenza
corrisponde ad una
linea sinusoidale nel
dominio spaziale.

« large extent —
— JUSIXD |[ewsS «

— small extent — large extent —
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Fast Fourier Transform

M

La prima frequenza che viene M—1N— o [kn kn Im
calcolata & (0,0), che andra ad lk:z Z
occupare la posizione in alto a m=0 n=0
sinistra dello spettro.
= fft2(f): I = fftshift(F):
o .
Iorzgm oriygin
from FFI2 .
or iffishift after fftshift
F (1,1) > I ( |R2] +1, |C/2| +1)
.-é(t:‘c’- k“‘f:-
-ﬂ_,;"u -'L- A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 20
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Frequenza Nulla

In Matlab 1| comando fft2 calcola la DFT bidimensionale
nell'intervallo Osu<1, 0<v<]1.

Il comando fftshift si occupa di ripristinare la frequenza nulla

I = fftshift(F):

F(1,1) — I (|R2|+1, |C2| +1)

al centro dello spettro.

2 3 .

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 21



Trasformate Inverse di impulsi

L] 1 c-lcrl-1

Lr/2]

1
T
(@
=

R-|R2]-1

A [0 TR0

Sinusoide orizzontale alla massima frequenza
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Trasformate Inverse di impulsi

Lcz] 1 c-lcrz]-1

LR2]

1
|

1
©
]

Sinusoide verticale alla massima frequenza
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Trasformate Inverse di impulsi

Lcrz] 1 c-lcrl-1

LN
|
|

Lr2]
TUUN|o7) Uibl Q UIbIO

1
@
=

R-|LR2]-1

Sinusoide alle massime frequenza orizzontale e verticale
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1 Lr2]

R—LR2]-1

Trasformate Inverse di impulsi

Lcrz] 1 c-lcrn]-1

Uwnjog Uibio

| ¢ »!

Sinusoide orizzontale alla minima frequenza
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Trasformate Inverse di impulsi

Lcz] 1 c-lcnrl-1

LRr2]

1

o

&

2
| |

=

R-LR2]-1

Sinusoide verticale alla minima frequenza
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Trasformate Inverse di impulsi

Lcz) 1 c-lcrl-1

< gl =1

LRr2]
Uwnjod uibo

1
©
=

R-LR22]-1

Sinusoide alle minime frequenze orizzontale e verticale
(diagonale negativa)

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 27



Trasformate Inverse di impulsi

Lerz] 1 c-lcrl-1

<4 LN L |

4|
»

Lr2]
UGS UBHG

1
o
=

R-LR2]-1

|l&
<

“ LI
|l 1

Sinusoide alle minime frequenze orizzontale e verticale
(diagonale positiva)
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns
Lcrz) 1 c-lcrl-1

< » € »|

A
\ 4

LRr2]
Uwn[og uiblo.

+u direction
_

Origin Row 0 R

1

R—|RI2)-1

+v direction

T
-. - :\ e
=8 ALA. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 29

1 e T e
\:_':!_.n__-r!”?gf".

384 rows




Trasformate Inverse di impulsi

512 columns
Lcrz) 1 c-lcrl-1

» | |

A
\ 4

» € »|

LRr2]

TGN UBIO

+u direction
_

1

R—|RI2)-1

384 rows

+v direction

A.A. 2024/2025

Frequenze: (u,v)=(4,3)
Lunghezze d'onda: (A, ,A,)=(128,128)

u?’
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns

Lcrz] c-Lcrl-1

< < < >
< L | _
A
ol
s
A=Clu
— Origin Row lgh R
"
_Ql‘ u = # of complete cycles
= in the horizontal direction
54
TG
-. - :\ e
S e A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 3 1

1 e T e
\:_':!_.n__-r!”?gf".

384 rows




Trasformate Inverse di impulsi

512 columns

Lcr] A c-lcnrl-1 | < >
< > ¢ il R
d B
5 g
A=Clu
— Origin Row lgh R
D
_Ql' u = # of complete cycles
= in the horizontal direction
R
v
Frequenze: (u,v)=(1,0)
1 . —
Lunghezze d'onda: (A, ,A,)=(512,0)
FELTiG
BN
|5"_.-".l‘.r. If: . . . o . o s
ﬁ,l'i* 8 ALA. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini 32
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns
Lcrz) 1 c-Lcrl-1

< » € il

v

A

Lr2]
Wnjo) UIbO

v = # of complete
cycles in the s

vertical direction

Origin Row AN (0] R

1

T
-. - :\ "\?
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns

Lcrz] lll c-lLcrl-1 | < >
4 > |« o
y N
S
‘g,
v = # of complete &
3

Lr2]

cycles in the
vertical direction

Origin Row

1

S0 E ALA. 202472025
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns

Lcra) c-lenl-1 | < >
T T
o
=
A=Clu
— Grigin Row |_Hem | R
«—>
_Ql‘ u = # of complete cycles
EII in the horizontal direction
4
G TG
-. - :\ "\?
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns

Lcr2] I1I c-lcrl-1 | < >
N > < o N
= &
AN=Clu
—_ Grigin Row | HeN | R
IEEEEEEEENS
_Ql‘ u = # of complete cycles
Eln in the horizontal direction
R
v
Frequenze: (u,v)=(2,0)
1 . —
Lunghezze d'onda: (A, ,A,)=(256,0)
QA
|5"_.-".l‘.r. If: . . . o . o s
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns
Lcrz] 1 c-lcrl-1

< P [« gl

A
\4

Lr2]

v = # of complete
cycles in the g A=R/v
vertical direction

Origin Row A R

1

G TG
.I - -‘:\ xﬂ?_-.
S s A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini
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Trasformate Inverse di impulsi

512 columns
Lcrz] 1 c-lcrl-1

< P [« gl

A
\4

Lr2]

v = # of complete S
cycles in the g A=R/v
vertical direction

Origin Row A R

1

384 rows

Frequenze: (u,v)=(0,2)
Lunghezze d'onda: (A
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Trasformate Inverse di impulsi

— -1 é — o
In un piano quadrato U=tan 3)_45
I'inclinazione si manterrebbe.
b=tan"’ 512/3 —tan ' 4 =53.13°
384/3 3

512 columns

\4

o
«

,. -
Frequenze: (u,v)=(3,3)
\ _| 512 . 1 B
Lunghezze d'onda: (A M,)=|==,128|= A= =102.4
GOU T 3 '\/ 3 2 1 2
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Caratteristiche dello Spettro di Potenza
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power spectrum

power spectrum
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Caratteristiche dello Spettro di Potenza
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Informazioni nella Trasformata di Fourier
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Informazioni nella Trasformata di Fourier

log|F (u,v)|
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Informazioni nella Trasformata di Fourier
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Informazioni nella Trasformata di Fourier

Quale fra ampiezza e fase ha il maggiore contenuto
iInformativo?
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Informazioni nella Trasformata di Fourier

Risultato della trasformata inversa considerando solo
I'ampiezza (fase posta pari a 0).

A.A. 2024/2025 Strumentazione biomedica e bioimmagini

47



Informazioni nella Trasformata di Fourier

Risultato della trasformata inversa considerando solo la
fase (ampiezza posta pari ad 1).
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