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1 Trasformate di Fourier

Definizione Data una funzione z : t € R — z(t) € C sommabile su R (cioe
fj;o |x(t)| dt < +00), la trasformata di Fourier di = & la funzione

definita da

T:weR—->Z(w)eC

+o00 )
Bw) = / (t)e—1 dt.

+o00
30) = / (1) dt
+oo )
B = /_ s(t)e=i2 It gy,

La funzione Z(w) a volte si denota anche con X (w) oppure con Flz(t)](w).

Proprieta

e La funzione Z(w) ¢ limitata, continua e

lim Z(w)=0.
|w|—+00

e Siano z1(t),x2(t) due funzione sommabile su R e ay, @y due costanti

complesse,

Flonzi (t)+asza(t)](w) = a1 Flz1(t)]|(w)+aaFlra(t)](w)  (linearita).



Sia z(¢) una funzione sommabile su R e to,wy € R, c € R — {0},
Fla(t = to)l(w) = e/ Fla(t)](w)
Flz(ct)](w) =
Fle? otz (t))(w) = Fla(t))(w — wo).
Sia z(t) una funzione sommabile su R.

i) Se z(t) € reale e pari allora Z(w) & reale pari.

ii) Se x(t) & reale e dispari allora z(w) e puramente immaginaria
dispari.

Siano x1(t), z2(t) due funzione sommabile su R

Fl(zr x 22) (D)) (w) = Fla1(0))(w) Flza()](w)

Se z & una funzione sommabile e continua su R con derivata continua
a tratti e sommabile su R allora

Fla'(t))(w) = jwFla(t)]

Sian € N. Se z,2/,---, 21 sono funzioni sommabili e continue su
R e (™ & continua a tratti e sommabile su R allora

Fla™(0)](w) = (jw)" Fla(?)]

Se x(t), tx(t) sono funzioni sommabili su R, allora Z(w) & derivabile su
Re

T'(w) = Fl(=gt)z(t)](w)

Sia n € N. Se z(t),tx(t),--- ,t"x(t) sono funzioni sommabili su R,
allora Z(w) ¢ derivabile n volte su R e

20 (w) = Fl(—jt)"z(t)](w)

Formula di inversione

Se la funzione z(t) € sommabile e regolare a tratti allora

1 too ;
—V.p. / T(w)e! dw

2 oo

Trasformate notevoli



1. Sia —o<a<b< 40 e

1 set€a,b]
z(t) = (1)
0 altrove
efjwa_efjwb
——— sew #0
T(w) =
b—a sew=20
e_Qij;,T_j'}_%jfb se w0
z(f) =
b—a sew=20
2. SiaT >0e
1 sete[-T/2,T/2]
x(t) =
0 altrove
(w) = 27 sir‘l(%w) _ Tsin;%w) _ 2sin(Zw) w0
jw FW w
e
z(0)=T
N sin(Z 2 f)
e
z(0)=T
3.
Fle M(w) = 2 Yw e R
1+ w?
2
=t - R
4. Sia a > 0.




f[ ! }@):mlwl
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2 'Trasformate di Laplace

Definizioni
La funzione f : I D (0,4+00) — C con [ intervallo si dice L-trasformabile
se esiste sg € C tale che la funzione e~%0! f(t) sia sommabile in (0, +00).

+oo
o[f] = inf{Res : / le st f(t)| dt < +o0} (ascissa di convergenza)
0

Se f & una funzione L-trasformabile, la sua trasformata di Laplace (uni-
latera) ¢ la funzione F': {s € C: Res > o[f]} CC — C

+o0o
LI D)(s) = F(s) := /0 ¢ f(t) dt

Trasformate notevoli

1. Se
1 setel0,400)
u(t) =
0 altrove
1
Llu(t)](s) = 5 per Res > 0.
2. SiaaeC

Lle™u(t)](s) = . i - per Res > Rea.

3.5 0<a<b< +o0

e—sa —sb

—e
L[X[ap](s) = — pers #0

LX) (s) = b—a per s = 0

4. n>0 Lit"u(t)|(s) = sﬁrl per Res > 0




Llsinwt|(s) = T2 P Res >0
s
Llcoswt](s) = 212 P Res >0
In particolare
. 1
Llsint](s) = 21 P Res >0
Llcost](s) = =2 j_ ] per Res > 0.

Proprieta

e Siano f1, fo due funzioni complesse di una variabile reale nulle per ¢t < 0
e L- trasformabili con ascissa di convergenza o[f1] e o[fa] rispettiva-
mente. Per ogni ¢, co € C la funzione c; f1(t) + cafo(t) & L- trasforma-
bile con ascissa di convergergenza max{c[fi],o[f2]}. Inoltre

Ller fi(t)+eafo(D)](s) = el L[f1(B)](s)+caLllf2(t)](s) per Res > max{o[fi], o[fa]}

e (Limitatezza della trasformata) Sia f una funzione complesse di una
variabile reale nulla per ¢t < 0 e £- trasformabili con ascissa di conver-
genza o[f]. Allora per ogni o9 > o[f], la funzione F'(s) = L[f(t)](s) &
limitata nel semipiano chiuso Res > o¢ e

lim F(s)=0

Res—+o0

e Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e
L- trasformabili con ascissa di convergenza o|[f]. Siano ¢ > 0, tg > 0 e
a € C, allora

LIFen](s) = LI@] (2)  per Res > colf]

Cc

LIf(t—to)l(s) = e °L[f(t)](s) per Res > o[f]

Lle™f#)](s) = LIf()](s —a) per Res > o[f] + Rea



e Sia f] e fo due funzioni complesse di una variabile reale nulle per ¢ < 0
e L- trasformabili con ascissa di convergenza o[fi] e o[fa] rispettiva-
mente. Allora la funzione fi x fa(t) & L- trasformabile con ascissa di
convergergenza max{o|[fi],o[f2]}. Inoltre

Llfr+ f2(0)](s) = LIA®](s)L]f2(1)](s)  per Res > max{o[f1],0[fa]}

e Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per ¢ < 0
continua, derivabile e £- trasformabili con ascissa di convergenza o|f]
e con derivata prima continua a tratti e £- trasformabile con ascissa
di convergenza o[f']. Allora

LIf'))(s) = sL[f(1)](s) — f(0) per Res > max{o[f],o[f']} (2)

e Nelle ipotesi della proposizione precedente se esiste limy_, o f(t) ed €
finito allora esiste limg_,9 sF(s) e

lig(l) sF(s)= lim f(t)

t——+o0

e Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per ¢ < 0, £-
trasformabile con ascissa di convergenza o[f]. Allora F'(s) = L[f(t)](s)
¢ olomorfa (derivabile nel senso complesso) nel semipiano Res > o[f].
La funzione ¢ f(t) eL- trasformabile con ascissa di convergenza o[f] e

F'(s) = LI-tf(t)](s) per Res > o[f]
Formula d’inversione

e Sia f un segnale (i.e. f nulla per ¢ < 0) regolare a tratti con trasfor-
mata F(s) e ascissa di convergenza o[f]. Per ogni a > o|[f] si ha

a+jo0 — +
271ij.p./a ’ e“F(s)ds-W,

dove f(t7) = lim_y— f(7) e f(tT) = lim;_p+ f(7).

e Sia f un segnale regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa di
convergenza o|f]. Per ogni a > o[f] si ha

a+joo — =+
271rjv.p./a ’ eStF(s)ds—f(t);—f(t),

dove f(t7) = lim, - f(7) e f(t7) = lim, s f(7).

—jOO



Antitrasformata rapporto polinomi
Sia F(s) = 28 con denominatore di grado N e numeratore di grado M

con N > M e primi tra di loro (non hanno zeri comuni).

1. B(s) ha solo zeri reali semplici. Siano sy, sg,--- , sy gli zeri reali sem-
plici, i.e. B(s) =bn(s—s1)---+ (s —sn) con by # 0. Allora

A A A
B(s) s—s1 s — SN
per opportune costanti Aq,- -, Ay

f(t> = u(t)[Alesn 4+t ANesNt},

(a)

(b)

(¢) principio d’identita dei polinomi

2. B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Siano s1, s9,- -+, sp gli r € N zeri reali con molteplicitd my, mo, - ,m,
con N =my+---+my, ie B(s) =by(s—s1)™ - (s—s;)"". Allora

B(s) s—s1 (s—s1)2 (s —s1)™ s — 8y (s — sp)mr’
con opportune costanti Ag coni=1,---,rej=1,---,m,.

B - g £ LSt s o Lot
f(t) =u(t) [Aje™ + -+ AT m+-~-+ATe + AT =)

' = lim ! d™ ) T A(s) s —8;)"
A= 51—>5i (m; — ) ds [B(S)( 0 ] '

m;—7j

3. B(s) ha zeri complessi non reali.

SlaF(S):Széiss%
s+1 1

F(s) =2 -2
(s) (s+1)2+22 “(s+1)2+22

7



o 1
-2 _9 =
o+ 2%, o+ 22| _ 4
o —tp—1 o —tp—1 2
=2 [M] (1) —eL [M] ®)

segue che
f(t) = u(t)e 2 cos(2t) — sin(2t)].



