La probabilita
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Teoria della probabilita

La teoria della probabilita studia i fenomeni incerti (non
deterministici).

Tre concetti primitivi:
Prova

Evento

Probabilita




Prova

La prova (o esperimento aleatorio) & un esperimento che ha
due o pil possibili risultati.

La prova puo essere suddivisa in sottoprove.
Es. 1: il lancio di un dado.
Es. 2:il lancio di 2 dadi (suddiviso in due sottoprove).

Evento

Per evento elementare si intende uno dei possibili risultati di
una prova.

Evento non elementare: un evento che puo essere scomposto
in eventi elementari.

Nella prova lancio di un dado:
- gli eventi elementari sono {1,2,3,4,5,6};
- un evento non elementare € «knumero pari».




Lo spazio degli eventi (o spazio campionario) & I'insieme di
tutti gli eventi elementari o; di una prova ed & indicato con Q.

Prova: lancio di un dado
Q:{1,2,3,4,5,6}

Prova: lancio di 1 moneta
Q:{T, C}

L'evento impossibile @ & quello che non pud mai verificarsi.

Levento certo Q e quello che non pud non verificarsi.




La probabilita

* La probabilita &€ un numero compreso tra 0 e 1, estremi
inclusi, che misura il grado di incertezza di un evento.

+ P(@)=0
e P(Q)=1

* Inuna data prova, I'evento A si verifica con probabilita P(A).




Algebra degli eventi

Operazioni tra eventi

Negazione (complemento) di un evento

Dato un evento A, la sua negazione A & 'evento che si verifica
guando non si verifica A.

Prova: lancio di un dado
A= {5}

A=1{1,2,3,4,6}

A = {pari}

A = {dispari}

Da notare:

®=0Q
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Unione di 2 eventi

* Dati2 eventi A e B, laloro unione

AUB

e I'evento che si verifica se almeno uno dei due eventi si
verifica.
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* Prova: lancio di un dado

« A={2,4,6} (risultato pari)

* B={5,6} (risultato>4)

* AU B =risultato pari oppure >4
« AUB={2,4,5,6}
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Intersezione di 2 eventi

* Dati 2 eventi A e B, la loro intersezione

ANB

e I'evento che si verifica se i 2 eventi si verificano
congiuntamente.
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* Prova: lancio di un dado

« A={2,4,6}

* B={5,6}

* AN B =risultato parie >4
« ANnB={6}
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* Due eventi A e B sono incompatibili se non possono verificarsi
congiuntamente, ovvero

ANB=0

* Da notare:
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Inclusione di un evento

* Dati2 eventiAeB, se
AUB=A
allora I'evento B € incluso in A,
BcA

* Prova: lancio di un dado
« A={2,4,6}

* B={2}

» BcA

* Infatti, AU B ={2,4,6}
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Approcci alla probabilita

Si considerano due diversi approcci alla probabilita:
(1) classico
(2) empirico (frequentista)
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L’approccio classico

Nell’'approccio classico, la probabilita del verificarsi di un
evento A e data da

casi favorevoli

P(A) = - Py
casi possibili
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* Es.: qual e la probabilita che il risultato del lancio di un dado
sia 4?
A= {4}
casi favorevoli 1

P(4) = =-=0,167
4) casi possibili 6
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L’approccio empirico

* Nell'approccio empirico, la probabilita del verificarsi di un
evento A e data da

P(4) ==

* néilnumero di prove
* ny e il numero di prove in cui si € verificato A
* (frequenza relativa)

20
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* Es.: qual e la probabilita che un acquirente di un bene
riacquisti lo stesso?

A = {riacquisto bene}

n ?
P(4) ===
n

=9
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* E necessario svolgere un’apposita indagine.
Ad es. si intervistano 300 acquirenti e si verifica che 180 di
guesti hanno riacquistato il bene.
180
P(A) =—=0,60

(4) 300

22
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Le tabelle a doppia entrata

200 studenti universitari classificati sulla base del possesso di un
bancomat (51 / NO) e della residenza (FUORISEDE / IN SEDE )

FUORISEDE IN SEDE Totale
Sl 90 56 146
NO 12 42 54
Totale 102 98 200
23
* Qual e la prob che uno Fsede Insede!| Tot
studente possegga un
bancomat? SI| 90 56
s A=SI NO | 12 42 54
Tot| 102 98 200

n ?
P(A) =—===
n

P(A) = 16 _ 0,73
200
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* Qual e la prob che uno
studente non possegga un

bancomat?
e A=S|
¢« B=NO

Fsede Insede| Tot
Sl 90 56 146
NO 12 42
Tot| 102 98

200

54
P(B) = —— = 0,27

P(A)=1-P(A)=1-0,73=0,.27
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evento.

P(B|A)

Probabilita condizionata

* Probabilita condizionata: probabilita di un evento
condizionata ad un altro evento, ovvero probabilita del
verificarsi di un evento sapendo che si e verificato un altro

* Dati 2 eventi, A e B, la probabilita dell’evento B condizionata
al verificarsi dell’evento A € indicata con
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* Prova: lancio di un dado
* A={2,4,6}
* B={5,6}

casi favorevoli 1

* La probabilita di B condizionata ad A, ovvero P(B|A), indica la
probabilita che il risultato sia > 4 condizionatamente a
(sapendo che c’e stato) un risultato pari.

P(B|A) = =-=0,333
(Bl4) casi possibili 3
1
P(A|B) = 5= 0,50
27
Probabilita condizionata
* Sapendo che uno studente € un Fsede Insede| Tot
“fuorisede”, qual & la prob di
possedere un bancomat? Sl 56 146
(Considerando solo gli studenti | NO | 12 42 54
fuorisede, qual & la prob di Tot |7 702 98 200
possedere un bancomat?)
« A=SI
* D =fuorisede
nA|D 90
P(A|D) =——=——=10,882
(41D) np 102

28
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* Considerando gli studenti in Fsede Insede| Tot
sede, qual e la prob di
possedere un bancomat? Sl 90 146
« A=SI NO | 12 42 54
* C=insede Tot| 102 200
P(A|C) = 6 _ 0,571
| - 98 — Y,
29
Probabilita dell’intersezione di 2 eventi
* Prova: lancio di un dado
« A={2,4,6}
* B={5,6}
« ANnB={6}
casi favorevoli 1
P(AnB) = - —— =—=0,167
casi possibili
30
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In generale, la probabilita dell’intersezione degli eventi A e B
e data da

P(ANnB) = P(A)P(B|A)

Esempio precedente

—1—0167
=2=0,

N w
[SSRINT
I

P(ANB) =
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Principio delle probabilita composte
* Poiché AN B = B N A (i due eventi devono verificarsi
congiuntamente)
P(ANnB)=P(BNnA)
P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
32
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La probabilita di B condizionata a A e ricavabile da

P(AN B) = P(A)P(B|A)

P(ANB)
PO =T
* Esempio precedente
P(B|A) = 16 _1_ 0,333
~3/6 3
33
* In modo analogo
P(ANB)
34
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Probabilita dell’intersezione di 2 eventi

* Qual e la prob che uno studente
possegga un bancomat e sia “in

Fsede Insede| Tot

9 (56 | 146

12 42 54

sede”? SI
e A=S| NO
e C=insede Tot

102 98

200

56
P(ANC)=-—=0,28

35
Probabilita dell’unione di 2 eventi
* Prova: lancio di un dado
* A={24,6}
* B={5,6}
« AUB={2,45,6}
casi favorevoli 4
P(AUB) = : ——— =— = 0,667
casi possibili 6
36
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* Ingenerale, la probabilita dell’'unione degli eventi A e B, € data
da

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB)

* Esempio precedente

P(AUB) ==+

ol w
ol N
I
ol
o
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Probabilita dell’unione di 2 eventi
* Qual élaprob che uno Fsede Insede| Tot
studente possegga un
bancomat oppure sia uno Sl 90 146
studente “in sede”? NO 12 42 54
© A=S Tot| 102 200
e C=insede
PAUC) = 146+98—56_ 188_094
B 200 200
38
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Probabilita della negazione di un evento

e Datounevento A

P(A) =1-P(4)
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Eventi indipendenti
* Due eventi A e Bsono indipendenti se il verificarsi
dell’evento B non influenza il verificarsi dell’evento A e
viceversa.
* Intal caso
P(A|B) = P(A)
P(B|A) = P(B)
40
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Ne consegue che per 2 eventi indipendenti

P(An B) = P(A)P(B)

Inoltre, per K eventi indipendenti,

P(AiNnA;Nn--NA) =P(A)P(Ay) ... P(Ay)

k k
()4 |=] [Pean
i=1

i=1
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Esempio precedente

Verifica dell’indipendenza tra gli eventi A (possesso
bancomat) e C (studente “in sede”). Se A e C fossero eventi

indipendenti, allora
P(ANnC)=P(A)P(C)
Ma
56
P(ANnC) =ﬁ=0'28
146 98 14308
200 200 200

P(A)P(C) = = 0,358

| 2 eventi non sono indipendenti.

42
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Eventi incompatibili

* Due eventi A e Bsono incompatibili se non possono verificarsi
congiuntamente

* Intalcaso
AnNnB=¢@

P(ANB)=0

43
* Ne consegue che per 2 eventi incompatibili
P(AUB)=P(A)+ P(B)
* Inoltre, per K eventi incompatibili,
P(A; UA,U---UA,) =P(A) + P(Ay) + -+ P(Ag)
k k
i=1 i=1
44
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Esempio 1

| 200 clienti di una banca sono suddivisi in tre fasce: A (mai
insolventi), B (insolventi una volta) e C (insolventi piu di una
volta). | clienti delle tre fasce sono, rispettivamente, 160, 30 e
10.

45
Dati del problema
n =200
ny =160
nB =30
Ne = 10
46
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Si consideri un’estrazione e si determini:
1. la prob diselezionare un cliente della fascia B.
Npg 30

PB) =3 =200
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2. la prob diselezionare un cliente della fascia A oppure dalla
fascia B.
P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
Ma gli eventi A e B sono incompatibili.
160 30 190
P(AUB)=PA)+P(B) = =
( ) (4) + P(B) 200+200 200
48
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3.

* Si considerino due estrazioni (senza reimmissione) e si

determini:
la prob di selezionare il primo cliente della fascia A e il

secondo cliente della fascia B;

P(As N By) = P(ADP(E A)_16O 30 4800
1Tl L 241 200 199 39800
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4.

la prob di selezionare due clienti della stessa fascia.

P[‘(Al N AZ,) V) (‘Bl N Bz? U (‘Cl N Cz),] =
|

I I
UNIONE DI EVENTI INCOMPATIBILI

P(A1)P(Az|A1) + P(B1)P(B3|B;) + P(C1)P(C,|Cy) =

160 159+ 30 29 4 10 9 26400
200 199 200 199 200 199 39800

50
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Esempio 2

La prob che un soggetto acquisti un’autovettura e pari a 0,52.
La prob che un soggetto acquisti un’autovettura e uno scooter
e pari a 0,42. Inoltre I'acquisto di un’autovettura & un evento
indipendente dall’acquisto di uno scooter.

51

Dati del problema

A = {acquisto autovettura}
S = {acquisto scooter}
P(A) = 0,52
P(AN'S)=0,42

A e S sono indipendenti

52
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1. Sapendo che i due eventi sono indipendenti, verificare se i
due eventi sono anche incompatibili;

| due eventi non sono incompatibili, poiché P(ANS) # 0

53
2. determinare la prob che un soggetto acquisti uno scooter;
P(S) =?
Poiché i due eventi sono indipendenti, P(A N S) = P(A)P(S),
quindi
P(ANnS) 0,42

P(S) = = = 0,81

() P(A) 0,52

54
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3. determinare la prob che un soggetto acquisti un’autovettura
0 uno scooter.
P(AUS) =7
P(AuS)=P(A)+P(S)—P(ANnS)=0,52+0,81-0,42
P(AUS) =091
55
Teorema di Bayes
. Si considera una partizione dello spazio campionario Q, ossia
un insieme di eventi A,,..., A, tali che:
1. AiNA=0 (incompatibili a due a due)
k
2. A;=Q (almeno uno degli eventi A,,...,A, si verifica)
i=1
* Siconsidera un evento B incluso in Q.
56
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Si distingue

P(A;) = probabilita a priori

P(A;|B) = probabilita a posteriori

57
P(4;N B
P(AIB) = %
_ P(ADP(BIA)
G
58
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P(B) =?
P(B) =P(BN Q)

k

=pP|Bn UAi

i=1

= P((\A1 N B) U (AZ n B) U--U(4x NB))

EVENTI INCOMPATIBILI

=P(A;NB)+P(A,NB)+ -+ P(A; N B)
= P(A1)P(B|Ay) + -+ P(A)P(B|Ay)

59

P(4; N B)
P(A;|B) = “PB)
_ PAADP(BIA)  probabilita a priori
P(B) probabilita condizionata
(verosimiglianza)
P(A;)P(B|A;
P(A|B) = (A)P(B|A)

/ P(A1)P(B|Ay) + -+ + P(A)P(B|Ax)

probabilita a posteriori

60

30



Interpretazione

Il teorema di Bayes e utile quando gli eventi A, sono
possibile cause dell’evento osservato B .

In tal caso le probabilita a posteriori sono le probabilita
delle diverse cause.

61
Esempio 1
Affidabilita di un test molecolare.
La prob di avere la malattia Cov e 0,05.
P(Cov) = 0,05
Il test & positivo (Pos) nel 99% dei casi in cui la malattia & in
atto.
P(Pos | Cov) =0,99
Lesame fornisce un falso positivo nel 2% dei pazienti.
P(Pos | Cov) = 0,02
Se per un soggetto il test positivo, qual & la prob che abbia
la malattia Cov?
P(Cov | Pos) =7
62
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P(Cov)P(Pos|Cov)

P(Cov |Pos) = Cov Cov
(Cov |Pos) P(Cov)P(Pos|Cov) + P(Cov)P(Pos|Cov)

P(Cov |Pos) — 0,05 - 0,99 o
ov|Pos) = 3050995 095. 002
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Esempio 2
* Un paziente si rivolge al medico per alcune macchie rosse (M).
Le possibili cause sono riconducibili esclusivamente a 3
malattie (A;,A,,A;). E noto, inoltre, che
— P(A;)=0,5
— P(A,)=0,4
- P(A;)=0,1
Data una certa malattia la probabilita di presentare macchie
rosse e
- P(M|A) =0,2
- P(M|A,) =0,5
- P(M]|A;) =0,8
guale diagnosi dovrebbe formulare il medico?
64
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P(A1)P(M|A1)

P(A;IM) =
! 3 P(A4)P(M|A))
P(A{|M) = 05-0.2 = 0,263
7 05.02+04-05+01-08
P(A,|M) = P(A;)P(M|A,)
’ 3 P(A)DP(M]A))
P(A,|M) = 04-05 = 0,526
27 05.02+04-05+0,1-08
0,1-0,8
P(A3|M) = = 0,210

05-02+04-05+0,1-0,8

Diagnosi: malattia A,

65
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