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Una matrice può essere rappresentata mediante i suoi vettori riga o
colonna



8 / 60
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(
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)
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)

, a2 =

(
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)
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(

2
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b1 = (1 3 2), b2 = (4 1 5).
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■ matrice triangolare superiore ⇔ ai,j = 0, ∀ i > j. Esempio:

A =







1 2 7
0 4 4
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





■ matrice triangolare inferiore ⇔ ai,j = 0, ∀ i < j. Esempio:

A =







1 0 0
4 0 0
3 2 1




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■ matrice simmetrica ⇔ A = AT ⇔ ai,j = aj,i ∀ i, j. Esempio:

A =







1 4 3
4 1 2
3 2 5







■ matrice antisimmetrica ⇔ A = −AT ⇔ ai,j = −aj,i ∀ i 6= j.
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A =







1 4 3
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


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Siano α ∈ R e A = (ai,j) una matrice m× n. Si definisce prodotto tra
lo scalare α e la matrice A e si indica con il simbolo α ·A la matrice
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α = 2, A =






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




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





⇓

α ·A = 2 ·







7 −1 2
4 1 5

−2 3 8





 =







14 −2 4
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−4 6 16






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Siano A = (ai,j) e B = (bi,j) due matrici m× n. Si definisce somma di
A e B e si indica con il simbolo A+B la matrice

C = (ci,j) = (ai,j + bi,j), ∀ i, j
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A =







7 −1 2
4 1 5

−2 3 8




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





2 −1 2
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A e B e si indica con il simbolo A+B la matrice

C = (ci,j) = (ai,j + bi,j), ∀ i, j

Esempio:

A =







7 −1 2
4 1 5

−2 3 8





 , B =







2 −1 2
3 0 −2
2 6 9







⇓

A + B =







7 + 2 −1− 1 2 + 2
4 + 3 1 + 0 5− 2
−2 + 2 3 + 6 8 + 9





 =







9 −2 4
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


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









0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0








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Siano a e b due vettori di ordine n. Si definisce prodotto scalare di a e
b:

a× b, < a, b >

lo scalare α dato da:

α =
n
∑

i=1

ai · bi

Esempio:
a = (1 − 2 3), b = (2 1 − 2)

< a, b >= 1 · 2 + (−2) · 1 + 3 · (−2) = −6
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riga i-ma di A e della colonna j−ma di B:

ci,j =< aTi , bj >, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n



Esempio

21 / 60

Siano



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9









Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6 4 · 2



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6 4 · 2 + 1 · 2



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6 4 · 2 + 1 · 2 + 5 · 9



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
4 1 5

)

, B =







1 2
0 2
6 9







⇓

A · B =

(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6 4 · 2 + 1 · 2 + 5 · 9

)

=



Esempio

21 / 60

Siano

A =

(

7 1 2
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





1 2
0 2
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





⇓
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(

7 · 1 + 1 · 0 + 2 · 6 7 · 2 + 1 · 2 + 2 · 9
4 · 1 + 1 · 0 + 5 · 6 4 · 2 + 1 · 2 + 5 · 9

)

=

=

(

19 34
34 55

)
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a = (1 − 2 3), b = (2 1 − 2)

⇓

a =
(

1 −2 3
)

, bT =







2
1
−2






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a = (1 − 2 3), b = (2 1 − 2)

⇓

a =
(

1 −2 3
)

, bT =







2
1
−2







⇓

< a, bT >= −6
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Proprietà del prodotto tra matrici

24 / 60

Siano A e D matrici m× n, B e F matrici n× p, C una matrice p× q. Il
prodotto tra matrici

1. gode della proprietà associativa
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Siano A e D matrici m× n, B e F matrici n× p, C una matrice p× q. Il
prodotto tra matrici

1. gode della proprietà associativa ⇔ A(BC) = (AB)C
2. gode della proprietà distributiva rispetto alla somma ⇔

A(B± F) = AB± AF
(A± D)C = AC±DC
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3. non gode della proprietà commutativa; in particolare:
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3. non gode della proprietà commutativa; in particolare:

■ se si può calcolare il prodotto A·B, non è detto che sia possibile
effettuare il prodotto B·A

■ se entrambe le operazioni possono essere eseguite, può accadere che
A·B6= B·A; esempio:

A =

(

1 2
3 4

)

, B =

(

0 −1
1 −1

)

⇓

A · B =

(

2 −3
4 −7

)
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3. non gode della proprietà commutativa; in particolare:

■ se si può calcolare il prodotto A·B, non è detto che sia possibile
effettuare il prodotto B·A

■ se entrambe le operazioni possono essere eseguite, può accadere che
A·B6= B·A; esempio:

A =

(

1 2
3 4

)

, B =

(

0 −1
1 −1

)

⇓

A · B =

(

2 −3
4 −7

)

, B ·A =

(

−3 −4
−2 −2

)



Proprietà del prodotto tra matrici

26 / 60

Siano A una matrice m× n e B una matrice n× p
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Siano A una matrice m× n e B una matrice n× p.

4. non vale la legge di annullamento del prodotto ⇔
A·B= 0mp 6⇒ A = 0mn oppure B = 0np;
esempio:

A =

(

1 1
1 1

)

, B =

(

1 1
−1 −1

)

⇓

A · B =

(

0 0
0 0

)
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prodotto per le matrici quadrate di ordine n
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A · In = In · A = A
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Sia A una matrice quadrata di ordine n; si definisce matrice inversa di
A e si indica con il simbolo A−1 la matrice di ordine n per la quale:

A · A−1 = A−1 · A = In

Nota: non tutte le matrici quadrate sono dotate di inversa. Se una
matrice A è dotata di inversa, si dice che A è non singolare.
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Un sistema lineare di m equazioni in n incognite si rappresenta nel modo
seguente:






















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
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

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2

· · · · · · ·
· · · · · · ·

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm

■ coefficienti del sistema: ai,j , i = 1, ...,m, j = 1, ..., n;
■ temini noti del sistema: b1, ..., bm;
■ incognite del sistema: x1, ..., xn.
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A · x = b

dove A è la matrice dei coefficienti del sistema, x è il vettore delle
incognite, b è il vettore dei termini noti.
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Il sistema lineare:










2x1 − x2 = 3
x1 + 2x2 = 4
x1 − x2 = 1

espresso in forma scalare, si esprime, in forma matriciale, nel modo
seguente:







2 −1
1 2
1 −1





 ·

(

x1

x2

)

=







3
4
1






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Detta A la matrice dei coefficienti di un sistema lineare di ordine m× n,
si chiama matrice completa del sistema lineare la matrice

Ab =











a1,1 · · · a1,n | b1
a2,1 · · · a2,n | b2
· · · · · | ·

am,1 · · · am,n | bm











= (A|b)

di ordine m× (n+ 1).
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Consideriamo il sistema lineare
{

x + 2y = 4
2x − y = 3

Sottraiamo alla II equazione la I moltiplicata per 2

(2x− y = 3)− 2 · (x+ 2y = 4)

⇓

2x− y − 2x− 4y = 3− 8 ⇒ −5y = −5

da cui si ottiene y = 1. Sostituendo tale valore nella I equazione si
ricava: x+ 2 · (1) = 4 ⇒ x+ 2 = 4 ⇒ x = 2
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Nota: ciascuna delle equazioni rappresenta una retta nel piano. Risolvere
il sistema ⇔ calcolare l’intersezione delle 2 rette.

x

y

0 1

1

2

Le due rette sono incidenti.
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Consideriamo il sistema lineare
{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Risolviamo il sistema: sottraiamo alla II equazione la I moltiplicata per 2

(4x− 2y = 6)− 2 · (2x− y = 3)

⇓

4x− 2y − 4x+ 2y = 6− 6 ⇒ 0 = 0

Si ottiene un’identità. Il sistema ammette infinite soluzioni.



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava

x =
t+ 3

2



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava

x =
t+ 3

2

La coppia



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava

x =
t+ 3

2

La coppia

(t+ 3

2
, t
)



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava

x =
t+ 3

2

La coppia

(t+ 3

2
, t
)

, t ∈ R



Esempio 2

36 / 60

{

2x − y = 3
4x − 2y = 6

Se poniamo y = t, t parametro reale, dalla I equazione si ricava

x =
t+ 3

2

La coppia

(t+ 3

2
, t
)

, t ∈ R

descrive le soluzioni del sistema.
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Geometricamente:

x

y

0 1

1

2 3

3

Le due rette sono coincidenti.
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Consideriamo il sistema lineare
{

2x − y = 3
4x − 2y = 2

Risolviamo il sistema: sottraiamo alla II equazione la I moltiplicata per 2

(4x− 2y = 2)− 2 · (2x− y = 3)

⇓

4x− 2y − 4x+ 2y = 2− 6 ⇒ 0 = −4

Si ottiene un’incongruenza. Il sistema non ammette soluzioni.
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Geometricamente:

x

y

0 1

1

2

3

Le due rette sono parallele.
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Un sistema lineare può avere

■ una sola soluzione; il sistema si dice compatibile determinato;
■ infinite soluzioni; il sistema si dice compatibile e indeterminato;
■ nessuna soluzione; il sistema si dice incompatibile.

Nel seguito, ci limitiamo a considerare sistemi quadrati, ossia sistemi in
cui il numero di equazioni coincide col numero delle incognite.
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1. Dall’ultima equazione si ricava x3 = 2;
2. sostituendo il valore di x3 ottenuto nella II equazione si ha

x2 = (4− 2)/2 = 1;
3. infine, sostituendo nella I equazione i valori di x3 e x2 ottenuti si

calcola x1: x1 = 6− 1− 2 = 3.
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1. Dall’ultima equazione si ricava x3 = 2;
2. sostituendo il valore di x3 ottenuto nella II equazione si ha

x2 = (4− 2)/2 = 1;
3. infine, sostituendo nella I equazione i valori di x3 e x2 ottenuti si

calcola x1: x1 = 6− 1− 2 = 3.

Il sistema è compatibile e determinato. La soluzione è x =
(

3 1 2
)T

.
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1. Dall’ultima equazione si ricava x3 = 2;
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1. Dall’ultima equazione si ricava x3 = 2;
2. anche dalla II equazione risulta x3 = 2.

Il sistema è compatibile ed indeterminato. Sostituendo il valore di x3

nella I equazione, si ottiene

x1 + x2 + 2 = 6 ⇐⇒ x1 + x2 = 4

da cui, ponendo x1 = t, le infinite soluzioni del sistema sono date da:

x =
(

t 4− t 3
)T

, t ∈ R
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zero il sistema è compatibile e determinato. Il sistema può essere
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Consideriamo un sistema lineare Rx = c con R matrice triangolare
superiore.

1. se tutti gli elementi della diagonale principale di R sono diversi da
zero il sistema è compatibile e determinato. Il sistema può essere
risolto con il metodo di sostituzione all’indietro;

2. se almeno un elemento diagonale è nullo il sistema è incompatibile

o compatibile ed indeterminato.
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Dato un sistema lineare
Ax = b

il metodo di eliminazione di Gauss trasforma il sistema dato in un
sistema equivalente

Rx = c

avente matrice dei coefficienti R triangolare superiore.
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Il metodo procede per passi successivi. Consideriamo il sistema:











x1 + x2 + x3 = 2
x1 − x2 − x3 = 2
2x1 − x2 + x3 = 6

I passo: considerata la matrice completa del sistema, si annullano tutti
gli elementi della I colonna al di sotto della diagonale principale.
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Dopo il I passo abbiamo già ottenuto il seguente sistema triangolare:











x1 + x2 + x3 = 3
x3 = 1
3x3 = 3

equivalente al sistema di partenza da cui evidentemente si ricava:



















x3 = 1



Metodo di eliminazione di Gauss

52 / 60
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equivalente al sistema di partenza. Tale sistema ovviamente non
ammette soluzioni.
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