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Infiniti ed infinitesimi

Siano X C R, f: X — R e xp € R tali che
@ Xp punto di accumulazione per X se xp € R;
@ X illimitato superiormente se xg = +o0;
@ X illimitato inferiormente se xyg = —.
oppure, equivalentemente
@ Xp punto di accumulazione per X al finito;
@ Xp punto di accumulazione per X all’ infinito.
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0

X=X
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Confronto

Confronto tra infiniti

Di fondamentale importanza & I'introduzione di un criterio per
confrontare tra loro due infiniti in un punto Xxo.

Consideriamo due infiniti f(x) e f(x), non necessariamente
aventi lo stesso insieme di definizione, il confronto si effettua
considerando, intorno ad xg, uno dei rapporti?:

aSupporremo che tali rapporti abbiano significato e che xo sia di
accumulazione per gli insiemi di definizione di entrambi.
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Confronto

Confronto tra infiniti

Siano fi(x) e f(x) due infiniti in xo € R.
Consideriamo il seguente limite

f1 (X)
f2(x)

Si possono presentare quattro casi:

lim

X—Xo
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Confronto tra infiniti

jim | 11X
x=xo | fo(X)
Si dice che linfinito f;(x) & di ordine superiore rispetto

allinfinito f>(x) e si scrive:

:+oo
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Confronto tra infiniti

jim | 11X
x=xo | fo(X)
Si dice che linfinito f;(x) & di ordine superiore rispetto

allinfinito f>(x) e si scrive:

:+oo

Ordy—sx, f1(X) > ordy_x,fo(x).

Con linguaggio intuitivo: |f;(x)| tende a +oo piu rapidamente
rispetto a |f(x)|.
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x=xo | fo(X)
Si dice che linfinito f1(x) € di ordine inferiore rispetto all'infinito

f(x) e si scrive:
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Confronto tra infiniti

jim | 1)
x=xo | fo(X)
Si dice che linfinito f1(x) € di ordine inferiore rispetto all'infinito

f(x) e si scrive:

Ordxg)xo f‘] (X) < Ordxﬁxo fg(X)

Con linguaggio intuitivo: |f;(x)| tende a +oco meno rapidamente
rispetto a |f(x)|.
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Confronto tra infiniti

H(X)| _
aod| = * 0

Gli infiniti f;(x) e f(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
X—Xp

Infiniti e Infinitesimi



Confronto tra infiniti

H(X)| _
aod| = * 0

Gli infiniti f;(x) e f(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
X—Xp

Ordy_x, f1 (X) = Ordy_x, f2(X).
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Confronto tra infiniti

H(X)| _
aod| = * 0

Gli infiniti f;(x) e f(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
X—Xp

Ordy_x, f1 (X) = Ordy_x, f2(X).

|fi(x)| e |f2(x)| tendono a +oo con la stessa rapidita.
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Se in particolare
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Caso 3: Infiniti equivalenti

Se in particolare
f(x) _

B(x)|
Gli infiniti si dicono equivalenti e si scrive:

[im

X—Xo
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Confronto tra infiniti

Si dice che gli infiniti f;(x) e f,(x) non sono confrontabili.
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Ordine di un infinito

Obiettivo

Ci si propone adesso di determinare numericamente, ove
possibile, I'ordine di un infinito.
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Ordine di un infinito

Infinito campione

Sia xp € R. Indicheremo con f,,(x) I'infinito campione ,
convenzionalmente di ordine 1, in xg ovvero:

]
=x) X0 ER,

foo(X) =

X, Xo = 0.
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Ordine di un infinito

Considerato un infinito f(x) in Xy € R, si dira di ordine o
(rispetto all'infinito campione), se esiste un valore « > 0 per cui
risulti: ;
i |
X% [ (X)]0

=(+£0.

Si scrive:
OrdX‘}XO f(X) = .
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In generale

In generale, considerato un infinito f(x) in xo € R, si dira di
ordine minore, uguale o maggiore di « (rispetto all’infinito
campione), secondo che sia di ordine minore, uguale o
maggiore dell'infinito |f,(x)|*.
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Sia f(x) = 2x3 + x + 1.
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Risulta: s
f 2 1
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oo 2x3  xadee 2x8
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Sia f(x) = vVx2 — 1.

f(x) & un infinito in +oo.

Risulta:
_ x2 — 1 _ x2 —1 ) 1
lim = l|im = |im 1—-—=1
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Risulta: ,
f _
im T VXS
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Casi particolari

Ordine arbitrariamente piccolo/grande

Se per ogni a > 0 l'infinito f(x) risulta sempre di ordine inferiore
oppure sempre di ordine superiore rispetto all’infinito campione
di ordine «, ossia:
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Casi particolari

Ordine arbitrariamente piccolo/grande

Se per ogni a > 0 l'infinito f(x) risulta sempre di ordine inferiore
oppure sempre di ordine superiore rispetto all’infinito campione
di ordine «, ossia:

LGOI LGOI
xllj}o NG 0 oppure XI|_>n}(0 T +o00,Va >0

allora si dice che l'infinito f(x) & rispettivamente di ordine
arbitrariamente piccolo, arbitrariamente grande.
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Casi particolari

Tabella

Infinito X0 ordine

a) || log, x +o00 | arbitrariamente
piccolo

b) || log, x 0 arbitrariamente
piccolo

c) || @&,a>1 +oo | arbitrariamente
grande

d) || @,0 <a< 1| —oo | arbitrariamente
grande
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Definizione

La funzione f(x) si dice infinitesimo in xy se risulta

lim f(x)=0

X—Xo
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Confronto tra infinitesimi

Come per gli infiniti, si introduce un criterio per confrontare tra
loro due infinitesimi in un punto xp, nelle ipotesi
precedentemente introdotte.
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Confronto tra infinitesimi

Siano fi(x) e f(x) due funzioni infinitesime in x € R.
Consideriamo il seguente limite

f1 (X)
f2(x)

Si possono presentare quattro casi:

lim

X—Xo
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Confronto tra infinitesimi

lim | 1)
x=xo | fo(X)
Si dice che linfinitesimo f;(x) & di ordine superiore rispetto

allinfinitesimo £(x) e si scrive:
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Confronto tra infinitesimi

lim | 1)
x=xo | fo(X)
Si dice che linfinitesimo f;(x) & di ordine superiore rispetto

allinfinitesimo £(x) e si scrive:

Ordy—sx, f1(X) > ordy_x,fo(x).

Con linguaggio intuitivo: f;(x) tende a 0 piu rapidamente
rispetto a f(x).
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Confronto tra infinitesimi

[im

X—Xo

= +00

( )

Si dice che linfinitesimo f;(x) € di ordine inferiore rispetto
allinfinitesimo £(x) e si scrive:
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Confronto tra infinitesimi

[im

X—Xo

= +00

( )

Si dice che linfinitesimo f;(x) € di ordine inferiore rispetto
allinfinitesimo £(x) e si scrive:

Ordxg)xo f‘] (X) < Ordxﬁxo fg(X)

Con linguaggio intuitivo: f;(x) tende a 0 meno rapidamente
rispetto a f(x).
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Confronto tra infinitesimi

H(X)| _
aod| = * 0

Gli infinitesimi f;(x) e f2(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
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Confronto tra infinitesimi
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Gli infinitesimi f;(x) e f2(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
X—Xp

Ordy_x, f1 (X) = Ordy_x, f2(X).
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Confronto tra infinitesimi

H(X)| _
aod| = * 0

Gli infinitesimi f;(x) e f2(x) sono dello stesso ordine e si scrive:

lim
X—Xp

Ordy_x, f1 (X) = Ordy_x, f2(X).

fi(x) e f(x) tendono a 0 con la stessa rapidita.
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Confronto tra infinitesimi

Caso 3: Infinitesimi equivalenti

Se in particolare

h)_y.

[im H(x)
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Se in particolare
f(x) _

B(x)|
Gli infinitesimi si dicono equivalenti e si scrive:
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Caso 3: Infinitesimi equivalenti

Se in particolare
f(x) _

B(x)|
Gli infinitesimi si dicono equivalenti e si scrive:

[im
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Confronto tra infinitesimi

Si dice che gli infinitesimi f;(x) e f2(x) non sono confrontabili.
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Ordine di un infinitesimo

Obiettivo

Ci si propone adesso di determinare numericamente, ove
possibile, I'ordine di un infinitesimo.
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Ordine di un infinitesimo

Infinitesimo campione

Sia xg € R. Indicheremo con fy(x) I'infinitesimo campione,
convenzionalmente di ordine 1, in X, ovvero:

fo(x) =

{ (x —X0), Xo€R,

1 —
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Ordine di un infinitesimo

Considerato un infinitesimo f(x) in xo € R, si dira di ordine «
(rispetto all'infinitesimo campione), se esiste un valore o > 0
per cui risulti:

el
B Tolore 7

Si scrive:
Ordxi)xo f(X) = .
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Ordine di un infinitesimo

In generale

In generale, considerato un infinitesimo f(x) in xp € R,
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Ordine di un infinitesimo

In generale

In generale, considerato un infinitesimo f(x) in xg € R, si dira di
ordine minore, uguale o maggiore di « (rispetto all’infinitesimo
campione), secondo che sia di ordine minore, uguale o
maggiore dell'infinitesimo |f(x)|“.
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Ordine di un infinitesimo

In generale

In generale, considerato un infinitesimo f(x) in xg € R, si dira di
ordine minore, uguale o maggiore di « (rispetto all’infinitesimo
campione), secondo che sia di ordine minore, uguale o
maggiore dell'infinitesimo |f(x)|“.
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Sia f(x) = x% — 1
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
R ’
lim
x—=1| X —1
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _ _
im | 1’ — I <X1<X+1>’
x—=1| X — x—1
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2_A —1)(x + 1
lim | X ’:nm (X(XH’_nmxH
x—1| X — x—1 x—1
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _1 -1) 1
lim | ’:nm (X(XH’_nmxH:z
x—=1| X — xX—1 X—1
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _1 -1) 1
lim | ’:nm (X(XH’_nmxH:z
x—=1| X — xX—1 X—1

ordy_,1f(x) = 1.
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _ _
lim | 1’ — lim (X”XH)’ ~limx4+1=2
x—=1| X — xX—1 X—1
ordy_,1f(x) = 1.
Risulta:
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _ _
lim | 1’:|im (X1(X+1)’—Iimx+1:2
x—=1| X — xX—1 X—1
ordy_,1f(x) = 1.
Risulta: )
. f(x
o 2(x—1)‘_
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _ _
lim X 1’ — lim (X”XH)’ —limx4+1=2
x—1| X — xX—1 X—1
ordy_,1f(x) = 1.
Risulta:
lim & = lim )(27_1 _
x—>1|2(x —1)|  x=1]|2(x—1)|
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Sia f(x) = x® — 1.
f(x) € un infinitesimo in 1.

Risulta:
2 _ _
lim X ’—Iim (X”XH)’_nmezz
x—1| X — xX—1 X—1
ordy_,1f(x) = 1.
Risulta:
lim & = lim )(27_1 _
x—>1|2(x —1)|  x=1]|2(x—1)|

f(x)equivy_12(x — 1).
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Casi particolari

Ordine arbitrariamente piccolo/grande

Se per ogni o > 0 l'infinitesimo f(x) risulta sempre di ordine
inferiore oppure sempre di ordine superiore rispetto
allinfinitesimo campione di ordine «, ossia:
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Casi particolari

Ordine arbitrariamente piccolo/grande

Se per ogni o > 0 l'infinitesimo f(x) risulta sempre di ordine
inferiore oppure sempre di ordine superiore rispetto
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f(x)!

: B LG
xl'—>n3<0 RO +o00 oppure x||—>n)(0 ROCE 0,Va >0
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Casi particolari

Ordine arbitrariamente piccolo/grande

Se per ogni o > 0 l'infinitesimo f(x) risulta sempre di ordine
inferiore oppure sempre di ordine superiore rispetto
allinfinitesimo campione di ordine «, ossia:

f(x)!

: B LG
xl'—>n3<0 RO +o00 oppure x||—>n)(0 ROCE 0,Va >0

allora si dice che l'infinitesimo f(x) & rispettivamente di ordine
arbitrariamente piccolo, arbitrariamente grande.

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Tabella

Infinitesimo X0 ordine

a) || @,a> 1 —oo | arbitrariamente
grande

b) | @,0 < a< 1| +oo | arbitrariamente
grande

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente
senx 0 |1 X

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tgx 0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 —cosx 0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logs(1+x) |0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenX 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0

Infiniti e Infinitesimi



Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenX 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0 |1 X

Infiniti e Infinitesimi




Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenX 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0 |1 X

a—1 0

Infiniti e Infinitesimi




Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenX 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0 |1 X

a* —1 0 |1 xloga

Infiniti e Infinitesimi




Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0 |1 X

a* —1 0 |1 xloga

e —1 0

Infiniti e Infinitesimi




Casi particolari

Infinitesimo | Xy | ordine | infinitesimo
equivalente

senx 0 |1 X

tex 0 |1 X

1 — cos x 02 %Xz

arcsenx 0 (1 X

arctgx 0 |1 X

logo(1+x)|0 |1 xlog, e

log(1+x) |0 |1 X

a* —1 0 |1 xloga

e’ —1 0 |1 X

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Prodotto

Se fi(x) e f(x) sono due infiniti (infinitesimi) in xo di ordini
rispettivamente «4 ed ap allora il prodotto f;(x)f(x) € un infinito
(infinitesimo) di ordine «y + ao:

Ordx_>xof1 (X) = O, Ofdx_n(ofg(X) = Q2

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Prodotto

Se fi(x) e f(x) sono due infiniti (infinitesimi) in xo di ordini
rispettivamente «4 ed ap allora il prodotto f;(x)f(x) € un infinito
(infinitesimo) di ordine «y + ao:

Ordx_>xof1 (X) = O, Ordx_)xofz(x) = Q2
4
Ol’dXHXOﬁ(X) k(X)) = a1 + as.

il prodotto f1(x)f(x) € un infinito (infinitesimo) in xp equivalente
al prodotto degli infiniti (infinitesimi) campione equivalenti,
rispettivamente a f;(x) e f(x).

Infiniti e Infinitesimi



Esempio 4
Sia f(x) = x3V4x2 — 1.
f(x) € un infinito in +o00, dato dal prodotto di due infiniti in +oco:
f(x) = fi(x)f(x)
dove
fi(x) = x3
f(x) = V4x? — 1
ordy_. 1 oofo(Xx) = 1; h(x)equivy_, 1 2x

e dunque:

Ordx—>+oof(x) =3+1=4

f(x)equivy_o = x3 - 2x = 2x*

Infiniti e Infinitesimi



Sia f(x) = log(x? + 1)sen3x.
f(x) & un infinitesimo in 0, dato dal prodotto di due infinitesimi

in zero:

dove

fi(x) =
fg(X) =

f(x) = fi(x)fa(x)
log(x2 + 1)
sen3x
2
im CEXHT) gy 0B T)
x—0 X x—0 X
(8

Ordy—s 1 oof1(Xx) =2

fi (x)equivy_,o X*

Infiniti e Infinitesimi



ordy_s +oofo(Xx) =1
fa(x)equivy_o 3x

e dunque:

ordy_,1oof(x) =2+ 1=3

f(x)equivy_,o = x? - 3x = 3x3

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Somma e differenza

Siano f1(x) e f(x) due infiniti (infinitesimi) in xo di ordini
rispettivamente a4 ed ay con ay # ap, allora la loro somma o
differenza f;(x) & f2(x) € un infinito (infinitesimo) in xp che ha
per ordine il maggiore (minore) dei numeri a4 ed as.

Ordy—x, f1(X) = a1 > 0rdy_x,fo(X) = a2

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Somma e differenza

Siano f1(x) e f(x) due infiniti (infinitesimi) in xo di ordini
rispettivamente a4 ed ay con ay # ap, allora la loro somma o
differenza f;(x) & f2(x) € un infinito (infinitesimo) in xp che ha
per ordine il maggiore (minore) dei numeri a4 ed as.

Ordy—x, f1(X) = a1 > 0rdy_x,fo(X) = a2

4

OrdX*}XOf1 (X) + fQ(X) = O ((12)

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Somma e differenza

La somma fi(x) £ f(x) & un infinito (infinitesimo) in xq
equivalente, tenuto conto del segno, allinfinito (infinitesimo) di
ordine maggiore (minore).

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Somma e differenza

La somma fi(x) £ f(x) & un infinito (infinitesimo) in xq
equivalente, tenuto conto del segno, allinfinito (infinitesimo) di
ordine maggiore (minore).

Se ay = ap allora la loro somma o differenza € ancora un
infinito (infinitesimo) dello stesso ordine.

Infiniti e Infinitesimi



Operazioni tra infiniti e tra infinitesimi

Somma e differenza

La somma fi(x) £ f(x) & un infinito (infinitesimo) in xq
equivalente, tenuto conto del segno, allinfinito (infinitesimo) di
ordine maggiore (minore).

Se a1 = ap allora la loro somma o differenza & ancora un
infinito (infinitesimo) dello stesso ordine.

N.B. Fa eccezione il caso in cui fi(x) e f2(x) sono equivalenti.

Infiniti e Infinitesimi



Sia f(x) = x? + sen®x.
f(x) & un infinitesimo in 0 dato dalla somma di due infinitesimi
in 0:

f(x) = f(x) + fo(x)

dove
fi(x) = x?
fr(x) = sen3x

ordy ,ofi(x) =2

Infiniti e Infinitesimi



senx SCHGX

lim =1= lim 3 =1
x—0 X x—=0 X

Y

ordy_,of2(Xx) =3
fo(x)equivy_o x°

e dunque:

ordy_,of(x) =2

f(x)equivy_,o = X?

Infiniti e Infinitesimi



Sia f(x) = x3 + 4x* — 2%,
f(x) & un infinito in +oo dato dalla differenza di due infiniti in

+o0:
f(x) = f(x) — f(X)
dove
fi(x) = x3 + 4x*
fo(x) = —2%

ordy—1oof1(X) = 4

fi (x)equivy_ 4x*

Infiniti e Infinitesimi



0rdy—s + oo f2(X) arbitrariamente grande

e dunque:

Ordy_, +o0f(X) arbitrariamente grande

f(x)equivy_,g = —2%

Infiniti e Infinitesimi



