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Abbiamo visto come la media e la varianza di una variabile casuale monodimensionale siano in
grado di rappresentarne il baricentro e la dispersione. In topografia pero raramente si misura
direttamente la quantita che st vuole determinare: ad esempio st misurano angoli azimutali, zenitali,
distanze e dislivelli per determinare coordinate ecc..

Occorre allora poter ricavare la media e la vartanza della variabile casuale funzione di altre
variabili casuali, ovvero dervare le carattersstiche di aleatorieta della grandezza misurata

indirettamente, una volta noti 1 parametr: carattersstict delle quantita musurate direttamente.



Consideriamo la funzione lineare:
(XY, Z.)=aX+bY+cZ+..+1 (3.4)

i cuwt le grandezze X, Y, Z, ... siano mdipendenti tra loro e direttamente misurabili.
Stano Xy, Y1, Z1, ... ; Xo, Yo, Zo, o5 ooy Xy, Yo, Zy, ... serte di valort delle grandezze XY, Z, ..
ovvero st estragga un campione di n valori di ciascuna variabile.

Potremo scrivere, per ognuna delle serie di valors, le relazioni:

£(X,,Y,,Z,,..)=aX +bY, +cZ +..+1

£,(X,,Y,,Z,,.)=aX, +bY, +cZ, +..+1 ]
e : - (3.5)

f (X )Y Z .)=aX_+bY +cZ_ +..+1



sottraendo ciascuna di queste dalla f s1 ottiene:

f—f, = H(X—KI}er(Y—YI )+C{Z—Zl]+
f—f, =alX-X,)+b(Y-Y,)+c(Z-Z, )+

f_fn :ﬂ(x _X11}+}}(1?_ 15_'?11)4- C{Z_ Zﬂ )+

Ponendo

-1 =¢g, X—-X, =x, Y-Y =y,

f—f =¢,, N-X, =x

]
]



Si ottiene:

€, = ax, —I—I::_T1 +cz, +....
€, —ax, +bjr2 +cz, +....

g, —ax_ + an +cz, +...

n



Quadrandole si ha:

2 2 2 2 2 2 2
€] =a x| +b7y| +c7z] +....+2abxy| +2acx;z; + 2bey z; +....

2 2 2 2 2 2 2
€, =a x, +b7y; +c7z; +....+2abx,v, +2acx,2z, + 2bey,z, +

2

1

+cgzi+....+23bx v, +2acx, z_ +2bcy _z_ +...

n,n nnn . 0 n

2.2 2
g,=ax,+b7y
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iiaf = ﬂ‘?i}:f +bzi§*f +c? izf -|—...+23bi}:ij;i + ..
1 1 1 1 1

Se gli errori da cus sono aftette le misure sono solo accidentali, quests avranno identica probabilita
di essere positivi o negativi. Quindi, al crescere del campione di n elements, la loro frequenza tende

a livellarss; percio le sommatorie
n
- - -~
.’Zﬂl)Z}Li}i s (3.12)
1

tendono a zero.



Quundi, per n grande, possiamo scrivere:

n

il i il
2 2 2 2 2 Z 2
Zi81 —q Z:{i +b Z}*i +c Zzi + .
1 | !

1

da cuy, drvidendo ciascun termune per n,

1n n n
2 2 2 2
E i € E RS Z?fi ZZL
1 2 g 2 2
_— d _+Ij e o

11 11 11 11



Indicando con Gf, Ox, Oy, Oz, ... tispettivamente gli errort med: di una determinazione semplice

delle grandezze £ | X, Y, Z, ... la relazione diventa:

a

G. =2 6. +b'G. +c’0C, +.... (3.15)

f



Se la tunzione non ¢ [ineare ma la st puo linearizzare sviluppandola in serte di Taylor arrestata al 1°
ordine attorno a valori osservatt Xi Yi Zi ... delle grandezze indipendenti, I'espressione della
varianza G2 della funzione t e analoga a quella sopra scritta, ove si pongano, al posto des
coeftictents a, b, c, 1 quadrat: delle derivate delle dersvate parziali di t rispetto alle grandezze

osservabih X, Y, ...

of ot
P R (3.16)
ox/), \Y )/,

calcolate per un valore ﬂpprossimato.



Quanto ora detto per le tunziom non linear ha la seguente spiegazione. S1 abbia la tunzione t (X

Y, ..)mcw X| Y, .. rappresentano grandezze indipendents e direttamente misurabili. Eseguendo
una serie di misure si otterranno per X, Y, ... det valor: osservatt Xi, Y1, .. ; Xo, Y2, .. che saranno
atfetts da erron x1, yi1, ... i X2, V2, ... .
AVremo cioe, per esempio
X=Xi+x1, Y=Yi+vw, . (3.17)
fX,Y, ) =f(X, +x,,Y, +7,,...) (3.18)

e, di conseguenza, al 1° ordine dello sviluppo 1n serie di Taylor

of of "
0 L —— ;.

XY, )=£(X,,Y,,... =
1



Considerando ora le altre osservabili Xo, Yo, ..., Xi, Y, ..., Na, Y, ... st avranno altrettante

, Ak, D ..., 2a, ba, ...,

relazion: analoghe alla precedente nelle quali 1 coetficients @, b, ....

-

rappresentano le derivate di £ rispetto a X, Y, ..., cor valort Xy, Y, .., Xo, Yo, o, Xy, Y, oo



E’ evidente che data la concentrazione delle variabili osservate st potranno assumere per 1

coetticient: a, b, ¢, .... valors unici ottenut: sostituendo nelle derrvate

of of of

valori prossimi di X) Y, Z, ...

Per esempio quelli generic1 Xj) Y, Z;, ... diuna serie di osservazions. Si possono quinds scrivere le

relazioni

€, =ax, +by, +cz, +....
g, =ax, + by, +cz, +....
} -7 - (3.22)

€, =ax_+by +cz +..

che sono perfettamente analo ghe a quelle trovate per le tunzioni linear:.



Riprendiamo l'espressione generale vista prima nel caso indipendente ineare

fo—ﬁi’ Z.::r: + b2 Z} + 2 Z%-I— +2:-::£er .+
1

o lineanizzata, generalmente mtorno al valore medio o ad una osservabile

> [j—ﬂz(j’—}}z ) (3%] A

1 X 1 1 1

Z.x

'“[&R-J o) 4

dove, per 1 motivi suddetty, 1l doppio prodotto €, per n grande, tendente a zero



Supponamo 1nvece che le grandezze X, Y, Z, ... non stano tra loro ndipendents e valutiamo cosa

succede. St puO immedmatamente vedere che 1 termint det doppi prodotti Z}:lyl non tendono 2

ze1o al ceescese di n perche 1l comportamento di una vasiabile (vassabdle scagto X-Xi=x;, Y-Yi=vi,

" dipende dal comportamento dell'altra.



St pué vedere che la infﬂ' altto non e che la sommatoria del prodotto deg]i scartt e che
Z_xi\_*i / n altro non e che la edia del prodotto degli scats M(xi\_*i).
i) ,

L'espressione del doppio prodotto tisulta, pertanto, net due cast sopra visty, quando st passa alle

varianze:
2 2 2 2 _ .
=a 6_+b o +.+ 291)3-1(}\“}*) (caso lineare)

- 2 - - - - .
_ ot . ot ot ot :
e o.=|—| oi+|—| 6l +.. 42 —| |— B-I(LT) (caso non lineare)
OX m OFT ) OX m OET

m



St puo dimostrare che l'espressione M(:q*) e equivalente al prodotto delle variazioni standard

G+ O, perun coethiciente 7, .

Quest'ultimo, detto cwefficiente di correlazione lineare, misura il grado di dipendenza lineare fra le
variabili.
Esso puo variare tra -1 e +1.

St sottolinea, mntine, che la espressione B-I(Xv), equivalente a r_ +G_+G_ st trova quast sempre o

SPEsSO scritta nella forma o_.



Una applicazione pratica

Del triﬂngolo in ﬂgurﬂ sono stat: misurati due lati e 1’311g010 compreso

C
\
y
\
\
a b
Sia :
a=1.000 m \
h!
c=1.500 m e %
H C A

P=50¢
Ga—=(3+2D [Km]) [mm]
G.=5 mm

G.=06 min

T 3
Op :5(:1::03)0[]05 — U,UUDS .
20[] rad



Determinare:

1. La lunghezza del lato b e la sua varianza

2. 1a superﬂcie S del triﬂngcrlo e la sua varianza

¢ C(Calcolo della supertficie S :

1 , -
S = Sac sinf3 =530.330,0859 m?2

=

e C(Calcolo della varianza della superficie S :

o 2—(§)Z*a 2+(§)2*0 2+(§)2*0 ?
S 7 \sa a sc ¢ 5B B

S S oS r . 1. 1
: :{—c-snﬁ —a - sinP —HC'COSB} :[ESQSS :
Ca Oc OB |2 2 2

c. =28,8802 m*
0s=5,3740 m?

S=530.330,08 m2+5 37 m?



e Calcolo della lunghezza del lato b :

Dal teorema di Carnot s1 ricava b2 :
b2=a2+c2-2ac-cosf3

b=1.062.3934 m

e (Calcolo della varianza di b :

b=(a? + c? — 2accospB)/?
o o )
9% T \s5q) Ca Sc Ic sg) 9B

| b b b| |2a-2c-cosp 2c—2a-cosP  2ac-sinf
| L2 2b 2b

— — = =[-5,7008-10 0,74632 9983686
Ca Cc OP |

6> =8,161810° m?

0,=9,0342-10-° m

b=1062,39 m £ 9,03 mm



