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Funzioni £-trasformabili

Sia data una funzione f : I 5 (0, 4o00) — C, dove / & un intervallo.

Definizione
La funzione f si dice L-trasformabile se esiste sy € C tale che la funzione e~%!f(t) sia
sommabile in (0, +00), ciog [, |e~%!f(1)| dt < +o0.
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Definizione

Funzioni £-trasformabili

E’ facile dimostrare che se la funzione e~S!f(t) & sommabile per s = s allora &
sommabile per s € C tale che Res > Resy, ovvero bisogna far veder che

+oo +oo
/ le=Stf(t)] dit = / e~Res1f(1)] dt < +oo.
0 0

Per dimsotrarlo si procede come segue:
Res > Resy

Rest > Resyt (usando che t > 0)
e Rest < g—Reso ! (ysando la monotonia della funzione reale di variabile reale e—Res?)
e Rest|f(t)| < e~ReSo!|f(t)| (usando che |f(t)| & positiva)

quindi
400 +oo +oo
/ |e—sff(t)|dt:/ e‘ReS’\f(t)|dt§/ e R 1 f(1)] dt < +00
0 0 0

usando l'ipotesi che la funzione e~Stf(t) & sommabile per s = sp.
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Definizione

Di conseguenza e~S!f(t) & sommabile in un semipiano di C con la frontiera parallela
all’asse x, cioe individuata da una retta del tipo x = a con a € R. Resta da capire qual
¢ il pit grande di questi semipiani.

E’ geometricamente chiaro (fare disegno) che il pit grande & quello con a minore. Di
conseguenza & naturale definire

o[f] = inf{Res : e~S'f(t) & sommabile in (0, +oc0)}

+oo
—inf{Re s ;/ le~SU(1)| dt < +o0}).
0
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Definizione

Funzioni £-trasformabili

Di conseguenza e~S!f(t) & sommabile in un semipiano di C con la frontiera parallela
all’asse x, cioe individuata da una retta del tipo x = a con a € R. Resta da capire qual
¢ il pit grande di questi semipiani.

E’ geometricamente chiaro (fare disegno) che il pit grande & quello con a minore. Di
conseguenza & naturale definire

o[f] = inf{Res : e~ 5'f(t) & sommabile in (0, +o0)}
“+oo
—inf{Re s ;/ le~SU(1)| dt < +o0}).
0

Tale valore & chiamato ascissa di convergenza (ascissa perche e legato all’ascissa dei
punti del piano, convergenza perche a volte si parla di convergenza dell'integrale).
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Trasformata di Laplace: definizione

Se f € una funzione L-trasformabile & possibile dare la seguente definizione.

Definizione
Se f & una funzione L-trasformabile, la sua trasformata di Laplace (unilatera) ¢ la
funzione F: {se C:Res > o[f]} CcC— C

F(s) = /ﬂo e~ St(f) dt

0

E’ chiaro che {s € C: Re s > ¢[f]} & il dominio di F. Nel seguito scriveremo anche
L[f(t)](s) per indicare la Trasformata di Laplace di f.
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it Sia u(t) la funzione gradino di Heavside che vale 1 per t > 0 e vale 0 per t < 0.
e La funzione e~Stu(t) in questo caso & sommabile per Res > 0. Infatti
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Esempi

Sia u(t) la funzione gradino di Heavside che vale 1 per t > 0 e vale 0 per t < 0.
La funzione e~S!u(t) in questo caso & sommabile per Res > 0. Infatti
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se Re s > 0. Ne segue che o[u] = 0.
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Sia u(t) la funzione gradino di Heavside che vale 1 per t > 0 e vale 0 per t < 0.
La funzione e~S!u(t) in questo caso & sommabile per Res > 0. Infatti

+oo +oo +oo
/ |e—S'u(t)|dt:/ |e‘s'\dt:/ e Restgt < oo
0 0 0

se Re s > 0. Ne segue che o[u] = 0.
+oo e—st 1

0 t—+oo S S

Foo —st
Llu(h)(s) = /0 estat=

—st
S

erché lim;_, ;oo &— = 0.
+
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Esempi

Sia u(t) la funzione gradino di Heavside che vale 1 per t > 0 e vale 0 per t < 0.
La funzione e~S!u(t) in questo caso & sommabile per Res > 0. Infatti

+oo +oo +oo
/ |e—S'u(t)|dt:/ |e‘s'\dt:/ e Restgt < oo
0 0 0

se Re s > 0. Ne segue che o[u] = 0.

e—st +o0

Llu()](s) == /+°° estar= &

0 —S

est 1
0 t—+oo S S

s
N H —st T —st . —Rest
perche lim¢, oo 5= = 0. Infatti lim¢ ;o ’es ‘ =limis 400 QT =
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Laplace Trasformata di Laplace della funzione
F. Feo gradino di Heavside
Esempi

Sia u(t) la funzione gradino di Heavside che vale 1 pert > 0 e vale O pert < 0
La funzione e~S!u(t) in questo caso & sommabile per Res > 0. Infatti

+o00 +o00 +oo
/ |e—S'u(t)|dt:/ |e‘s'\dt:/ e Restgt < oo
0 0 0

se Re s > 0. Ne segue che o[u] = 0.

+o0 e—st |t e—st 1
Lu(](s) :=/ et ot = — lim
0 -5 |o to+oo 8 s
)
T —st - —st . —Rest
perché lim¢, 4 oo &5~ = 0. Infatti lim;, o0 | E5—| = lims 00 & =

Is]
NOTA BENE: Lultimo limite & un limite nel campo reale. Si pensi a
lim¢_, 100 €101 = 0, dove il valore 10 é arbitrario.
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Poiché nella definizione della trasformata di Laplace non intervengono i valori di f(t)
per t < 0, d’'ora in poi considereremo funzioni che sono nulle per t < 0. Per fare cié
basta moltiplicare la funzione f(t) per u(t). Le funzioni che sono nulle per t < 0 sono
dette segnali.
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F. Feo

Sia f(t) = e?u(t) con a € C (assegnato).
La funzione f(t)e~*! in questo caso & sommabile per Res > Rea. Infatti

+o00 +o00 +oo +oo
/ \f(t)e~S| ot = / e e!| df = / |el@=9)| gt — / e(Rea—Res)t g
0 0 0 0

se Rea — Res < 0. Ne segue che o[f] = Rea. La Trasformata di Laplace di f &

Esempi

1
s—a

+o0
F(s) := / e e dt =
0
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Laplace Trasformata della funzione esponenziale

F. Feo

Sia f(t) = e?u(t) con a € C (assegnato).
La funzione f(t)e~*! in questo caso & sommabile per Res > Rea. Infatti

+o00 +o00 +oo +oo
/ \f(t)e~S| ot = / e e!| df = / |el@=9)| gt — / e(Rea—Res)t g
0 0 0 0

Esempi

se Rea — Res < 0. Ne segue che o[f] = Rea. La Trasformata di Laplace di f &

1
s—a

+o0
F(s) := / e e dt =
0

Infatti

+o0
F(s):= / e Stedt gt =
0

e(a—s)t:| +oo

a—s 0
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Trasformata della funzione esponenziale

Sia f(t) = e?u(t) con a € C (assegnato).
La funzione f(t)e~*! in questo caso & sommabile per Res > Rea. Infatti

+o00 +o00 +oo +oo
/ \f(t)e~ | ot = / e e!| df = / |el@=9)| gt — / e(Rea—Res)t g
0 0 0 0

se Rea — Res < 0. Ne segue che o[f] = Rea. La Trasformata di Laplace di f &

1

+o0
F(s) := / e e dt =
0

s—a
Infatti .
+00 (a—s)t] T
F(s) = / esteldt = & }
0 a—s
0
ela=9t 1 1

= lim — =
t—oo a— 8§ a—s Ss—a

perché lim;_; o, e(@=9t =0,
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Sia f(t) = e?u(t) con a € C (assegnato).
La funzione f(t)e~*! in questo caso & sommabile per Res > Rea. Infatti

+o00 +o00 +oo +oo
/ \f(t)e~ | ot = / e e!| df = / |el@=9)| gt — / e(Rea—Res)t g
0 0 0 0

Esempi

se Rea — Res < 0. Ne segue che o[f] = Rea. La Trasformata di Laplace di f &

1

+o0
F(s) := / e e dt =
0

s—a
Infatti oo
+o0 (a—s)t
F(s) = / esteldt = & }
0 a—s
0
ela=9t 1 1

= lim — =
t—oo a— 8§ a—s Ss—a

perché lim;_, o, e(@=9t = 0. Per il calcolo di questo limite basta controllare che
lim¢—so0 | €8] = lim;_, o, e(R®a-Re)N = 0 se Rea — Res < 0.
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R di un intervallo
Sia f(t) la funzione caratteristica di un intervallo [a, b] con 0 < a < b < 400, cioe la
=z funzione che vale 1 nell'intervallo e zero altrove. La funzione e~S!f(t) & sommabile per

ogni s € C (perche il suo modulo & nullo fuori dell’intervallo e continuo su un intervallo
chiuso e limitato) e quindi o[f] = —occ.
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Laplace Trasformata della funzione caratteristica
F. Feo di un intervallo
Sia f(t) la funzione caratteristica di un intervallo [a, b] con 0 < a < b < 400, cioe la
Esempl funzione che vale 1 nell'intervallo e zero altrove. La funzione e~S!f(t) & sommabile per
ogni s € C (perche il suo modulo & nullo fuori dell’intervallo e continuo su un intervallo
chiuso e limitato) e quindi o[f] = —occ.

La Trasformata di Laplace di f &

e—st b e _ g—sb

+o0 b
F(s) := / e Sf(t) dt = / e Stdt = == pers #0
0 a

—S a

b
F(0) ::/ 1dt=b—a pers=0.
a
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Laplace Trasformata della funzione caratteristica
F. Feo di un intervallo
Sia f(t) la funzione caratteristica di un intervallo [a, b] con 0 < a < b < 400, cioe la
Esempl funzione che vale 1 nell'intervallo e zero altrove. La funzione e~S!f(t) & sommabile per
ogni s € C (perche il suo modulo & nullo fuori dell’intervallo e continuo su un intervallo
chiuso e limitato) e quindi o[f] = —occ.

La Trasformata di Laplace di f &

e—st b e _ g—sb

+o0 b
F(s) := / e Sf(t) dt = / e Stdt = == pers #0
0 a

—S a

b
F(0) ::/ 1dt=b—a pers=0.
a

Si osservi che la funzione F(s) & continua in C. Infatti

lim F(s) = lim —— = lim +b

e—sa_ g—sb e—sa _ A 1 _ g%
a
5—0 5—0 s 5—0 as bs

e~ —1 e _1
=l - =b-a=F
ims_o [( &)~ Tbh— } b—a=F(0)
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Funzione potenza

Sia f(t) = t"u(t) con n € N. La funzione e~$!f(t) & sommabile per ogni s € C tale che
Res > 0 (perché e—S!t"u(t) & non nulla e continua in [0, +oc0) e va a zero all'infinito
piu velocemente di tutte le potenze, i.e.

|e—sttn|

(1) lim =0

per ogni o > 0) e quindi o[f] = 0.
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Sia f(t) = t"u(t) con n € N. La funzione e~$!f(t) & sommabile per ogni s € C tale che
=z Res > 0 (perché e—S!t"u(t) & non nulla e continua in [0, +oc0) e va a zero all'infinito
piu velocemente di tutte le potenze, i.e.

|e—sttn|

(1) lim =0

per ogni a > 0) e quindi o[f] = 0.
Consideriamo il caso n = 1. Integrando per parti e ricordano la trasformata della
funzione gradino di Heavside si ha che

e —st 7+ 00 a—S
Lltu(t)](s) :=/O+ e Sltat = {e tt]o _/0+ ey — Llu)(s)

-s —s s
1
=2 per Res > 0,
perché
lim e Stt=0

t—+oco

(infatti lim¢_ 4 o0 |€7STt| = lim¢_s oo € RSt = 0 per Res > 0).
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Funzione potenza

Sia f(t) = t"u(t) con n € N. La funzione e~Stf(t) & sommabile per ogni s € C tale che
Res > 0 e quindi o[f] = 0.

Abbiamo visto che per n = 1, L[tu(t)](s) = 51—2 per Res > 0.

Per n > 1, integrando per parti si ha che
+oo
L[u(b)](s) == / e St dt
0

- {ﬁtn} R /+°° e it g — NEITTuD)](s)
-s g 0 -s s
perche

lim e Sit"=0
t——+oo

(infatti lim;_, 1 oo |€ 57| = lim;_, 1 oo € F€S!7 = 0 per Res > 0).
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Funzione potenza

Per n =1, L[tu(t)](s) = & per Res > 0. Per n > 1
nC[t"=Tu()](s)

£lnu(n(s) =
Pern=2
cieup)(s) = 2N _ 2
Pern=3
LIPU(D)(s) = 3L[Pu(t)l(s) _2x3 _ 3!

s st s
Ne segue che per n > 1 si ha che L[t"u(t)](s)(s) = sn% per Res > 0.

La formula vale anche per n = 0.
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Linearita

Linearita della trasformata di Laplace

Siano fi, f, due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e L-
trasformabili con ascissa di convergenza o[f{] e o[f] rispettivamente. Per ogni
¢y, ¢ € Clafunzione ¢y fi(t) + c2fa(t) € L- trasformabile con ascissa di
convergergenza max{o|f], o[f]}. Inoltre

Llethi(1) + c2(D)](s) = c1 L[ (D](s) + c2L[R(D)](s)  per Res > max{c[f], o[f]}
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Linearita

Linearita della trasformata di Laplace

Siano fi, f, due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e L-
trasformabili con ascissa di convergenza o[f{] e o[f] rispettivamente. Per ogni
¢y, ¢ € Clafunzione ¢y fi(t) + c2fa(t) € L- trasformabile con ascissa di
convergergenza max{o|f], o[f]}. Inoltre

Llethi(t) + c2(](s) = c1 LA (D](s) + c2L(D)](s)  per Res > max{a[f1], o[f]}

Dimostrazione
La funzione c; f;(t) + c2f(t) € L- trasformabile con ascissa di convergergenza
max{c[fi], o[f]} perche bisogna considerare l'intersezione dei due semipiani.
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Linearita

Linearita della trasformata di Laplace

Siano fi, f, due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e L-
trasformabili con ascissa di convergenza o[f{] e o[f] rispettivamente. Per ogni
¢y, ¢ € Clafunzione ¢y fi(t) + c2fa(t) € L- trasformabile con ascissa di
convergergenza max{o|f], o[f]}. Inoltre

Llethi(t) + c2(](s) = c1 LA (D](s) + c2L(D)](s)  per Res > max{a[f1], o[f]}

Dimostrazione
La funzione c; f;(t) + c2f(t) € L- trasformabile con ascissa di convergergenza
max{c[fi], o[f]} perche bisogna considerare l'intersezione dei due semipiani.

La linearita della trasformata di Laplace & conseguenza della linearita dell’'integrale. Si
veda i dettagli nella dimostrazione della stessa proprieta per la Trasformata di Fourier.
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Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

Come conseguenza di questa proposizione si possono ad esempio calcolare le
seguenti trasformate

Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

L[sin(wt) u(t)](s) = per Res > 0

w
s2 +w2
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Trasformata delle funzioni Seno e Coseno
Come conseguenza di questa proposizione si possono ad esempio calcolare le
seguenti trasformate
Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

L[sin(wt) u(t)](s) = per Res > 0

w
s2 +w2

L[cos(wt) u(t)](s) = ﬁ% per Res > 0.
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Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

Come conseguenza di questa proposizione si possono ad esempio calcolare le
seguenti trasformate

Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

L[sin(wt) u(t)](s) = ﬁ per Res > 0

L[cos(wt) u(t)](s) = ﬁ per Res > 0.

In particolare

Llsintu(t)](s) = 51 per Res > 0
€ s
L[cos tu(t)](s) = 1 per Res > 0.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

Come conseguenza di questa proposizione si possono ad esempio calcolare le
seguenti trasformate

Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

. w
L[sin(wt) u(t)](s) = o2 per Res > 0
€ s
L[cos(wt) u(t)](s) = 12 per Res > 0.
In particolare
Llsintu(t)](s) = 51 per Res > 0
© s
L[cos tu(t)](s) = 1 per Res > 0.

Dimostazione. Si osservi che se in L[eu(1)](s) = <

a= tjwsiha

per Res > Rea si pone

LleHtu(t)(s) = 53;7 per Res > 0.
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"ajf°‘;'i Usando questa formula, la linearita e le formule di Eulero si ottiene
mata

Laplace

e/'w! _ e—/'wt

5 u(r)} (®)

fBuiikigL?””d: Llsin(wt) u(t)](s) = £
m;" - zl, {c [eiwfu(r)] (s)— L [e*f“’u(t)] (s)} =] { ! ! }

lessa Ej S—jw B S+jw
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F. Feo

Definizione
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Proprieta

della

""f’ﬁ;‘i Usando questa formula, la linearita e le formule di Eulero si ottiene
mata

Laplace

e/'w! _ e—jwt

5 u(r)} (®)

fBuafzkigL?”"d: L[sin(wt) u(t)](s) = £
m,i" - zl, {c [eiwfu(r)] (s)— L [e*/“’u(t)] (s)} ! { ! ! }

lessa :27 s—jw_s+jw
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. 2j 82 — j20,2 24w
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Trasformata delle funzioni Seno e Coseno

Usando questa formula, la linearita e le formule di Eulero si ottiene

e/'wt _ efjwt

Llsin(wt) u(1)](s) = L 5 u(t)} (s)

- zl, [ [e=tum] (s) - £ [eu(n)] (9)} ! {L

S—jw_s—i-jw

B
_1s—jw—(stjw)  w
- 2j 82 — 2,2 T s2 4 w?

Esercizio per casa: ricavare la formula per il coseno.

1

}
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Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Limitatezza della trasformata

Proposizione (Limitatezza della trasformata)
Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e £- trasformabili
con ascissa di convergenza o[f]. Allora per ogni og > o[f], la funzione
F(s) = L[f(t)](s) e limitata nel semipiano chiuso Res > o e
lim F(s)=0

Res—+oo

Definizione
Una funzione F : Q C C — C ¢ limitata in Q se il codominio (I'insieme delle immagini)
¢ limitato, cioé esistete una costante positiva C tale che

IF(s)| < C VseQ.
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della
trasfor-
mata di
Laplace

Limitatezza della trasformata

Proposizione (Limitatezza della trasformata)

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e £- trasformabili
con ascissa di convergenza o[f]. Allora per ogni og > o[f], la funzione
F(s) = L[f(t)](s) e limitata nel semipiano chiuso Res > o e

lim F(s)=0

Res—+oo

Definizione
Una funzione F : Q C C — C ¢ limitata in Q se il codominio (I'insieme delle immagini)
¢ limitato, cioé esistete una costante positiva C tale che

IF(s)| < C VseQ.

dimostrazione solo della limitatezza
Per Res > g si ha

+o0 +o00
[F(s)] S/ \e_s'llf(t)ldf:/ e e lf(t)| ot
0 0
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di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Limitatezza della trasformata

Proposizione (Limitatezza della trasformata)

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e £- trasformabili
con ascissa di convergenza o[f]. Allora per ogni og > o[f], la funzione
F(s) = L[f(t)](s) e limitata nel semipiano chiuso Res > o e

lim F(s)=0

Res—+oo

Definizione
Una funzione F : Q C C — C ¢ limitata in Q se il codominio (I'insieme delle immagini)
¢ limitato, cioé esistete una costante positiva C tale che

IF(s)| < C VseQ.

dimostrazione solo della limitatezza
Per Res > g si ha

+o0 +o00
[F(s)] S/ \e_s'llf(t)ldf:/ e e lf(t)| ot
0 0

+o0
= / e=0!(1)] dt = C(op, f) < +00
0

ricordando che la funzione reale di variabile reale e—Rest & monotona decrescente.
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mata di
Laplace

Limitatezza della trasformata

Proposizione (Limitatezza della trasformata)
Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e £- trasformabili
con ascissa di convergenza o[f]. Allora per ogni og > o[f], la funzione
F(s) = L[f(t)](s) e limitata nel semipiano chiuso Res > o e
lim F(s)=0

Res—+oo

Significato del limite nella proposizione precedente

Sia f(t) = u(t), allora F(s) = 1/s per Res > 0. Fissato un w € R, considero la
succeSS|one Sp = an + jw con ap successione reale positivamente divergente. Allora
F(sn) = & W — 0. Infatti |F(sp)| = ——— — 0.

\/a%+w2
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Trasformata di una funzione riscalata, traslata, moltiplicata per un esponenziale

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 e £- trasformabili
con ascissa di convergenza o|[f].
i) Se ¢ > 0, allora

LIf(ct)](s) = %ﬁ[f(t)] (%) per Res > colf]
ii)Se fp > 0, allora

LIF(t — t)](s) = e DSL[f(1)](s) per Res > olf]
i) Se a € C, allora

L[e@f(1)](s) = L[f(1)](s—a) per Res > o[f] + Rea
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Dimostrazione
Si vedano le analoghe dimostrazioni nel caso delle Trasformata di Fourier.
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

Si vedano le analoghe dimostrazioni nel caso delle Trasformata di Fourier.

i) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o{[f], allora la
funzione riscalata f(ct) & una funzione £L-trasformabile con ascissa di convergenza
colf].
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

Si vedano le analoghe dimostrazioni nel caso delle Trasformata di Fourier.

i) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o{[f], allora la
funzione riscalata f(ct) & una funzione £L-trasformabile con ascissa di convergenza
co|f]. Infatti

+oo
/ ‘f(ct)e*sf
0

Si osservi che Re (£) = % e quindi la relazione precedente vale per Re s > colf] e
quindi I'ascissa di convergenza delle funzione f(ct) & co[f].

400 -
ot =(et=") 1/ |f(r)e’s |dr < oo per Re (f) > off].
cJo c
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

Si vedano le analoghe dimostrazioni nel caso delle Trasformata di Fourier.

i) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o{[f], allora la
funzione riscalata f(ct) & una funzione £L-trasformabile con ascissa di convergenza
co|f]. Infatti

+oo
/ ‘f(ct)e*sf
0

Si osservi che Re (£) = % e quindi la relazione precedente vale per Re s > colf] e
quindi I'ascissa di convergenza delle funzione f(ct) € co[f]. Consideriamo ¢ > 0 e
calcoliamo la trasformata di Laplace

400 -
ot =(et=") 1/ |f(r)e’s |dr < oo per Re (f) > off].
cJo c

c

+oo oo sT
LIf(et](s) = /0 f(ctye—st dt =(et=n) 1 /O f(r)e~ € dr = %L[f(z‘)] (g)
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Dimostrazione

ii) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o[f], allora la
funzione traslata f(t — #) con # > 0 & una funzione L-trasformabile con ascissa di
convergenza o|[f].
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

ii) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o[f], allora la
funzione traslata f(t — #) con # > 0 & una funzione L-trasformabile con ascissa di
convergenza o|[f]. Infatti

+oo
/ ‘f(t e~
0

+o0 +o0o
=(=0=7) / |f(r)e=(m0)| dr = |e—Sfo|/ |f(r)e™*7|dr < oo per Res > off].
0 0

“+oo
dt:/ ‘f(t—to)e*“ at
fo
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

ii) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o[f], allora la
funzione traslata f(t — #) con # > 0 & una funzione L-trasformabile con ascissa di
convergenza o|[f]. Infatti

+oo
/ ‘f(t— to)e—*
0

“+o00 “+o00
—(t—to=") / |f(r)e~S(T+0) | gr = |e—Sfo|/ f(r)e~S7|dr < co per Res > off].
0 0

+o00o
dt:/ ‘f(t—to)e*“ at
fo

Calcoliamo la trasformata di Laplace
+oo

l:[f(tfto)](s):/oﬁo f(tfto)e*Stdtz/ f(t — tp)e~ ot

fo

+o0
—(t=to=") / F(r)eS(r+0) dr = e~ 05 L[F(1)] (5).
0
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Dimostrazione

ii) Se f(t) & una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o[f], allora la
funzione traslata f(t — #) con # > 0 & una funzione L-trasformabile con ascissa di
convergenza o|[f]. Infatti

+oo
/ ‘f(t— to)e—*
0

“+o00 “+o00
—(t—to=") / |f(r)e~S(T+0) | gr = |e—Sfo|/ f(r)e~S7|dr < co per Res > off].
0 0

+o00o
dt:/ ‘f(t—to)e*“ at
fo

Calcoliamo la trasformata di Laplace

LIA(t - 1)](s) = /0+°° H(t — tp)e~ dt = /ﬂo f(t — tp)e~ ot

fo

+o0
—(t=to=") / F(r)eS(r+0) dr = e~ 05 L[F(1)] (5).
0

La dimostrazione delle iii) € lasciata per esercizio alllo studente.
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Proprieta della Trasformata di Laplace

Esercizi

© Calcolare la trasformata della funzione caratteristica di un intervallo [a, b] con
0 < a < b < +oo usando la formula ii) e la trasformata della funzione gradino di
Heavside.

@ Calcolare la trasformata di e?u(t) con a € C usando la formula iii) e la
trasformata della funzione gradino di Heavside.

@ Si osservi che f(t) = u(t — a) — u(t — b) quindi
Llu(t)](s) = Llu(t — a) — u(t — b)](s) = L[u(t — a)](s) — L[u(t — b)](s)

. e—sa _ e—sb
=" e=2Lu(t)](s) — e~ Llu(t)](s) = — s
per Res > 0, ricordando che L[u(t)](s) = 1/s con ascissa di convergenza
olu] = 0.
(2] ]
cle®u(d)](s) =M clu())(s — a) = 5 e Res > Rea,

ricordando che L[u(t)](s) = 1/s con ascissa di convergenza o[u] = 0.
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trasfor. Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
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Trasformata
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Lapisos Proprieta della Trasformata di Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta L.
della Esercizi

trasfor. Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
O f(t)y=u(t—1) F(s)=e""sClu(t)](s) = e—;s eo[f]=0

Laplace
Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Proprieta della Trasformata di Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta ..
della Esercizi

trasfor. Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
Laplace _

Background: 0 f(t) = U(t - 1) F(S) = 6_15£[u(t)](s) = e755 e U[f] =0

S © f(t) = sin(2t)u(21)

lesse di
una
variabile
comp-
lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Proprieta della Trasformata di Laplace

Esercizi

Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:

0 f(t) = u(t — 1)

e f(t) =sin(2t)u(2t

F(s) = e~ "°Llu(t)](s) =

)

F(s) = 3LIsin(Hu(D](5) =

—ea[f]—O

5/2)2+1

.eo[fl=0



Trasformata
di

epieee Proprieta della Trasformata di Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta .
della Esercizi

trasfor. Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
L e =u(t—1) F(s)=e " Llu](s) = e a[f] =0
S @ f(t) =sin(2t)u(2t) F(s) = SL[sin(t)u (t)](g) W =..eo[f|=0

lesse di

na _ ot
Tanle o f(t) = eu(t)
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Proprieta della Trasformata di Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta ..
della Esercizi

trasfor. Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
L e =u(t—1) F(s)=e " Llu](s) = e a[f] =0
S @ f(t) =sin(20)u(2t) F(s) = %L[sm(t)u(t)](g) W =..eo[f|=0

lesse di

© f(t)=u(t) F(s)=Llu)(s—2) = 1z eolf] =2
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Proprieta della Trasformata di Laplace

Esercizi
Calcolare le ascisse di convergenza e le trasformate delle seguenti funzioni:
(1] f(t) =u(t—1) F(s)=e"Sclu(t)(s) =" e a[f] =0
f(t) =sin(2t)u(2t)  F(s) = SL[sin(t)u (t)](g) W =..eo[f]=0
f(t) = etu(t) F(s)=Llu)](s—2)= 31—2 eol[fl=2

f(t) = sin(2t)u(t)

f(t) = cos(t/2)u(t/2)
ft)y=u(t—2)—u(t—1)
f(t) = eltu(t)

f(t) = e =Dyt - 1)
f(t) = e H)ty(t)

,_\,_\AA,_\,_\,_\A



Trasformata
di

o Trasformata della convoluzione

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

BRIt Convoluzione di due segnali
funzioni Siano f; e f, due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e sommabili.

comp-
lesse di

una !
vt _{ ph@r(t-m)or  pert>0
vaiaile ) fi = (1) { 0 altrimenti

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle


https://www.andreaminini.org/matematica/convoluzione

Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata della convoluzione

Convoluzione di due segnali
Siano f; e f, due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e sommabili.

_[ [phOk(t-rdr  pert>0
@) fi * fo(t) = { 0 altrimenti

Si osservi che f; * f(t) € un segnale (i.e. f nulla per t < 0) se f; e f lo sono.
Vedi:convoluzione di segnali


https://www.andreaminini.org/matematica/convoluzione

Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata della convoluzione

Proposzione

Sia f; e f> due funzioni complesse di una variabile reale nulle per t < 0 e £L-
trasformabili con ascissa di convergenza o|[f;] e o[f,] rispettivamente. Allora la
funzione f; = f(t) & L- trasformabile con ascissa di convergergenza max{c|[f1], o[f2]}.
Inoltre

@) Lty + B(D](s) = LA (D](s)L[f(D)](s) per Res > max{o[f], o[f]}

(senza dimostrazione)



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata della derivata

Proposzione

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 continua, derivabile
e L- trasformabili con ascissa di convergenza o|[f] e con derivata prima continua a
tratti e £- trasformabili con ascissa di convergenza o[f']. Allora

(4) LI (1)](s) = sC[f(1)](s) — f(0) per Res > max{c[f], o[f']}

(senza dimostrazione)



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata della derivata

Proposzione

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0 continua, derivabile
e L- trasformabili con ascissa di convergenza o|[f] e con derivata prima continua a
tratti e £- trasformabili con ascissa di convergenza o[f']. Allora

(4) LI (1)](s) = sC[f(1)](s) — f(0) per Res > max{c[f], o[f']}

(senza dimostrazione)

E’ possibile applicare tale formula piu volte per calcolare la trasformata delle derivate
successive se f € sufficientemente regolare.

Esercizio
Scrivere la formula per la derivata seconda, terza, quarta.



Trasformata
di .
Meciaes Trasformata della derivata

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta R R ..
della Risoluzione esercizio
trasfor-

mata di

Laplace E[f’(t)](s) = s[,[f(l‘)](s) - f(O) per Res > max{a[f], U[f’]}
Background:

funzioni

comp-

lesse di

una

variabile

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Trasformata della derivata

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta ) ) -
della Risoluzione esercizio
trasfor-

mata di

Laplace LIF (D](s) = sCIf()](s) — F(0) per Res > max{o[f], o[F']}

Background:

funzioni

e

esse di

S L[f"(1)](s) = sLIF'(1)](s) — 1'(0)
variabile

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

per Res > max{c[f'], o[f"']}



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Trasformata della derivata

Risoluzione esercizio

LIF (D](s) = sCIf()](s) — F(0) per Res > max{o[f], o[F']}

LI (11(s) = sC[f'(t)](s) — F(0) per Res > max{c[f'],o[f"]}
quindi
L[f"(](s) = sLI'(H](s) — 1'(0) = s [sLf(D)](s) — £(0)] — 1'(0)
= S2L[f(1)](s) — sf(0) — (0)
per Res > max{o[f], o[f'], o[f"]}.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Trasformata della derivata

Risoluzione esercizio

LIF (D](s) = sCIf()](s) — F(0) per Res > max{o[f], o[F']}

L["(D](s) = sL[f'()](s) — f(0) per Res > max{a[f'],o[f"]}
quindi
L[ (1)](s) = sLIf'(D)](s) — £(0) = s[sL[f(1)](s) — f(0)] — £'(0)
= S2L[f(1)](s) — sf(0) — (0)
per Res > max{c[f], o[f'], o[f"]}.

Itrerando si ottengono le formule per la derivata terza e quarta.



Trasformata
di

Meciaes Teorema del valore finale

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background: .
funzioni Corollario
e Nelle ipotesi della proposizione precedente se esiste lim;_, . f(t) ed & finito allora
una esiste limg_,g SF(s) e
variabile | — H
im sF(s) = lim f(t
g fimysF(s) = tim 10

Derivata . .

della (senza dimostrazione)
trasfor-

mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Funzioni complesse di una variabile
F. Feo complessa

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-

L Una funzione F : C — C pud essere pensata come funzione F : RZ — R2, quindi
Laplace sappiamo cosa significa fare un limite e cosa significa che la funzione sia continua (si
Background:  confronti la parte di corso da 9 CFU fatta con la prof. Betta)

funzioni
comp-
lesse di
una
variabile
comp-
lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Background:

funzioni
comp-
lesse di
una
variabile
comp-
lessa

Funzioni complesse di una variabile
complessa

Una funzione F : C — C pud essere pensata come funzione F : R? — R2, quindi
sappiamo cosa significa fare un limite e cosa significa che la funzione sia continua (si
confronti la parte di corso da 9 CFU fatta con la prof. Betta)

Una funzione F : C — C e derivabile (nel senso complesso) in s se esiste il limite del
rapporto incrementale e

lim w cC.
As—0 As

Tale valore & detto derivata di F in s ed & indicato con F’(s).



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Background:

funzioni
comp-
lesse di
una
variabile
comp-
lessa

Funzioni complesse di una variabile
complessa

Una funzione F : C — C pud essere pensata come funzione F : R? — R2, quindi
sappiamo cosa significa fare un limite e cosa significa che la funzione sia continua (si
confronti la parte di corso da 9 CFU fatta con la prof. Betta)

Una funzione F : C — C e derivabile (nel senso complesso) in s se esiste il limite del
rapporto incrementale e

lim w cC.
As—0 As

Tale valore & detto derivata di F in s ed & indicato con F’(s).
Una funzione derivabile nel senso complesso in un insieme Q € detta olomorfa in Q.

Vedremo meglio questi concetti nel corso di Metodi matematici per I'lngegneria.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Derivata
della
trasfor-
mata

Derivata della trasformata

Proposizione

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0, £- trasformabile
con ascissa di convergenza o[f]. Allora F(s) = L[f(t)](s) € olomorfa (derivabile nel
senso complesso) nel semipiano Res > o[f]. La funzione tf(t) €L- trasformabile con
ascissa di convergenza o[f] e

F'(s) = L[-tf(1)](s) per Res > o[f]

(senza dimostrazione)



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Derivata
della
trasfor-
mata

Derivata della trasformata

Proposizione

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0, £- trasformabile
con ascissa di convergenza o[f]. Allora F(s) = L[f(t)](s) € olomorfa (derivabile nel
senso complesso) nel semipiano Res > o[f]. La funzione tf(t) €L- trasformabile con
ascissa di convergenza o[f] e

F'(s) = L[-tf(1)](s) per Res > o[f]

(senza dimostrazione)
La formula si riscrive come

%ﬁ[f(t)](s) = L[-tf(t)](s) per Res > o[f]



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Derivata
della
trasfor-
mata

Derivata della trasformata

Proposizione

Sia f una funzione complesse di una variabile reale nulla per t < 0, £- trasformabile

con ascissa di convergenza o[f]. Allora F(s) = L[f(t)](s) & olomorfa (derivabile nel

senso complesso) nel semipiano Res > o[f]. La funzione tf(t) &£- trasformabile con
ascissa di convergenza o|[f] e

F'(s) = L[-tf(t)](s) per Res > o[f]

La precedente proposizione mi garantisce che tf(t) eL£- trasformabile e quindi
L[—tf(1)](s) € olomorfa (derivabile nel senso complesso) , ovvero che F/(s) &
olomorfa (derivabile nel senso complesso). Iterando il ragionamento ne segue che la
trasformata F(s) ammette tutte le derivate e quindi applicando piu volte la formula si
ha per ognin € N

5) F(”)(s) = L[(—1)"f(1)](s) per Res > o[f].



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Derivata
della
trasfor-
mata

Esempio

Applicano (5) ricaviamo che la formula a noi gia nota L[t"u(t)](s) = S[JL .

Sia f(t) = u(t), allora F(s) = 1/s con ascissa di convergenza o[f] = 0. Applicano (5)
si ha

FN(s) = (=1)"L[t"u(t)](s) per Res > 0.

Ricordando che F(")(s) = (—1)" i+ segue

n!

(=1)" 57 = (DL u(D](s)

da cui L[t"u(t)](s) = o5



Trasformata
di

Laplace Formula d’inversione

F. Feo

Di seguito riportiamo alcuni risultati per I'inversione della trasformata, cioé condizioni
sufficienti per poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata.

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Formula d’inversione
Di seguito riportiamo alcuni risultati per I'inversione della trasformata, cioé condizioni
sufficienti per poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata.

Definizione
Una funzione f : R — C si dice regolare a tratti se f e f' sono continue a tratti.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Formula d’inversione

Di seguito riportiamo alcuni risultati per I'inversione della trasformata, cioé condizioni
sufficienti per poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata.

Definizione
Una funzione f : R — C si dice regolare a tratti se f e f' sono continue a tratti.

Proposizione
Sia f un segnale (i.e. f nulla per t < 0) regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa
di convergenza o|[f]. Per ogni a > o[f] si ha

(1) +1(t)

1 a+joo f
—v.p./ eSlF(s)ds = —————7
a—joo 2

2nj
dove f(t7) = lim,_,,— f(7) e f(tT) = lim__ s+ f(7).
(senza dimostrazione)



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Formula d’inversione
Di seguito riportiamo alcuni risultati per I'inversione della trasformata, cioé condizioni
sufficienti per poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata.

Definizione
Una funzione f : R — C si dice regolare a tratti se f e f' sono continue a tratti.

Proposizione
Sia f un segnale (i.e. f nulla per t < 0) regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa
di convergenza o[f]. Per ogni o > o[f] si ha

f(t+
p/ StF(S)dS— ( )+ (t )7
27rj a—joo 2
dove f(t7) = lim,_,,— f(7) e f(tT) = lim__ s+ f(7).
(senza dimostrazione)
Si osservi che (vedremo meglio nel corso di Metodi matematici per I'lngegeneria)

a+joo a+jR
v.p. / eStF(s)ds = _lim eStF(s) ds.
R—+oc0 a—jR



Trasformata
di . .
Laplace Formula d’inversione
F. Feo
Di seguito riportiamo alcuni risultati per I'inversione della trasformata, cioé condizioni
sufficienti per poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata.

Definizione
Una funzione f : R — C si dice regolare a tratti se f e f' sono continue a tratti.

Proposizione
Sia f un segnale (i.e. f nulla per t < 0) regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa
di convergenza o[f]. Per ogni o > o[f] si ha

. () + (1)
2m p/_,oo e F(s)ds = (1T,

dove f(t) = lim__,, f(r) e f(t*) = lim,_, ¢+ f(7).

(senza dimostrazione)
Antitras-
formata

Si osservi che (vedremo meglio nel corso di Metodi matematici per I'lngegeneria)

a+joo a+jR
v.p. / eStF(s)ds = _lim eStF(s) ds.
R—+oc0 a—jR

Inoltre si dimostra che l'integrale che compare nella formula € indipendente da «.



Trasformata
di

Laplace Formula d’inversione

F. Feo

Definizione Proposizione
Esempi Sia f un segnale regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa di convergenza o[f].
Proprieta Per ogni o > o[f] si ha

della
trasfor-

mata di a+joo f(t— f(t+
Laslage i v.p. eStF(s) ds = M7
271'] a—joo 2
Background:
funzioni
S dove (1) = lim, - f(r) e (1) =lim._. £(7).
SZ:abHe
Ir:omp-

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di - -
s Formula d’inversione

F. Feo

Proposizione
Sia f un segnale regolare a tratti con trasformata F(s) e ascissa di convergenza o{[f].
Per ogni o > o[f] si ha

atjoo f(t— f(tt
1 p/ eStF(S)dS: (t )+ (t )’
27rj —joo 2

dove f(t=) = lim__,,— f(r) e f(t*) = lim__, ¢+ f(7).

La formula & analoga a quella gia vista per la Trasformata di Fourier

Si osservi che l'ipotesi che f sia continua a tratti garantisce che esistono finiti i limiti
f(t=) e f(tT).

In particolare la formula precedente restituisce il valore f(t) nei punti di continuita della
funzione f.

Antitras- P
formata Proposizione

Sia f un segnale regolare a tratti e continuo con trasformata F(s) e ascissa di
convergenza o[f]. Per ogni a > o[f] si ha

StF d:ft.
2m”/ s = £(f)



Trasformata
di

Laplace Formula d’inversione
F. Feo . . . P .o . . .
Si sottolinea inoltre che nella proposizione precedente le condizioni sufficienti per

poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata sono date sulla funzione f.
Nella prossima proposizione saranno date sulla trasformata.

Proposizione
Sia F una funzione olomorfa nel semipiano Res > o e tale che

(6) [F(s)| =0(1/s") per|s| = +o0

con k > 1. Allora per ogni a > o si ha
1 a+joo
f(t) = —/ eStF(s) ds
271'_/ a—joo

definisce un segnale continuo su R indipendente da « avente F come trasformata.
Antitras- (senza dimostrazione)

formata



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Formula d’inversione

Si sottolinea inoltre che nella proposizione precedente le condizioni sufficienti per
poter ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata sono date sulla funzione f.
Nella prossima proposizione saranno date sulla trasformata.

Proposizione
Sia F una funzione olomorfa nel semipiano Res > o e tale che
(6) IF(s)| = O(1/s")  per|s| — +oo

con k > 1. Allora per ogni a > o si ha
1 a+joo
f(t) = —/ eStF(s) ds
271'_/ a—joo

definisce un segnale continuo su R indipendente da « avente F come trasformata.
(senza dimostrazione)

Si ricorda che (6) significa

Jog, C > 0st. |F(s)| <

< ‘37 per |s| > op.

Si osservi che (6) garantisce che I'integrale 2%” f;‘fj/;‘j €St F(s) ds sia finito, quindi non

necessita la nozione di integrale nel senso del valor principale.



Trasformata
di

Laplace Legame tra la Trasformata di Laplace e
F. Feo que"a di Fourier

Definizione

Esempi
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Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Legame tra la Trasformata di Laplace e
quella di Fourier

Sia f(t) una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o|[f]. Per a > o[f]
poniamo g(t) = f(t)e~*!u(t). Tale funzione & sommabile e quindi ne possiamo fare la
trasformata di Fourier. Sia

F(s) = /0 T emstr(n) it

la trasformata di Laplace di f(t), allora la trasformata di Fourier di g(t)



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Legame tra la Trasformata di Laplace e
quella di Fourier

Sia f(t) una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o|[f]. Per a > o[f]
poniamo g(t) = f(t)e~*!u(t). Tale funzione & sommabile e quindi ne possiamo fare la
trasformata di Fourier. Sia

F(s) = /0 T emstr(n) it

la trasformata di Laplace di f(t), allora la trasformata di Fourier di g(t)

+o00 ) +o0 .
G(w) = / e tf(t)e o dt = / e~ (TNt ot = Flan + o)
0 0
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Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Legame tra la Trasformata di Laplace e
quella di Fourier

Sia f(t) una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o|[f]. Per a > o[f]
poniamo g(t) = f(t)e~*!u(t). Tale funzione & sommabile e quindi ne possiamo fare la
trasformata di Fourier. Sia

+oo
F(s) = / e=Sf(t) ot
0
la trasformata di Laplace di f(t), allora la trasformata di Fourier di g(t)

+o00 ) +o0 .
G(w) = / e tf(t)e o dt = / e~ (TNt ot = Flan + o)
0 0

In conclusione
G(w) = Fa + jw)

per a > o[f]. Siricordi che w & una variabile reale.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitras-
formata

Legame tra la Trasformata di Laplace e
quella di Fourier

Sia f(t) una funzione L-trasformabile con ascissa di convergenza o|[f]. Per a > o[f]
poniamo g(t) = f(t)e~*!u(t). Tale funzione & sommabile e quindi ne possiamo fare la
trasformata di Fourier. Sia

+oo
F(s) = / e=Sf(t) ot
0
la trasformata di Laplace di f(t), allora la trasformata di Fourier di g(t)
+oo i +oo .
Glw) = / eIt (f)e~ ot = / e~ (Ot (f) dt = F(a + jo)
0 0
In conclusione

G(w) = Fla+ jw)

per a > o[f]. Siricordi che w & una variabile reale.
Inoltre
F(s) = G(Ims)

per Re s > off].
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della P(z) = anz" + ap_1z +---+az+a
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Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Teorema fondamentale

Ogni polinomio di grado n > 1 a coefficienti complessi:
P(z)=anz"+ap 12" '+t az+a

con ap, a, -+ ,an € C e ap # 0 si scompone in C in n fattori di primo grado,
eventualmente ripetuti.

Teorema fondamentale dell’algebra
Esistono zy, - -+ , zy € C (distinti 0 no) tali che

P(2) = an(z — z1)(z2 — 22) - - (2 = 2n)

| numeri zq, - - - , zn € C sono tutte e sole gli zeri (radici) di P(z) (cioé i numeri
complessi z tali che P(z) = 0).



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Background:

Teorema
fonda-
mentale

Teorema fondamentale

Ogni polinomio di grado n > 1 a coefficienti complessi:
P(z)=anz"+ap 12" '+t az+a

con ap, a, -+ ,an € C e ap # 0 si scompone in C in n fattori di primo grado,
eventualmente ripetuti.

Teorema fondamentale dell’algebra
Esistono zy, - -+ , zp € C (distinti 0 no) tali che

P(2) = an(z — z1)(z2 — 22) - - (2 = 2n)

| numeri zq, - - - , zn € C sono tutte e sole gli zeri (radici) di P(z) (cioé i numeri
complessi z tali che P(z) = 0).
Raggruppando gli eventuali polinomi di primo grado (z — z;) uguali tra loro, risulta

P(z) = an(z — w)™ (2 — w2)™ - - - (z — w) ™,

dove wy, - - -, wx sono gli zeri distintidi P(z) e my + -+ + my = n.
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F. Feo
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mata di P(Z) = an(z - W1)m1 (Z - W2)m2 e (Z - Wk)mkz

Laplace . o .

fockgroung.  dOve Wy, - W sono gli zeri distinti di P(z) e my + ... + my = n. Giascun m; e non
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comp-

lesse di

una

variabile

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Background:

Teorema
fonda-
mentale

Teorema fondamentale

P(2) = an(z — wi)™ (2 — W)™ - (2 — wi))™,

dove wy, - - -, wx sono gli zeri distinti di P(z) e my + ... + my = n. Ciascun m; e non
nullo e si chiama molteplicita dello zero w;.
Parleremo di zero

® semplice se m; =1,

® doppia se mj = 2,

® ecc..
Ogni polinomio di grado n > 1 in C ha n zeri (distinti o0 no), se ciascuna & contata con

la propria molteplicita. In termini di equazioni, ogni equazione algebrica di grado n > 1
in C ha n soluzioni (distinte o no), se ciascuna e contata con la propria molteplicita.
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Background:

Teorema
fonda-
mentale

Teorema fondamentale:conseguenze

Se P(z) a coefficienti tutti reali.
® se a € C\ R e unazerodi P(z) allora anche @ lo & e con la stessa molteplicita;
Ovvero gli zeri complessi non reali di un polinomio a coefficienti reali si
presentano sempre a coppie di complessi coniugati.
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di
Laplace

F. Feo

Background:

Teorema
fonda-
mentale

Teorema fondamentale:conseguenze

Se P(z) a coefficienti tutti reali.

® se a € C\ R e unazerodi P(z) allora anche @ lo & e con la stessa molteplicita;
Ovvero gli zeri complessi non reali di un polinomio a coefficienti reali si
presentano sempre a coppie di complessi coniugati.

® se n e dispari, allora P(z) ha almeno uno zero reale;



Trasformata
di

Laplace Teorema fondamentale:conseguenze

F. Feo

Se P(z) a coefficienti tutti reali.

® se a € C\ R e unazerodi P(z) allora anche @ lo & e con la stessa molteplicita;
Ovvero gli zeri complessi non reali di un polinomio a coefficienti reali si
presentano sempre a coppie di complessi coniugati.

® se n e dispari, allora P(z) ha almeno uno zero reale; Ad esempio un polinomio di
grado tre ha sicuramente uno zereo reale e poi a seconda dei casi pud avere o
altre due zeri complessi coniugati (es.z> — 1 = (z — 1)(22 + z + 1)) o due zeri
reali distinti (es.z® — 622 + 11z — 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3)) o0 non distinte (es.
B _zH1=(z-12z+1)).
® ogni polinomio a coefficienti reali si pud scomporre nel prodotto di polinomi a
coefficienti reali di grado 0 (costanti), 1 e 2 con discriminante negativo.
Background:
Teorema

fonda-
mentale



Trasformata
di

Laplace Teorema fondamentale:conseguenze per i
F.Feo polinomi di secondo grado

Definizione
Esempi
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trasfor-
mata di
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e B ® P(z) = z2 + 1 discriminante negativo e quindi non si scompone come prodotto di
funzioni polinomi di primo grado a coefficeienti reali. Naturalmente P(z) = (z — j)(z + ).

e Il polinomio ha solo zeri complessi non reali coniugati. Tali zeri sono semplici.
una
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Trasformata
di

Laplace Teorema fondamentale:conseguenze per i
F.Feo polinomi di secondo grado

® P(z) = z2 + 1 discriminante negativo e quindi non si scompone come prodotto di
polinomi di primo grado a coefficeienti reali. Naturalmente P(z) = (z — j)(z + ).
Il polinomio ha solo zeri complessi non reali coniugati. Tali zeri sono semplici.

® P(z) = z2 — 1 ha discriminante positivo e quindi si scompone come prodotto di
polinomi di primo grado a coefficeienti reali. In particolare P(z) = (z — 1)(z + 1).
Il polinomio ha due zeri reali semplici.

Background:
Teorema
fonda-
mentale



Trasformata
di

Laplace Teorema fondamentale:conseguenze per i
F.Feo polinomi di secondo grado

® P(z) = z2 + 1 discriminante negativo e quindi non si scompone come prodotto di
polinomi di primo grado a coefficeienti reali. Naturalmente P(z) = (z — j)(z + ).
Il polinomio ha solo zeri complessi non reali coniugati. Tali zeri sono semplici.

® P(z) = z2 — 1 ha discriminante positivo e quindi si scompone come prodotto di
polinomi di primo grado a coefficeienti reali. In particolare P(z) = (z — 1)(z + 1).
Il polinomio ha due zeri reali semplici.

® P(z) = z2 — 2z 4 1 ha discriminante nullo e quindi si scompone come prodotto di
due polinomi uguali di primo grado a coefficeienti reali. In particolare
P(z) = (z — 1)2. Il polinomio ha uno zero reale doppio.

Background:
Teorema
fonda-
mentale
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo Di seguito vediamo come antitrasformare funzioni che sono rapporto di polinomi primi
tra di loro (non hanno zeri comuni) con polinomio al denominatore di grado maggiore
di quello del numeratore.
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Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi
Di seguito vediamo come antitrasformare funzioni che sono rapporto di polinomi primi
tra di loro (non hanno zeri comuni) con polinomio al denominatore di grado maggiore
di quello del numeratore.

Sia F(s) = g(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N € N, i.e. B(S) = bnS" + by_18"~1 4+ - 4+ bys + by con by # 0,
e al numeratore un polinomio digrado M € Ncon N > M e

® CASO 1: B(s) ha solo zeri reali semplici.
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Antitrasformata di rapporti di polinomi

Di seguito vediamo come antitrasformare funzioni che sono rapporto di polinomi primi
tra di loro (non hanno zeri comuni) con polinomio al denominatore di grado maggiore
di quello del numeratore.
Sia F(s) = g(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N € N, i.e. B(S) = bnS" + by_18"~1 4+ - 4+ bys + by con by # 0,
e al numeratore un polinomio digrado M € Ncon N > M e

® CASO 1: B(s) ha solo zeri reali semplici.

Siano sy, sp, - - -, Sy gli zeri reali semplici, i.e. B(s) = by(s — s1)---+ (s — sy) con
by # 0. Allora
A A A
Fsy= A - M M
B(s) s-— sy S— sy
per opportune costanti Aq, - -, An.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di
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Antitrasformata di rapporti di polinomi

Di seguito vediamo come antitrasformare funzioni che sono rapporto di polinomi primi
tra di loro (non hanno zeri comuni) con polinomio al denominatore di grado maggiore
di quello del numeratore.
Sia F(s) = g(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N € N, i.e. B(S) = bnS" + by_18"~1 4+ - 4+ bys + by con by # 0,
e al numeratore un polinomio digrado M € Ncon N > M e

® CASO 1: B(s) ha solo zeri reali semplici.

Siano sy, sp, - - -, Sy gli zeri reali semplici, i.e. B(s) = by(s — s1)---+ (s — sy) con
by # 0. Allora
A(S) A4 AN
F(s)==—"* =
() B(s) s-— sy S— sy
per opportune costanti Ay, - - - , Ay. Ricordando L[e?u(t)](s) = é perac C,siha

f(t) = u(t)[M e + - - + AyeN].



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo Di seguito vediamo come antitrasformare funzioni che sono rapporto di polinomi primi
tra di loro (non hanno zeri comuni) con polinomio al denominatore di grado maggiore
di quello del numeratore.
Sia F(s) = g(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N € N, i.e. B(S) = bnS" + by_18"~1 4+ - 4+ bys + by con by # 0,
e al numeratore un polinomio digrado M € Ncon N > M e

® CASO 1: B(s) ha solo zeri reali semplici.

Siano sy, sp, - - -, Sy gli zeri reali semplici, i.e. B(s) = by(s — s1)---+ (s — sy) con
by # 0. Allora
A(S) A4 AN
F(s)==—"* =
() B(s) s-— sy S— sy
per opportune costanti Ay, - - - , Ay. Ricordando L[e?u(t)](s) = é perac C,siha

f(t) = u(t)[M e + - - + AyeN].

Per il calcolo dei cefficienti abbiamo tre metodi

(1]
_ i AlS)
A= SliﬂS/ %(S )
Antitrasformata
. (2]
:’a!pporti i= A(S)
slolinomi Bl(s) S=S;

® principio d'identita dei polinomi
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F. Feo caso zeri reali semplici al denominatore
zeﬂm!one Antitrasformare:

sempi F B 1
o =% 557
mata i

Laplace Sihache A(s) = 1,B(s) = s —55+6,M = 0, N = 2. A(s) non ha zeri e B(s) ha
sackgrouna:  due zeri reali semplici: 2 e 3. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi
'C‘;"nj‘:_"‘ sono primi tra di loro.

lesse di Allora F(s) = 215 + 22; e quindi

variabile
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mata
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di
Laplace
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di

rapporti

di
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Antitrasformata di rapporti di polinomi:
caso zeri reali semplici al denominatore
Antitrasformare: ]

F(8)= 5—F—=
(®) s2—55+6

Sihache A(s) = 1,B(s) = s —55+6,M = 0, N = 2. A(s) non ha zeri e B(s) ha

due zeri reali semplici: 2 e 3. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi

sono primi tra di loro.

Allora F(s) = 25 + 22- e quindi

(1) = u(t)[A e + Ape®].

Per il calcolo delle costsnti si possono usare le seguenti formule:

_ o Als) o
M=lmge 2 =Ins=3

. As) L 1
fe=lim B ¥ =dms5 ="




Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:

F. Feo caso zeri reali semplici al denominatore
Antitrasformare: ]
F(§) = ———
(s) s2 —55+6

Sihache A(s) = 1,B(s) = s —55+6,M = 0, N = 2. A(s) non ha zeri e B(s) ha
due zeri reali semplici: 2 e 3. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi
sono primi tra di loro.

Allora F(s) = 25 + 22- e quindi

(1) = u(t)[A e + Ape®].

Per il calcolo delle costsnti si possono usare le seguenti formule:

. As) o _
M=lm et~ =in 5 =1
. A(s) . 1
Ao = lim =Z(s—3) = | =1
2= Im B "= in s
Antitrasformata
di
i _ 2t 3t
Laipportl f(t) = U(f)[—1 e +1e ]

polinomi
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F. Feo caso zeri reali semplici al denominatore
Definizione

Si osservi che Ay, Ao si possono calcolare anche usando I'altra formula
Esempi

Proprieta A(S)

della 1=

trasfor- B,(S)
mata di

Laplace A(S)
Background: 2 =

funzioni B’(S)
comp-

lesse di

una

variabile

comp-

lessa

1

= =1
s—p 285—5

s=2

1

= =1
25s—5

s=3

s=3

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi
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alle



Trasformata
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Laplace

F. Feo

Antitrasformata
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rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi:
caso zeri reali semplici al denominatore

Si osservi che Ay, Ao si possono calcolare anche usando I'altra formula

A = A(s) _ 1 I
B'(s) s=2 25 =552

o A _,
B'(s)ls=s 25—5ls=s

Si osservi infine che A1, A» si possono calcolare anche con il principio di identita dei
polinomi.

1 A Ao
s2-55+6 s—21s-3

1 _ Ai(s—3)+Aa(s—2)
s2-55+6 s2 —55+6

da cui segue che
AM(s—3)+Na(s—2) =1

AM+A=0
“3Ay — 2Ap = 1

ovvero

dacuiA; =—1,Ar =1.
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e Antitrasformare:
s+ 1

FO = 570108
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Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:

F. Feo caso zeri reali semplici al denominatore
Antitrasformare: ’
5+
F(§)= —>" "~
(s) s3 —7s24+10s

Sihache A(s) = s+1,B(s) = s° — 75> + 10s,M = 1, N = 3. A(s) ha uno zero reale
semplice ,—1, e B(s) ha tre zeri reali semplici: 0,2 e 5. Gli zeri di A(s) non sono zeri di
B(s) e quindi sono primi tra di loro.

Allora F(s) = "1 + 22, 4 [ e

f(£) = u(t)[A1 + A2€?! + A3e¥).
Le costanti si calcolano con le seguenti formule

A(s) o s+1 _
M= a6 e s
A(s) ) s+1
M= im, ey (8 =2 = Im, 5y = 112
) A(s) s+1
Ag I|m5m(3_ 5= sLns s(s—2) 2%

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:

F. Feo caso zeri reali semplici al denominatore
Antitrasformare: ’
5+
F(§)= —>" "~
(s) s3 —7s24+10s

Sihache A(s) = s+1,B(s) = s° — 75> + 10s,M = 1, N = 3. A(s) ha uno zero reale
semplice ,—1, e B(s) ha tre zeri reali semplici: 0,2 e 5. Gli zeri di A(s) non sono zeri di
B(s) e quindi sono primi tra di loro.

Allora F(s) = "1 + 22, 4 [ e

f(£) = u(t)[A1 + A2€?! + A3e¥).
Le costanti si calcolano con le seguenti formule

A(s) . s+ 1
Ay = lim =22(s) = lim —— = 1/1
1 B(s )(s) 50 (s—2)(s—5) /10
A(s) . s+1
No = li =—
27 2 B(s) (s-2)= STZ s(s—5) /2
_ A(s) s+1
A3 I|m5m(s— 5) = SESM_Z/S
In conclusione
Antitrasformata
di
) 1 2
(1) = u(t) | 75 — 3¢ + £ €™

polinomi 2 5



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi:

caso zeri reali semplici al denominatore
Antitrasformare: ’
s+

F(s)= =572
(s) s8 —7s2 4+ 10s
Sihache A(s) = s+ 1,B(s) = s> — 7s? + 10s,M = 1, N = 3. A(s) ha uno zero reale
semplice ,—1, e B(s) ha tre zeri reali semplici: 0,2 e 5. Gli zeri di A(s) non sono zeri di
B(s) e quindi sono primi tra di loro.
A A A
Allora F(s) = L + ;5 + % e

f(£) = u(t)[A1 + A2€?! + A3e¥).
Le costanti si calcolano con le seguenti formule

. A(s) . s+ 1
AN =1 — =1 —_— = 1/1
1T B(s)(s) 50 (s—2)(s—5) /10
. A(s) . s+1
Ao = 22 g_2) = L
2 slinz B(s) (s-2) slgz s(s—5) 1/2
. As) o s+1
Mg = lim, B(s)(s_ 5) = lim, s(s—2) 2/5
In conclusione
1 1 2
(1) = 2Tt 25t
(t) = u(t) 0 26 + 5e

Per il calcolo delle costanti possiamo usare anche l'altra formula o il principio di
identita dei nolinomi (ecercizio |lacciato allo stiidente)
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F. Feo
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della
trasfor-
mata di
Laplace
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una
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comp-
lessa

Derivata
della
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mata

Antitras-
formata

Background:

Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata

di
rapporti
di
polinomi

Applicazione

alle

Antitrasformata di rapporti di
polinomi:esercizi per casa

Antitrasformare le seguenti funzioni:

F(S) =
F(S) =
F(S) =
F(S) =
F(S) =
F(S) =
F(S) =

1

s2—7s+12

—2

s2—7s+12

S
s2—7s+12

s—7

s2—7s+12

1

s2—55—6

1

s3—55246s

25+3
s3—55246s



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo
Sia F(s) = AES) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e

® CASO 2: B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Definizione
Esempi

Proprieta
della
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mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
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mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = AES) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 2: B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Siano s1, sp, -+ -, Sr gli r € N zeri reali con molteplicita my, mo, - - - , m; con
N=my+---+myie B(s)=by(s—s1)™:---(s—5;)™.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = A(s) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

~ B(s)

polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e

® CASO 2: B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Siano s1, sp, -+ -, Sr gli r € N zeri reali con molteplicita my, mo, - - - , m; con

N=my+---+myie B(s)=by(s—s1)™:---(s—5;)™.
Allora

Ais) A N A2 S A . Al
B(s) s—s (5—8)2 (s —s1)™M s—sr
con opportune costanti /\/,: coni=1,---,rej=1,--- . m.

mr
Ar



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = Agsg primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 2: B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Siano s1, sp, -+ -, Sr gli r € N zeri reali con molteplicita my, mo, - - - , m; con
N=my+---+myie B(s)=by(s—s1)™:---(s—5;)™.
Allora
Als) A A2 S A N Al A"
B(s) s—s (5—8)2 (s —s1)™M s—sr (s—sr)mr’
con opportune costanti /\j coni=1, ,rej=1,--- m. Ricordando
L[ tu(t)](s) = ,,H perac C,n € Ny, siha
tm—1gsit tmr—1gsrt
() = u(t) [AleStt 4+ AT Al A
® ()[1 B e T C )]



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = Agsg primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 2: B(s) ha zeri reali ma non tutti semplici.

Siano s1, sp, -+ -, Sr gli r € N zeri reali con molteplicita my, mo, - - - , m; con
N=my+---+mie B(s)=by(s—s1)™---(s—s)™.
Allora
Als Al A2 /\’771 Al N
Q: 1 7124_..._:,_174,_..._', r e —
B(s) s—s (s—51) (s —s1)m™ S—Sr (58— sr)mr
con opportune costanti /\j coni=1, ,rej=1,--- m. Ricordando
L[ tu(t)](s) = ,,H perac C,n € Ny, siha
tm—1gsit tmr—1gsrt
() = u(t) [AleStt 4+ AT Al A
® ()[1 B e T C )]

Le costanti si calcolano con la seguente formula:

) 1 dmi=i {A(s)
bososi(mp— ) gs™ [ B(s)

(s— s»'”f] .
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F.Feo denominatore con solo zeri reali ma
Definizione almeno uno non é semplice

Esempi

:rc:lprieté Antitrasformare: s

ella

trasfor- F(S) T @2 _ocl 1
mata di 82 - 23 + 1
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una
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lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata
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di
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alle



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F.Feo denominatore con solo zeri reali ma
Definizione almeno uno non é semplice

Esempi

znlnlprieta Antitrasformare: s

ella

trasfor- F(S) = 27
mata di Sl 25 + 1

Laplace

Background:

=il Sihache A(s) =s5,B(s) =s> —2s+1=(s—1)2,M=1,N = 2. A(s) non ha zeri e
e B(s) ha uno zero reale con molteplicita due: 1. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri
. in comune e quindi sono primi tra di loro.

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di
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alle



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F.Feo denominatore con solo zeri reali ma
almeno uno non é semplice

Antitrasformare: s

F(s)= ————
(s) 2 —2s+1

Sihache A(s) = s,B(s) = s> —2s+1=(s—1)>,M =1,N = 2. A(s) non ha zeri e

B(s) ha uno zero reale con molteplicita due: 1. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri

in comune e quindi sono primi tra di loro.

Allora F(s) = +( e
_ d [A(s) — im i —
A= lim ds[B(s)(s_Uz} = dmi=1
2 _ A(s) _
A3 ||m B(S)(Sin 52115—1

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F.Feo denominatore con solo zeri reali ma
almeno uno non é semplice

Antitrasformare: s

F(s)= ——
(s) s2 —2s5+1

Sihache A(s) = s,B(s) = s> —2s+1=(s—1)>,M =1,N = 2. A(s) non ha zeri e
B(s) ha uno zero reale con molteplicita due: 1. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri
in comune e quindi sono primi tra di loro.

Allora F(s) = ;.25 + = )2 e

Al = iim 9 [A(s)

= Iim —_—
s—1 ds

B(s)(s_”z} = dm1=1
/\2— ||m Als )(371)

™ B(s) s=1

lim
s—1

Antitrasformata f( t) = U( t)[e’ -+ te’]
di
ralpporti

di

polinomi



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi:
F.Feo denominatore con solo zeri reali ma
almeno uno non é semplice

Antitrasformare: s

Fls)= ——
(s) s2 —2s5+1

Sihache A(s) = s,B(s) = s> —2s+1=(s—1)>,M =1,N = 2. A(s) non ha zeri e
B(s) ha uno zero reale con molteplicita due: 1. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri
in comune e quindi sono primi tra di loro.

Allora F(s) = ;.25 +

= )26

L d A o
Al—!ﬁ“@[@(s‘”z}—!m“‘

/\2— ||m Als )(371)

™ B(s) s=1

lim
s—1

Antitrasformata f( t) = U( t)[e’ -+ te’]
di

rapporti
di

Per il calcolo delle costanti possiamo usare anche il principio di identita dei polinomi.

polinomi



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di

F. Feo polinomi:radici reali non semplici
Antitrasformare:

Definizione s—1

s FoO =g + 652 +9s
Proprieta

della

trasfor-

mata di

Laplace

Background:
funzioni
comp-
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una
variabile
comp-
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formata
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di
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di
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alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di
polinomi:radici reali non semplici
_s-1
s3 +6s2 +9s

Antitrasformare:
F(s) =

Sihache A(s) =s—1,B(s) = s® +6s> +9s = s(s+3)°, M=1,N = 3. A(s) ha
uno zero reale semplice, 1, e B(s) ha uno zero reale con molteplicita due, —3, ed uno
zero semplice, 0. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi sono primi
tra di loro.



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di
polinomi:radici reali non semplici
_s-1
s3 +6s2 +9s

Antitrasformare:
F(s) =

Sihache A(s) =s—1,B(s) = s® +6s> +9s =s(s+3)°, M=1,N = 3. A(s) ha
uno zero reale semplice, 1, e B(s) ha uno zero reale con molteplicita due, —3, ed uno
zero semplice, 0. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi sono primi
tra di loro.

A N
Allora F(S) = 513 + W

(1) = u()[N e™3 + A2te™3! 4 Ay

A
+?e



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di
polinomi:radici reali non semplici
_s-1
s3 +6s2 +9s

Antitrasformare:
F(s) =

Sihache A(s) =s—1,B(s) = s® +6s> +9s =s(s+3)°, M=1,N = 3. A(s) ha
uno zero reale semplice, 1, e B(s) ha uno zero reale con molteplicita due, —3, ed uno
zero semplice, 0. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi sono primi
tra di loro.

Allora F(s) = &5 + (51372
(1) = u()[N e™3 + A2te™3! 4 Ay

| coefficienti si calcolano con la formula

A
+?e

. d [A(s) . d[s—1 . 1
1 = — — 2 = — = —_—
M= lim s [B(s)(‘”S) } am s [ s } Jme e =170
_A®s) 51
2 — — 2 = =
M= lim By 8 T3 = lim, 4/3
Az = lim @S |imi:,1/g

550 B(s)~ 50 (s +3)2
e quindi
1 4 1
f(t)y=u(t) | ~e 3 + _te™3 — ~
()= u(t) |ge* +5te™ — ¢



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di
polinomi:radici reali non semplici
_s-1
s3 +6s2 +9s

Antitrasformare:
F(s) =

Sihache A(s) =s—1,B(s) = s® +6s> +9s =s(s+3)°, M=1,N = 3. A(s) ha
uno zero reale semplice, 1, e B(s) ha uno zero reale con molteplicita due, —3, ed uno
zero semplice, 0. | polinomi A(s) e B(s) non hanno zeri in comune e quindi sono primi
tra di loro.

Allora F(s) = &5 + (51372
(1) = u()[N e™3 + A2te™3! 4 Ay

| coefficienti si calcolano con la formula

A
+?e

. d [A(s) . d[s—1 . 1
1 = — — 2 = — = —_—
M= lim s [B(s)(‘”S) } am s [ s } Jme e =170
_A®s) 51
2 — — 2 = =
M= lim By 8 T3 = lim, 4/3
Az = lim @S |imi:,1/g

550 B(s)~ 50 (s +3)2
e quindi
1 4 1
f(t) = = —3t 7 -3t _ 1
(0= u(t) [y~ + 3t

Per il calcolo delle costanti possiamo usare anche il principio dizidentita dei-polinomi.
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Laplace Antitrasformata di rapporti di
R polinomi:esercizi per casa
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della
trasfor-
mata di
Laplace

Backaround: Antitrasformare Ie seguenti funzioni:

funzioni

comp- °

lesse di F(S)
una

variabile o F(S)

comp- 2 — 85+16
lessa
° F( S) — s+3

Derivata s3+252+s

della _ s—7
trasfor- ° F(S) T 41253482
mata

s2 +2s+1

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi
e Sia F(s) = AES) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 3: B(s) ha zeri complessi semplici.
Invece di dare una formula generale mostriamo come procedere con un esempio.

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi
Sia F(s) = AES) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 3: B(s) ha zeri complessi semplici.
Invece di dare una formula generale mostriamo come procedere con un esempio.

Sia F(s) = g2



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi
Sia F(s) = % primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® CASO 3: B(s) ha zeri complessi semplici.
Invece di dare una formula generale mostriamo come procedere con un esempio.

Sia F(s) = g2

Ricordando che il denominatore ha due zeri complessi semplici —1 + 2, si ha

M Ao
F(s) = ,
=132 s71-2
dove A(s)
. S
Ai = Jim. B(s) (s—s)
oppure
A
p 4O
B'(8) |s=s,

peri=1,2. Segue che
(1) = u(t)[A el 1= 4 ppel—1+201)

conAy =1—1/2j,Ao =1+1/2].
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo
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mata di . .

f(t) = w(OI(1 — 1/2))el =72+ (1 4+ 1/2)el =1+

ungiont = u(t)e "' [(1 — 1/2j) (cos(2t) — jsin(21)) + (1 + 1/2]) (cos(2t) + jsin(21))]
comp-

pesed per le formule di Eulero.

variabile
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Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Segue che ' ‘
f(1) = u(t)[(1 — 1/2))e 2D 4 (1 4+ 1/2))el 1421

= u(t)e ! [(1 — 1/2)) (cos(2t) — jsin(2t)) + (1 + 1/2j) (cos(2t) + jsin(2t))]
per le formule di Eulero.

Nel caso di radici complesse di B(s) si consiglia di procedere come proposto nelle
slides successive usando le trasformate notevoli di seno e coseno.
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di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Segue che ' ‘
f(1) = u()[(1 = 1/2))e """ 4 (1 + 1/2j)el 2]
= u(t)e (1 — 1/2f) (cos(2t) — jsin(2t)) + (1 4+ 1/2j) (cos(2t) + jsin(21))]
per le formule di Eulero.
Nel caso di radici complesse di B(s) si consiglia di procedere come proposto nelle

slides successive usando le trasformate notevoli di seno e coseno.
Facendo i conti segue che

f(t) = u(t)e~![2 cos(2t) — sin(2t)].
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Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = g(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.
i _ 2543

S!a F(s) =

Si osservi che

1
F(s)=2 35—~
(s) 2+1+ s2+1



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = ’;(z) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.
H _ 2543
S!a F(s) =
Si osservi che

s 1
F(s)=2—%——+35—
(s) s2 +1 + 2 +1

Ricordando le trasformate L[cos(t)](s) = e L[sin(t)](s) = = si ha:

52+1 2+1

f(t) = [2cos t + 3sin tju(t)
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Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo
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Laplace
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una Si osservi che
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lessa s2 +4 252 +4
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Antitras-
formata

Background:
Teorema
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alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = AES) primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.
H _ 2543
S!a F(s) =
Si osservi che

> s " 3 2
s2+4 252+4
Ricordando le trasformate L[cos(wt)](s) = > e L[sin(wt)](s) = Fooz Siha:

F(s) =
Sz+w

f(t) = |2cos(2t) + gsin(Zt) u(t)



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo

Definizione

ESSnes Sia F(s) = % primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

Proprieta polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado M con N > M e
e ® B(s) ha zeri complessi semplici.

mata di
Laplace Sla F(S) _ 2275
Background: §°+2s+5
funzioni

comp-

lesse di

una

variabile

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Antitrasformata di rapporti di polinomi

Sia F(s) = (s; primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un
polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.

Sia F(s) = 52+2255+5'
Osservando +1 |
s
F(s)=2 —
(®) (s+1)2422 (s+1)2+22
- o 5 1
- 0-2 + 22 o=8+1 0-2 + 22 o=8+1

L7VF(s)] (t) =2e~ ! [

segue che

Jo-ee [

f(t) = u(t)e~![2 cos(2t) — sin(21)],
> € L[sin(wt)](s) =

2+22

ricordando che L[cos(wt)](s) =

w
52+w 21w’



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo

Definizione

ESSnes Sia F(s) = g(z primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

Proprieta polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.

trasfor-
mata di
Laplace .

: Sia F(s) = =35,
Background: §°4+2s+10
funzioni
comp-
lesse di
una
variabile
comp-
lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Antitrasformata di rapporti di polinomi

F. Feo

Sia F(s) = g(z primi tra di loro (non hanno zeri comuni) con al denominatore un

polinomio di grado N e al numeratore un polinomio di grado Mcon N > M e
® B(s) ha zeri complessi semplici.

Sia F(8) = gra0iTp:
Osservando 1 |
s
F(s 3
()= (s+1)2+32 (s+1)2432
e 1

-3 +3 -

02 +32 o=s+1 02 +32 o=s+1
—1 _ —t p—1 g —t p—1
L7[F(9)](t) =—-8e~'L [m] t+e 'L [ 2-1—32}(1)

segue che
f(t) = u(t)e"[—S cos(3t) + sin(3t)],

ricordando che L[cos(wt)](s) = > € L[sin(wt)](s) =

w
2102 2 2
Antitrasformata s +w sotw
di

rapporti

di

polinomi



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Applicazione della trasformata di Laplace
alle equazioni differenziali

y(t) verifica un’equazione L Y (s) verifica un’equazione
differenziale — algebrica

Soluzione Y(s)

[

Soluzione y(t) ‘




Trasformata
di .
Laplace Problema di Cauchy
F. Feo Si consideri inoltre il seguente problema di Cauchy

Definizione y'+ay+by=0 pert >0
Esempi (P) ,V(O) = .VO
Proprieta y/ (0) =N

della

trasfor-

S cona,beR.
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace PI’Oblema di Cauchy
F. Feo Si consideri inoltre il seguente problema di Cauchy
y"+ay'+by=0 pert >0
P ¥(0) = yo
y'(0) =y

con a, b € R. Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che
LIy'(D](s) = sLy(D](s) — ¥(0) = sY(s) - ¥o
LIy" (1)1(s) = sLIy'(1)](s) — y'(0) = §?Y(s) — sy(0) — y'(0) = §?Y(5) — syo — 1

allora
s?Y(s) — sy(0) — y1 + a(sY(s) — yo) + bY(s) =0
Y(s)(s? + as + b) = yy(s + a) + y4
da cui ( )
Yo(s+a)+n
Y(s)= 20> TA
(s) s2+as+b

che sappiamo antitrasformare.

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Pr0b|ema di Cauchy
F. Feo Si consideri inoltre il seguente problema di Cauchy
y"+ay'+by=0 pert >0
P ¥(0) = yo
y'(0) =y

con a, b € R. Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che
LIy'(D](s) = sLy(D](s) — ¥(0) = sY(s) - ¥o
LIy" (1)1(s) = sLIy'(1)](s) — y'(0) = §?Y(s) — sy(0) — y'(0) = §?Y(5) — syo — 1

allora
s?Y(s) — sy(0) — y1 + a(sY(s) — yo) + bY(s) =0
Y(s)(s? + as + b) = yy(s + a) + y4
da cui ( )
Yo(s+a)+n
Y(s)= 20> TA
(s) s2+as+b

che sappiamo antitrasformare.

Si osservi che s2 + as + b & il polinomio caratteristico dell'equazione differenziale
linerare.

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Pr0b|ema di Cauchy
F. Feo Si consideri inoltre il seguente problema di Cauchy
y"+ay'+by=0 pert >0
P ¥(0) = yo
y'(0) =y

con a, b € R. Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che
LIy'(D](s) = sLy(D](s) — ¥(0) = sY(s) - ¥o
LIy" (1)1(s) = sLIy'(1)](s) — y'(0) = §?Y(s) — sy(0) — y'(0) = §?Y(5) — syo — 1

allora
s?Y(s) — sy(0) — y1 + a(sY(s) — yo) + bY(s) =0
Y(s)(s? + as + b) = yy(s + a) + y4
da cui ( )
Yo(s+a)+n
Y(s)= 20> TA
(s) s2+as+b

che sappiamo antitrasformare.

Si osservi che s2 + as + b & il polinomio caratteristico dell'equazione differenziale
linerare.

La risoluzione del problema di Cauchy si traduce nel risolvere I'equazione algebrica
Y(s)(s® +as+b) = yo(s+a) + y1.

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Problema di Cauchy
F. Feo Si consideri inoltre il seguente problema di Cauchy
y"+ay'+by=0 pert >0
P ¥(0) = yo
y'(0) =y

con a, b € R. Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che
LIy'(D](s) = sLy(D](s) — ¥(0) = sY(s) - ¥o
LIy" (1)1(s) = sLIy'(1)](s) — y'(0) = §?Y(s) — sy(0) — y'(0) = §?Y(5) — syo — 1

allora
s?Y(s) — sy(0) — y1 + a(sY(s) — yo) + bY(s) =0
Y(s)(s? + as + b) = yy(s + a) + y4
da cui ( )
Yo(s+a)+n
Y(s)= 20> TA
(s) s2+as+b

che sappiamo antitrasformare.

Si osservi che s2 + as + b & il polinomio caratteristico dell'equazione differenziale
linerare.

La risoluzione del problema di Cauchy si traduce nel risolvere I'equazione algebrica
Y(s)(s* +as+b) = yo(s + a) + y1.
Si osservi che con questo metodo si trova la soluzione del problema di Cauchy per

Applicazione t>0
alle :



Esempio

y'+y=0 pert 50
y(0)=0

<O <Fr o«

m
v
i
v

Q>



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Esempio

y'"+y=0 pert >0
¥(0) =0
y'(0) =1

Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che

allora

Lly'(H](s) = sLIy(D)](s) — 0

LIy"(D)(s) = sLl' (D](s) = 1 = $?Y(s) — 1

LY(s) =1+ Y(s) =0



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Esempio

y'"+y=0 pert >0
¥(0) =0
y'(0) =1

Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che

allora

Lly'(H](s) = sLIy(D)](s) — 0

LIy" (](s) = sLly'(B)](s) — 1 = s°Y(s) — 1
LY(s) =1+ Y(s) =0

(> +1)Y(s) =1



Trasformata
di

Laplace Esem piO

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

y(0)=0
y'(0)=1

Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che

{y”+y_0 pert >0

LI/ (0)(S) = SEIY(D](s) — 0
I (O)(s) = SEY/ (D1() — 1 = LY(s) — 1

allora

Derivat: 2

dela s°Y(s) =1+ Y(s)=0
trasfor-

mata

Antitras- (32 —+ 1)Y(S) =1

formata

Background: 1
Teorema _
fonda- Y(s) = 21
mentale
Antitrasformata

di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Esem pio

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

y(0)=0
y'(0)=1

Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che

{y”+y_0 pert >0

LI/ (0)(S) = SEIY(D](s) — 0
I (O)(s) = SEY/ (D1() — 1 = LY(s) — 1

allora

Derivat: 2

dela s°Y(s) =1+ Y(s)=0
trasfor-

mata

Antitras- (32 + 1)Y(S) =1

formata

Background: 1
Teorema _
fonda- Y(s) =
mentale

Antitrasformata © qUIndl y( t) = U( t) sin .
di

rapporti

di

polinomi

§2 4+ 1

Applicazione
alle



Esempio

y'/+y/_2y:0
y(0) =1

pert >0
y'(0)=0

<O <Fr o«

m
v
i
v

Q>



Trasformata
di

Laplace Esempio

F. Feo

y(0) =1
y'(0)=0

Se Y(s) = L[y(t)](s) ricordando che
LIy'(HI(s) = sLy(D](s) — 1
LIy (D](s) = sLIY'(1)](s) -0 = §°Y(s) — s

{y”+y’2y:0 pert >0

allora
s?Y(s) —s+sY(s)—1—-2Y(s) =0
(> +s—2)Y(s) =s+1
s+ 1
24+s—2
Applichiamo ora quanto visto per I'antitrasformata del rapporto di polinomi.

Y(s) =

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace Esemplo

F. Feo

“#1s 2

Sihache A(s) =s+1,B(s) =82 +s—2,M=1,N = 2. A(s) ha un unico zero
reale, —1, e B(s) ha due zeri reali semplici: 1 e —2. | polinomi A(s) e B(s) non hanno
zeri in comune e quindi sono primi tra di loro.

M

Allora Y(s) = S+ % e

y(t) = u(t)[Are' + Ase™ ]

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Esempio

F. Feo

T s24s5-2
Sihache A(s) =s+1,B(s) =82 +s—2,M=1,N = 2. A(s) ha un unico zero
reale, —1, e B(s) ha due zeri reali semplici: 1 e —2. | polinomi A(s) e B(s) non hanno
zeri in comune e quindi sono primi tra di loro.
Allora Y(s) = &5 + 22 e

y(t) = u(t)[Are! + Ape?]
Le costanti si calcolano come segue

s+ 1
A = lim Y(s)(s—1)= lim —— =2/3
! sln1 (s)( ) 31"13 2 /
s+ 1
2s5—1

Ao = lim_Y(s)(s+2) = lim =1/3
s——2 S——

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Esempio

F. Feo

T 24+s5-2

Sihache A(s) =s+1,B(s) =82 +s—2,M=1,N = 2. A(s) ha un unico zero
reale, —1, e B(s) ha due zeri reali semplici: 1 e —2. | polinomi A(s) e B(s) non hanno
zeri in comune e quindi sono primi tra di loro.

Allora Y(s) = 215 + 2% e

y(t) = u(t)[Are! + Ape?]
Le costanti si calcolano come segue

s+ 1

A =limY —1)=lim —— =2/3
r=fmYEs = =fm e =Y
. . s+1
N = | Y 2)=1 =1
2 samlz ()(s+2) salnIZ s—1 /3

e quindi
y(t) = u(t)[2/3e" +1/3e72]

(Soluzione del problema di Cauchy)

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione { y” + y= t

Esempi y(o) = y/(o) =0
Proprieta

della

trasfor-

mata di

Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una

variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Esercizi per casa

pert >0

DA



Trasformata
di

Laplace EserCiZi per Casa

F. Feo

{y”+y=t pert >0
y(0)=y'(0)=0

Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = m Poi si

antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale doppio e due
complessi coniugati. Siha Y(s) =  — '3 e quindi y(t) = u(t)[t — sint].

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace EserCiZi per Casa

F. Feo

{y”+y=t pert >0
y(0)=y'(0)=0
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = m Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale doppio e due
complessi coniugati. Siha Y(s) =  — '3 e quindi y(t) = u(t)[t — sint].
(2}
y"+y=0 pert >0
(0)=y'(0)=0
y"(0) =1

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace EserCiZi per Casa

F. Feo

{y”+y=t pert >0
y(0)=y'(0)=0
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = m Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale doppio e due
complessi coniugati. Si ha Y(s) = 31—2 — 32+1 e quindi y(t) = u(t)[f — sint].
(2}
y"+y=0 pert >0
y(0) =y (0) =0
y"(0) =

Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = 3+1 Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale e due complessi.

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace EserCiZi per Casa

F. Feo

{y”+y=t pert >0
y(0)=y'(0)=0
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = m Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale doppio e due
complessi coniugati. Si ha Y(s) = 31—2 — 32+1 e quindi y(t) = u(t)[f — sint].
(2]
y"+y=0 pert >0
y(0) =y (0) =0
y"(0) =
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = 3+1 Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale e due complessi.
(3] .
y) 4y =0 pert >0
y(0) =1
y'(0) =1
y’(0)=0
y"'(0) =0

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace EserCiZi per Casa

F. Feo
{y”+y=t pert >0
y(0)=y'(0)=0
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = m Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale doppio e due

complessi coniugati. Si ha Y(s) = 31—2 — 32+1 e quindi y(t) = u(t)[f — sint].
(2]
y"+y=0 pert >0
{ y(0) =y (0) =0
y"(0) =
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = 3+1 Poi si
antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale e due complessi.
(3] .
yv) 4y =0 pert >0
¥(0) =1
y'(0) =1
y"(0) =0
y"'(0) =0
Suggerimento: se Y(s) = L[y(t)](s), allora si trova che Y(s) = s +2i1)5 Poi si

antitrasforma osservando che il denominatore ha uno zero reale triplo ed uno

_ semplice.
Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Risposta all’impulso di Dirac

Si consideri

YO +ap gyt ary +agy =0 pert >0
(Po) y(0)=y'(0)=---=y"=2(0) =0

y=1(0) =1

La soluzione di tale problema & detta risposta all'impulso di Dirac o risposta impulsiva.



Trasformata
di

Laplace Risposta all’impulso di Dirac

F. Feo

Si consideri

Y+ an_ 1y 4t ary + agy =0 pert >0
(Po) y(0)=y'(0)=---=y"=2(0) =0

y=1(0) =1

La soluzione di tale problema & detta risposta all'impulso di Dirac o risposta impulsiva.
Se Y(s) = L[y(t)](s) allora
1

Y(S) = %»

dove P(s) = 8" + a,_18" ' + ... + a;s + apy & il polinomio caratteristico
dell’'equazione differenziale lineare.

Applicazione
alle



Trasformata
di

e ae Problema con condizioni iniziali
F. Feo Omogenee

Definizione

Esempi

Proprieta Si consideri inoltre il seguente problema

della

trasfor-

mata di (P) Y 4 an_qy =D 4 agy’ + agy = (1) pert >0
Laplace y(o) — y/(o) — .. = y(n—1)(0) =0
Background:

funzioni

comp-

lesse di

una

variabile

comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle



Trasformata
di
Laplace

F. Feo

Definizione
Esempi

Proprieta
della
trasfor-
mata di
Laplace

Background:
funzioni
comp-

lesse di

una
variabile
comp-

lessa

Derivata
della
trasfor-
mata

Antitras-
formata

Background:
Teorema
fonda-
mentale

Antitrasformata
di

rapporti

di

polinomi

Applicazione
alle

Problema con condizioni iniziali

omogenee
Si consideri inoltre il seguente problema
P) YD +a, gy . gy + agy = f(t) pert >0
y(0)=y'(0)=--- =y 1(0) =0

Se Y(s) = L[y(t)](s) allora

(OB

dove P(s) ¢ il polinomio caratteristico e F(s) € la trasformata di f.



Trasformata
di

Laplace Problema con condizioni iniziali
Ehe omogenee

Si consideri inoltre il seguente problema

P) Y 4 an_qy =D 4 agy’ + agy = (1) pert >0
y(0)=y'(0)=---=y"=N(0) =0

Se Y(s) = L[y(t)](s) allora

(OB

dove P(s) ¢ il polinomio caratteristico e F(s) € la trasformata di f. Ricordanto che la
tasformata dellla convoluzione di due funzioni & il prodotto delle trasformate, si ha

y(t) = yo(t) = £(1),

dove yy(t) € la soluzione del problema (Py). La funzione % € nota come funzione di
trasferimento.

Applicazione
alle



Trasformata
di

Laplace Problema con condizioni iniziali
Ehe omogenee

Si consideri inoltre il seguente problema

P) { Yyt a, qyD o ay 4 agy = () pert >0
y(0)=y'(0)=---=y("=D(0) =0

Se Y(s) = L[y(t)](s) allora

(OB

dove P(s) ¢ il polinomio caratteristico e F(s) € la trasformata di f. Ricordanto che la
tasformata dellla convoluzione di due funzioni & il prodotto delle trasformate, si ha

y(t) = yo(t) = £(1),

dove yy(t) € la soluzione del problema (Py). La funzione % € nota come funzione di
trasferimento.

In conclusione la soluzione del problema (P) si ottiene facendo la convoluzione della
risposta impulsiva yy(t) (soluzione del problema (Py)) e il dato f(t) dell’equazione.
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Definizione { y” +y=t pert >0
Esempi y(o) = yl(o) = 0

:;ﬁgfieté La risposta impulsiva € la soluzione del problema
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{y”+y:t pert >0
y(0)=y'(0)=0

La risposta impulsiva € la soluzione del problema
y'"+y=0 pert >0
y(0)=0
y'(0) =1

Cioé yo(t) = sintu(t). Quindi y(t) = yo(t) = f(t) = fo' sinT(t—7)dr pert > 0.

Si ha che . . .
/sinT(t—T)dT:t/ SianT—/SinTTdT
0 0 0
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{y”+y:t pert >0
y(0)=y'(0)=0

La risposta impulsiva € la soluzione del problema
y'"+y=0 pert >0
y(0)=0
y'(0) =1

Cioé yo(t) = sintu(t). Quindi y(t) = yo(t) = f(t) = fo' sinT(t—7)dr pert > 0.
Si ha che . . .
/sinT(t—T)dT:t/ SianT—/ sinT T dT
0 0 0

t
/ sinTdr = —cost+ 1
0

t ) t
/ sinT 7 dr =PRI cos 77l +/ cosTdr = —costt+sint
0 0

e quindi
t
/ sinT(t—7)dT = —tcost+t+ tcost —sint
0
per t > 0. In conclusione y(t) = yo(t) = f(t) = u(t)(t —sint).
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{y”+y:sint pert >0
y(0)=y'(0)=0

La risposta impulsiva € la soluzione del problema

y'+y=0 pert >0

y(0)=0

y'(0) =1
cioé yo(t) = sin tu(t). Quindi y(t) = yo(t) * f(t) = [} sinTsin(t — ) dr per t > 0. Per
le formule di addizione e sottrazione

t t
/ sinTsin(t —7)dr = / sin 7(sin t cos T — cos tsin ) d7
0 0

t t
:sint/ COSTsianT—cost/ sin? 7 dr
0 0

Inoltre integrando per parti si ha
t > 1 1
/ sin“7dr = ——sintcost+ —t
0 2 2

1

Infine [ cos 7sin 7 d7 = } sin? t. Ne segue che

t 1 1 1 1
/ sinTsin(t—7)dr = —sin®t+ —sintcos®t — —tcost = —(sint — tcos t)u(t)
o o 2 2 2 2
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