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oo Definizione

befinizione  Data una funzione x : t € R — x(t) € C sommabile su R (cioé fj;f [x(t)] dt < +o0),

Z’;ﬂgrieté la trasformata di Fourier di x ¢ la funzione

Trasfor- —~ ~
mata di X:w€eR—=Xw)eC

Fourier

Formula definita da

d’inversione

+o0 ot
Trasformata X("J) ::/ X(t)e_lw dt
della con- -

voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F.Feo Definizione

Definizione  Data una funzione x : t € R — x(t) € C sommabile su R (cioé fj;’j [x(8)] dt < +00),
la trasformata di Fourier di x & la funzione

X:weR—Xw)eC

definita da oo
X(w) = / x(t)e ! .

—0o0

Controlliamo che la definizione & ben posta

+o0o . +oo .
‘/ x(t)e et dt’ g/ ’x(t)e"“”‘ at

oo

(1) = [T fe @t = [ ol

— o0

< +oo poiché x € sommabile

ricordando che |e=/«!| = 1.
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F.Feo Definizione

Definizione  Data una funzione x : t € R — x(t) € C sommabile su R (cioé fj;’j [x(8)] dt < +00),
la trasformata di Fourier di x & la funzione

X:weR—Xw)eC

definita da oo
X(w) = / x(t)e ! .

—0o0

Controlliamo che la definizione & ben posta

+o0o . +oo .
‘/ x(t)e et dt’ g/ ’x(t)e"“”‘ at

[e's}

(1) = [T fe @t = [ ol

— 00
< 400 poiché x & sommabile
ricordando che |e=/«!| = 1.

Osserviamo che

%(0) = / .

—o0
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Definizione

Alcuni autori pongono

-~ 1 oo i
R(w) = / x(t)e ! dt.

Ver J_—co

La teoria non cambia. Il cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.
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F.Feo Definizione

Definizione

Alcuni autori pongono

-~ 1 oo i

X(w) := —/ x(t)e it dt.

Vv 271' — 00

La teoria non cambia. |l cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.
Intepretando w come pulsazione, w = 2« f con f frequenza. Allora possiamo pensare
X come funzione della frequenza f e porremo con abuso di notazione

(1) = / T (e g,

— o0
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Definizione

Alcuni autori pongono
-~ 1 oo i
X(w) = —/ x(t)e It dt.
271' — 00

La teoria non cambia. |l cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 2« f con f frequenza. Allora possiamo pensare
X come funzione della frequenza f e porremo con abuso di notazione
+o0o .
R(f) = / x(t)e 2 o,
— o0

La funzione X(w) si denota anche con F[x(t)](w)-
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di Fourier

F. Feo

Definizione

Definizione

Alcuni autori pongono
-~ 1 oo i
X(w) = —/ x(t)e It dt.
271' — 00

La teoria non cambia. |l cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 2« f con f frequenza. Allora possiamo pensare
X come funzione della frequenza f e porremo con abuso di notazione
+o0o .
R(f) = / x(t)e 2 o,
— o0

La funzione X(w) si denota anche con F[x(t)](w)-

A volte si usa anche la notazione X(w).
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F. Feo

Definizione

Definizione

Alcuni autori pongono

- 1 oo .
X(w) := —/ x(t)e it dt.
27 —0o0

La teoria non cambia. |l cambio del nucleo di Fourier serve a semplificare solo alcune
formule, ma non tutte.

Intepretando w come pulsazione, w = 2« f con f frequenza. Allora possiamo pensare
X come funzione della frequenza f e porremo con abuso di notazione
+o0o .
R(f) = / x(t)e 2 o,
— o0

La funzione X(w) si denota anche con F[x(t)](w)-

A volte si usa anche la notazione X(w).

L'operatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile x(t) una nuova
funzione X(w), i.e.
F o x(t) = X(w)
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Definizione

La trasformata di Fourier & una trasformata integrale, cioé un operatore che trasforma
una funzione in un’altra funzione, sviluppata dal matematico francese Jean Baptiste
Joseph Fourier nel 1822, nel suo trattato Théorie analytique de la chaleur.

Trova numerose applicazioni nella fisica e nell'ingegneria ovvero uno degli strumenti
matematici maggiormente utilizzati nel’lambito delle scienze pure e applicate,
permettendo di scrivere una funzione dipendente dal tempo come combinazione
lineare continua di funzioni di base esponenziali, dandone in questo modo una
rappresentazione nel dominio delle frequenze.
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Quando applichiamo la Trasformata di Fourier i dati non sono cambiati, ma li stiamo
guardando in maniera differente. Lesempio pill comune pud essere dato dal guardare
i dati nel dominio della frequenza. Sommando tutti le onde nel dominio della frequenza
si otterrebbe il segnale originale.

/ frequency

time
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Definizione

Un vantaggio: le operazioni in un determinato dominio hanno delle operazioni
corrispondenti in un altro dominio. Ad esempio la derivazione in uno corrisponde alla
moltiplicazione di frequenze nell’altro. In questo modo le equazioni differenziali
risultano molto piu facili da risolvere nel dominio delle frequenze.

La Trasformata di Fourier & uno strumento importantissimo nell’analisi dei segnali,
lavorazioni di immagini, ottica, ecc...
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Video 1
Video 2
Video 3

Approfondimenti



https://www.youtube.com/watch?v=U1L9vSjwXPA
https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
https://www.youtube.com/watch?v=4KW6tp05OmQ
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Usando la (1) otteniamo che

per ogni w € R.

Prime proprieta

)< [ )
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Definizione

Usando la (1) otteniamo che

+oo
R(w)| < / IX(1)| ot

per ogni w € R. Ovvero la funzione X(w) € limitata. In particolare il modulo di X(w) &
maggiorato dall'integrale del modulo di x(¢).
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Sia—o<a<b<txe

@)

x(t) =

1

0

set e [a,b]

altrove

Esempio
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Sia—o<a<b<txe

1 setelab]
(2) x(t) =
0 altrove

Per poterla trasformare coma prima cosa controlliamo se & sommabile. E una
funzione reale non negativa, continua in [a, b] e nulla altrove e quindi &€ sommabile
(=integrabile in questo caso).
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Definizione

Sia—o<a<b<txe

1 setelab]
(2) x(t) =
0 altrove

Per poterla trasformare coma prima cosa controlliamo se & sommabile. E una
funzione reale non negativa, continua in [a, b] e nulla altrove e quindi &€ sommabile
(=integrabile in questo caso).

Procediamo al calcolo.



Esempio

+o0o ‘ b |
X(w) = / x(t)e it dt = / ey

<O <Fr o«

m
v
i
v

Q>
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Esempio

+oo i b i
X(w) = / xX(t)e It ot = / e ivt gt
a

— o0

—jw g Jw

[Pdt=b-a

Controlliamo se X(w) & continua su R.

e—lwt ] b g—jwa_ g—jwb

sew #0

sew =20
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Definizione

+o0o . b .
X(w) = / xX(t)e It ot = / et gt

—o0 a

—jw g Jw

[Pdt=b-a

Controlliamo se X(w) & continua su R.

Bisogna calcolare . ‘
A ) e—Jjwa _ efjwb
lim X(w) = lim ——M—
w—0 w—0 Jw

e—jwi]b e—jwa_ g—jwb

sew #0

sew =20
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Definizione

+o0o . b .
X(w) = / xX(t)e It ot = / et gt

—o0 a

—jw g Jw

[Pdt=b-a

Controlliamo se X(w) & continua su R.

Bisogna calcolare . ‘
A ) e—Jjwa _ efjwb
lim X(w) = lim ——M—
w—0 w—0 Jw

e—jwi]b e—jwa_ g—jwb

sew #0

sew =20
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d’inversione e—jwa _ e—]wb . e jwa _q _ (e—jwb _ 1)
lim - = lim -

Trasformata w—0 jUJ w—0 /w

della con- .

voluzione ’ e_l'wa 1 ( 1) N (e—jwb _ 1)
=Imm —(— —

Zr::lsaformata w0 _/w —]UJ

derivata ) e_jwa 1 (e—jwb _ 1)

Derivata = |lim 7(_a) 4+

della w—0  —jwa —jwb

Trasfor-

mata

b=b-a=7Xx(0)

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula A . . .
d'inversione e—jwa _ g—jwb . e jwa __q — (e_ﬂ"’b — 1)
lim , = lim -

w—0 Jw w—0 Jw

Trasformata
della con-

voluzione e_/'wa 1 ( 1) (e—jwb _ 1)
=lim ———(-1)+ ——=
I o

derivata ) e_jwa 1 (e—jwb _ 1)
Derivata = |lim - _a) 4+
della w—0  —jwa —jwb
Trasfor-

mata

b=b-a=7Xx(0)

I PSR
iy e lim X(w) = X(0)
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo Esempio
Definizione
efjwa _ efjwb efjwa R I (e—jwb _ 1)
lim - = lim -
w—0 Jw w—0 Jw
—jwa __ e—jwb -1
= lim ¥(_1) + g
w—0 —Jw —Jw
—jwa _ 4 e—Jjwb _ 4 R
Cim ) a0
w—0  —jwa —jwb

lim %(w) = %(0)

Ne segue che X & una funzione continua.
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Esempio

Abbiamo visto che
1 setelab]
x(t) =
0 altrove
e—jwaie—jwb
Jw

+o0 ) sew#0
X(w) = / x(t)e it ot =

e b—a sew=0
Osserviamo che

lim Xw)=0
Jw|—+o0
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{ 1 setelab)
x(t) =

Definizione

Abbiamo visto che

0 altrove

—jwa_ g—jwb
% sew#0

+oo X
X(w) = / X(t)e <t dt —
e b—a sew=0
Osserviamo che
lim Xw)=0

|w]—+o00

Infatti

0 < [R()| < = V0.
]



Trasformata

di Fourier -
F. Feo Esempio
Definizione
Abbiamo visto che
1 setelab]
x(t) =
0 altrove

—jwa_ o—jwb
e~ sew#0

. +oo X T
X(w) = / x(t)e It ot =
e b—a sew=0
Osserviamo che
lim Xw)=0
|w| =400

Infatti

~ 2
0< [X(w)| < - VYw#0.
|w]
Ricordando che

lim =

|w|—+400 m -

dal teorema dei Carabinieri segue che lim,,| 4 |X(w)| = 0 e quindi I'asserto.
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Proprieta della Trasformata di Fourier

La proprieta che X(w) & continua e che & infinitesima all'infinito (verificata per
I'esempio precedente) & valida in generale. Vale infatti la seguente proposizione.
Proposizione

Se x(t) & una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di X(w) &
limitata, continua e
lim  X(w)=0.
|w|—+o0

(senza dimostrazione)

La limitatezza € gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).
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Proprieta della Trasformata di Fourier

La proprieta che X(w) & continua e che & infinitesima all'infinito (verificata per
I'esempio precedente) & valida in generale. Vale infatti la seguente proposizione.
Proposizione

Se x(t) & una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di X(w) &
limitata, continua e
lim  X(w)=0.
|w|—+o0

(senza dimostrazione)

La limitatezza € gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).

L'operatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile x(t) una
funzione X(w) continua e limitata su R e infinitesima all'infinito.
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Proprieta
della
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Proprieta della Trasformata di Fourier

La proprieta che X(w) & continua e che & infinitesima all'infinito (verificata per
I'esempio precedente) € valida in generale. Vale infatti la seguente proposizione.
Proposizione

Se x(t) & una funzione sommabile su R, allora la trasformata di Fourier di X(w) &
limitata, continua e

lim  X(w)=0.
|w]—+o0

(senza dimostrazione)

La limitatezza € gia stata provata (vedere slide dopo la definizione).

L'operatore Trasformata di Fourier F associa alla funzione sommabile x(t) una
funzione X(w) continua e limitata su R e infinitesima all'infinito.

Osserviamo che la proprieta lim ., 4o X(w) = 0 non & sufficiente per concludere
che X(w) & sommabile.
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Fourier

Formula 1 sete [a, b]
d’inversione
x(t) =
Trasformata
della con- 0 altrove

voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
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di Fourier

F. Feo Esempio

Definizione

Proprieta

della

Trasfor- . . ) .

matald] (Trasformata di Fourier come funzione della frequenza) Sia —co < a< b < +oo €

Fourier

Formula

d’inversione 1 sete [a, b]
x(t) =

Trasformata

della con- 0 altrove

voluzione

Trasformata

fel —2njfa_ g—2mjib

derivata e~ _e— =M
~ 2mjf

Derivata X(f) =

della

Trasfor- b —a sew=0~0

mata

sew#0

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Proprieta
della
Trasfor- .
?::f.:r' (Trasformata di Fourier come funzione della frequenza) Sia —co < a< b < +oo €

1 setelab]
x(t) =
0 altrove

— 27 jfe —2mjfb
EWZ;?W sew#0
~ wjf
x(f) =

b—a sew=20
la trasformata di Fourier di x(t) & continua e

lim X(f) = 0.

[f| =400
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Tastor- 1 sete[-T/2,T/2
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della
derivata

Derivata
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mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esempio (Trasformata dell’impulso)

SiaT>0e
1 sete[-T/2,T/2]
x(t) =
0 altrove

Abbiamo gia visto che &€ sommabile (a= —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata
vale

jw L _ 7]'0.11
Rwy= T2
Jw
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Proprieta
della
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Fourier

Esempio (Trasformata dell’impulso)

SiaT>0e
1 sete[-T/2,T/2)
x(t) =
0 altrove
Abbiamo gia visto che &€ sommabile (a= —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata
vale

jw L _ 7jw1
Rwy= T2

Jw

Dalla formula di Eulero (¢/ = cosf + jsinf 6 € R)

Rw) = 2jsirT(%w) _ Tsin(gw) _ 2sin(Lw) per w % 0

Jw EUJ



Trasformata
di Fourier

£ Feo Esempio (Trasformata dell’impulso)

Proprieta SiaT>0e
Trastor 1 sete[-T/2,T/2]
mata di X(t) =
Fourier 0 altrove

Abbiamo gia visto che &€ sommabile (a= —T/2,b = T/2) e che la sua trasformata

vale

iwL _ —jw L
Rwy= T2
Jw

Dalla formula di Eulero (6! = cosf + jsinf 6 € R)

Rw) = 2jsirT(%w) _ Tsin(gw) _ 2sin(Lw) per w % 0

Jw EUJ

Osservazione. Si osservi che x(t) e X(w) sono pari, reali di variabile reale.
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F Feo Trasformata di Fourier dell’impulso

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

NP SiaT>0e

dela con 1 sete[-T/2,T/2]
voluzione X(t) —

Trasformata 0 altrove

della
derivata
allora ;
Derivata 5

- sin(52nf
della X(f) —2 (227Tf )

Trasfor-
mata

perf£0 eXx(0)=T

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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F Feo Trasformata di Fourier dell’impulso

Impuiso unitario con T=1

Proprieta
della LI S B B B B 1 T T T
4B 3
Trasfor-
mata di T o -
Fourier =2 7
Formula ol bl w1 I 1 1
s . =% 4 20 1 4 68 -8 08 o 08 16
d’inversione IS 1,
Trasformata Impuiso unitario con T=2
della con- T T i T y T
voluzione g f
Trasformata wal i | ALES -
della |_|
derivata | I T I I L 1 1
S~ 203 4 58 ETEETY o w15
Derivata i 1,
della Impuiso unitario con T=4
Trasfor- 5
mata i ' = '
Funzioni n Eufosk b
Zos| 2] .
ade-
crescenza
b I s o) L
rapida + 4203 + 6¢8 ETEEET) v 08 16
% S
Impuiso unitario con T=8
) JR B dhoe 200 S e ' T T
W _
st e h
1 — n L “ L
o

u]
o)
I
ul
it
S
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- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

<L Linearita
nee Siano xy (1), x2(t) due funzione sommabile su R e a4, ap due costanti complesse,

Fourier allora
Flaax (1) + azxe(D](w) = a1 Flx (1)](w) + azFle(t)](w).

d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Proprieta
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Trasfor-
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Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano x4 (t), x2(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
allora

Flarxi (1) + azxe(t)](w) = a1 Flx (D](w) + aaFlxa(t)](w)-

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
mm:{ @m={

Fha(t) +xe(D](w) = FPa(D)](w) + Fhe(t)(w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano x4 (t), x2(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
allora

Flarxi (1) + azxe(t)](w) = a1 Flx (D](w) + aaFlxa(t)](w)-

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
mm:{ nm={

Fha(t) +xe(D](w) = FPa(D)](w) + Fhe(t)(w) =

_2sin(1w) n 2sin(3w) per w # 0
w

Fxi(t) + x(H)](0)=2+6



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano x4 (t), x2(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
allora

Flarxi (1) + azxe(t)](w) = a1 Flx (D](w) + aaFlxa(t)](w)-

Esempio

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
mm:{ nm={

Fha(t) +xe(D](w) = FPa(D)](w) + Fhe(t)(w) =

_2sin(1w) n 2sin(3w) per w # 0
w

Fxi(t) + x(H)](0)=2+6

F5e(()(w) = 5FPe(t)(w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Linearita
Siano x4 (t), x2(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
allora

Flarxi (1) + azxe(t)](w) = a1 Flx (D](w) + aaFlxa(t)](w)-

Esempio

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
mm:{ nm={

0 altrove 0 altrove

Fha(t) + xe(D](w) = FPa())(w) + Fhe(t)](w)

_ 2sin(1w) n 25sin(3w) per w # 0
Flx1(t) + x(1)](0) =2+6

2sin(3w)

w

F5e(d)(w) = 5FPe()(w) =5

perw #0, F[5x()](0)=5x%x86



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e { € R, allora

FIx(t = to)l(w) = 0% Flx(t)](w).



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

peiinizions  Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza

:nlalprieté Sia x(t) una funzione sommabile suR e { € R, allora

lella

Trasfor- .

FIx(t = )](w) = 670~ F[x(1)](w).

Fourier

Formula
d’inversione
Trasformata Esemplo
della con-

voluzione 1 set (S [_1 ) 1]
Trasformata X(t) =

della
0 altrove

derivata

Derivata

Tastor Flx(t = )l(w) = e Flx(t)]l(w) =

mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza

Sia x(t) una funzione sommabile suR e { € R, allora

FIx(t = to)l(w) = 0% Flx(t)](w).

Esempio

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

0 altrove
Flx(t—1)](w) = e M Flx(h)](w) = e

Flx(t—1)](0) =eP2=2

_jw2sin(1w)
w

perw # 0



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e #, € R, allora

FIxX(t = to)(w) = e7/0% Fx(£)](w).

Esempio

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

0 altrove

Fx(t = )l(w) = e Flx(t)l(w) = e

_jw2sin(1w) per w £ 0
w

Flx(t—1)](0) =eP2=2

Osserva che

Flx(t = 1)](0) = /joo X(t— 1) dt = /+°° x(t) dt == FIx(1)](0)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e #, € R, allora

Flx(t = to)](w) = e7/0“ Fx(t)](w).

Esempio
1 sete[-1,1]
x(t) =
0 altrove

Fx(t = )l(w) = e Flx(t)l(w) = e

7/'W25L(1u}) per w #0
w

Flx(t—1)](0) =eP2=2

Osserva che

Flx(t = 1)](0) = /_m X(t— 1) dt = /M x(t) dt == FIx(1)](0)

Flx(t+2)l(w) = & Flx(t)](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e #, € R, allora

Flx(t = to)](w) = e7/0“ Fx(t)](w).

Esempio
1 sete[-1,1]
x(t) =
0 altrove

Fx(t = )l(w) = e Flx(t)l(w) = e

_jw2sin(1w) per w £ 0
w

Flx(t—1)](0) =eP2=2

Osserva che

Flx(t = 1)](0) = /_+°° X(t— 1) dt = /M x(t) dt == FIx(1)](0)

Flx(t+2)](w) = ¥« Flx(t)](w) = esz%““’) per w # 0, Flx(t+2)](0) = e¥°2 = 2



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

:nlalprieté Comportamento rispetto rispetto al riscalamento
T Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora

mata di

Fix(enl(e) = o Fxo1 (2)).

d’inversione |C|

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta Comportamento rispetto rispetto al riscalamento

della . . .

Trasfor- Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora
mata di

Fourier

o Fix(enle) = 70 (2).

d’inversione

Trasformata

della con-

voluzione .
Esempio

Trasformata

della

derivata 1 sete [*1 s 1]
Derivat X =

S ()

Trasfor-

mata

o Fix(@n)) = 3701 (3 ) -

crescenza
rapida

0 altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto rispetto al riscalamento
Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora
1 w
Fix(enl(e) = 7 1xo] (%)

lc

Esempio

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

0 altrove
w 2sin(%
Fx(BH)|(w) = %}‘[x(t)] <§> = % ;3) perw # 0 F[x(31)](0) = %2
3



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto rispetto al riscalamento
Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora

Fix(enl(e) = 7 1xo] (%)
Esempio
{ 1 sete[-1,1]
x(t) =
0 altrove
_ 125in(%)

FixE0)e) = 5701 (5) = 3

7 (5 1) = SFIX(0)(-5) =

w
3

perw # 0 F[x(3t)](0) = %2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto rispetto al riscalamento
Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R \ {0}, allora
1 w
Fix(enl(e) = 7 1xo] (%)

lc

Esempio

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

0 altrove

w 2sin(¥
FOl) = 301 () = 55 0 S - gz
Flx (—é)](w) = 5F[x(1)](—5w) = 525i”_(5;5“) = 525i;£5“) perw # 0

Flx (fé)]m) _5x2



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di

Fourier Le due proprita precedenti possono essere scritte usando un’unica formula.

Formula

d’inversione Proprielé
mastormata - Sia X(t) una funzione sommabile suR, {, € Re ¢ € R\ {0}, allora

della con-

voluzione e 1 w
Trasformata f[X(Ct — to)](w) =g e —]—'[X(t)] — .
della lc| c

derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Proprieta della Trasformata di Fourier

Le due proprita precedenti possono essere scritte usando un’unica formula.

Proprieta
Sia x(t) una funzione sommabile suR, f{, € Re ¢ € R\ {0}, allora

Flx(et — p)](w) = e Jo% |%‘]-'[x(t)] (%) ,

Infatti combinado le due precedenti proprita si ha che

—jlow _ *'o%l w
Fixtet = w)](w) = o715 Fix(en(w) = e 0¥ - F1x(o)] (% )



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

Fleox(D)(w) = FIX(OIw - wo).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

Fleox(D)(w) = FIX(OIw - wo).

Esempio
1 sete[-1,1]

x(t) =
0 altrove

FlE'x(D)(w) = FIx(B)](w—1) =



Trasformata
di Fourier

- Proprieta della Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta
cella Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata

Trasfor-
mata di Sia x(t) una funzione sommabile su R e wp € R, allora

Fourier

dimversione Fleotx()](w) = FIx(B)](w — wo).
Trasformata
della con-

voluzione Esempio
Trasformata
della

derivata 1 sete [—1 s 1]
Derivata X(t) =

della 0 altrove

Trasfor-
mata

:L;r;z_ioni }'[e’tX(t)](w) - ]:[X(t)](w_'I) = W

per w # 1, Fle"x(1)](1) = F[x(1)](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

Fleox(D)(w) = FIX(OIw - wo).

Esempio

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

0 altrove

FIx(D)(w) = FIx(t)(w—1) = W

—1

Flemx(Dl(w) = FIx(](w +2) =

perw #£ 1, Flex(1)](1) = F[x(1)](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

Fleox(D)(w) = FIX(OIw - wo).

Esempio

1 sete[-1,1]
x(t):{

0 altrove
A )(w) = Fx(O)1) = 2T pers 1, FleNBI(1) = FIX(ON(O) =
Fle Px(D)(w) = FIx(O)(w +2) = 20 EE) pers 2

Fle™#x())(-2) = FIx(1))(0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = 0)](f) = e 2™ Fix(0)](1).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = 0)](f) = e 2™ Fix(0)](1).

Esempio

1 sete[-1,1]
x(t) =
0 altrove
allora
Flx(t = D](f) = e 27 Fx(0)](f) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = 0)](f) = e 2™ Fix(0)](1).

Esempio

0 altrove

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

allora .
Flx(t — D(f) = e 2™ Flx(1)](f) = e—zﬂ'f% per f £ 0

Flx(t = 1)](0) = e~27/%2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = 0)](f) = e 2™ Fix(0)](1).

Esempio

0 altrove

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

allora .
Flx(t — D(f) = e 2™ Flx(1)](f) = e—zﬂ'f% per f £ 0

Flx(t = 1)](0) = e~27/%2

Flx(t+2)(f) = &2V FIx(1)](f) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Riscriviamo le proprieta relative alla traslazione pensano la trasformata come funzione
della frequenza.

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = 0)](f) = e 2™ Fix(0)](1).

Esempio

0 altrove

{ 1 sete[-1,1]
x(t) =

allora .
Flx(t — D(f) = e 2™ Flx(1)](f) = e—zﬂ'f% per f £ 0

Flx(t = 1)](0) = e~27/%2

2x2njf 2sin(2mf)

Flx(t + 2)|(f) = 2™ Fx(t)|(f) = € o

perf#0

Flx(t+2))(0) = %2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e fy € R, allora

f[eZW/fofX(t)](w) = Fx()](f — fH).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e fy € R, allora

FIFix(1)](w) = FIx(D](f = fy).

Esempio

1 sete[-1,1]
x(t):{

0 altrove

allora
FIEXx(D](F) = Fx(H)(f - 1) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Proprieta della Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e fy € R, allora

FIeF0ix(1)](w) = FIX(D)(f — o).

Esempio

1 sete[-1,1]
x(t):{

0 altrove

allora
2sin(27(f — 1))

f 41
on(f—1) P

FIETX(ON() = FIx(OI(F 1) =

FIEx(D](1) = FIx(1](0) = 2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Siano

Formula
d’inversione
Trasformata 1 sete [_1 ) 1]
della con- X1 (1‘) =

voluzione 0

altrove
Trasformata

dell
e Calcolare per w # 0

Derivata 1)
%E:Safor_ Flxi(t—1) — x()])(w)
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizi
set e [-3,3]
altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizi
Siano
1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
xi(t) = x2(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
1)
Flx(t —1) = x(D](w) = Flxi (t — )(w) — Flxa()](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizi

Siano

0 altrove 0 altrove

1 sete[-1,1] 1 sete[-3,3]
xi(t) = { x(t) = {

Calcolare per w # 0
1)
Flx(t—1) = x(D](w) = Flx (t — 1)(w) — Flxa()](w)

_jw2sin(w)  2sin(3w)
w w

= e Fxy (0](w) — Fle()l(w) =




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Siano

1 sete[-1,1]
x1(t) =
0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flx1(4t — 1) — 2x2(—4t + 5)](w)

xo(t) =

1

0

Esercizi
set e [-3,3]
altrove



Trasformata
di Fourier

F. Feo EserCiZi
ZL'.’.';"E‘* Siano
Trasfor-
T 1 setel-1,1] 1 sete[-3,3]
x1(t) = xo(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flx1(4t — 1) — 2x2(—4t + 5)](w) = Fx1 (4t — 1)[(w) — 2F [x2(—4t + 5)](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo EserCiZi
ZL‘.’.';"* Siano
Trasfor-
T 1 setel-1,1] 1 sete[-3,3]
x1(t) = xo(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flx1(4t — 1) — 2x2(—4t + 5)](w) = Fx1 (4t — 1)[(w) — 2F [x2(—4t + 5)](w)

= 1% Flx (41)](w) — 2€% Flxo(—4t)](w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo EserCiZi
ZL‘.’.';"* Siano
Trasfor-
T 1 setel-1,1] 1 sete[-3,3]
x1(t) = xo(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)
Flx1(4t — 1) — 2xo(—4t + 5)|(w) = Flx1 (4t — 1)](w) — 2F[%2(—4t + 5)](w)

= 1% Flx (41)](w) — 2€% Flxo(—4t)](w)

= &7 Flxi (40)](w) 26 Flxp(~41)](w) =



Trasformata
di Fourier

F. Feo EserCiZi
ZL‘.’.';"E‘* Siano
Trasfor-
T 1 setel-1,1] 1 sete[-3,3]
x1(t) = xo(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)
Flx1(4t — 1) — 2xo(—4t + 5)|(w) = Flx1 (4t — 1)](w) — 2F[%2(—4t + 5)](w)

= 1% Flx (41)](w) — 2€% Flxo(—4t)](w)

= oI P (4D)](w)-26%° Fhxo(~4D](w) = 67 Fh(D)(2)~ 2 6% Fhoo(0)( 1)



Trasformata
di Fourier

F. Feo EserCiZi
ZL‘.’.';"E“ Siano
Trasfor-
T 1 setel-1,1] 1 sete[-3,3]
x1(t) = xo(t) =
0 altrove 0 altrove

Calcolare per w # 0
2)

Flx1(4t — 1) — 2x2(—4t + 5)](w) = Fx1 (4t — 1)[(w) — 2F [x2(—4t + 5)](w)
= o Flxi (40)(w) — 267 Frp(~40)] ()

= oI P (4D)](w)-26%° Fhxo(~4D](w) = 67 Fh(D)(2)~ 2 6% Fhoo(0)( 1)

= oot BN 2 5, 2o 32)

4 @ 4 —w

4 4



Per casa fare il conto quando w = 0

«O>» «F»r <

DA



Trasformata
di Fourier

F.Feo Trasformata di Fourier di x(t) = e~

Definizione

Proprieta

della

Tras'or_- R

mata di E sommabile su R.

Fourier
Formula Sono possibili due motivazioni.
d’inversione i i Lo s . . i .
® (usando i criteri di sommabilita) x(t) & una funzione continua in R e

Trasformata
della con-
voluzione e_|[|

Trasformata lim —— =0 Va>0
della [t|=+oo e
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata di Fourier di x(t) = e~

E sommabile su R.

Sono possibili due motivazioni.
® (usando i criteri di sommabilita) x(t) & una funzione continua in R e

® (usando la definizione di integrale in senso improprio/generalizzato) Usando la
simmetria della funzione basta infatti far vedere che

b
— It

b
lim eim dt = lim = |im _ef‘b‘ +1=1
b—+oco Jo b—+oo —1 0 b—+oc0




Trasformata
di Fourier

F.Feo Trasformata di Fourier di x(t) = e~

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-

mata di ~ Foo i
Fourier X(w) = / e g=iwt gt
— 00

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

u]
o)
I
ul
it



Trasformata
di Fourier

F.Feo Trasformata di Fourier di x(t) = e~

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-

mata di ~ +oo t iwt +oo t . +oo o

Fourier X(w) =/ e ltlg=iw dt:/ e ‘cos(wt) dt+j/ e ‘sm(wt) dt
— 00 — 00 — 00

Formula

d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F.Feo Trasformata di Fourier di x(t) = e~

Definizione

Proprieta
della
Trasfor- n

ta di ~
pate & X(w) = /

—0o0

[o'e] . “+o00 +o0o
eIl gt = / e~ 1! cos(wt) dt +j/ e~ ! sin(wt) ot
—o0 —o0
Formula

d’inversione

Tasiormata Ossevando che -
della con- i
voluzione / e—m sm(wt) dt=0

oo
Trasformata

qele perché la funzione integranda & dispari, si ha

derivata

Derivata

della X(w) = 2/ et cos(wt) df =
0

1+ w?

Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Trasformata di Fourier di x(t) = e/l

=N +oo i +oo +oo
X(w) = / e lgmiwtgt = / e~ 1! cos(wt) dt +j/ e~ ! sin(wt) ot
Ossevando che N

/ e lsin(wt)dt =0

oo

perché la funzione integranda & dispari, si ha

2
1+ w?

+o0o
X(w) = 2/ e~ cos(wt) dt =
0
Infatti

+o0 +o00 +oo
/ e~ cos(wt) dt = e~ cos(wt)] o / e My sin(wt) dt
0 0

co +o00 +o00o
=1-w |:—sin(wt)e_m]0 +w/ e~ 1! cos(wt) dt:| = 1—w2/ e~ !l cos(wt) dt
0 0



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Allora

+oo
1+ wz)/0 e~ cos(wt) dt = 1

1

+o00o
/ e~ cos(wt) dt = ———
0 1

—+ w

~ Foo 2
X(w) = 2‘/0 e_m COS((AJt) at = 14_7&)2

2



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Allora
(1 +w2)/ ~ I cos(wt) dt = 1
/+oo eI cos(wt) dt = !
0 1+ w?
X(w) = 2/+Do e~ cos(wt) dt =
0 1+ w?

Osservazione.Si osservi che x(t) e X(w) sono reali, pari di variabile reale.



Trasformata
di Fourier

AR Esercizi per casa

Proprieta
della .
Trasfor- Slano

mata di X1(1‘) = e,m

1 sete[-1,1] 1 setel2,3]
x(t) = { x3(t) = {

0 altrove 0 altrove

Calcolare

O Flxi (1) + x2(t) + x3(8)](w)
0 Fl—x1(1) + 3x2()](w)

O Flxi(t—1) — x(t/3)](w)
0 Flelx (1) + xe(t - 2)](w)
6 Fle (1) + xo(t + 2)](w)
0 Fle=Dx(t —1)|(w)

0 FleH3x (t+ 3)](w)

0 Fle=Nxp(t - 1)](w)



Trasformata
di Fourier

. Feo Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

della Linearita
Trasfor-

mata di Siano xy(t), xo(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
Fourier allora
formule Floxi (1) + azxe()(w) = o Fx1 ()](w) + a2 F[xe(t)](w).

d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Linearita
Siano xy(t), xo(t) due funzione sommabile su R e a1, ap due costanti complesse,
allora

Flarxi (1) + azxo(H](w) = a1 Fx1 ()](w) + coFx2()](w)-

Dimostrazione. Se x;(f), x2(t) sono due funzione sommabile su R e a1, ap due
costanti complesse, allora a1 x1 (t) + a2x2(t) € ancora una funzione sommabile.Infatti

+o0 +oo
/ |a1x1(t)+a2x2(r)\dts/_ llon 11 (D] + lecal 2o ()] o]

+oo +o00o
sl [ b+ lazl [ be(o)] o
— 00 — 00
La linearita della trasformata di Fourier & conseguenza della linearita dell'integrale.
Infatti .
Flava(t) + ool = [ (arxi(t) + azxe() el ot

—o0

+o00o . +o00o .
= oy / xi (et dt + ap / Xo(t)e It dt = oy Fxq (1)](w) + ca Fxa(t)](w).

—0o0 —o0



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = to))(w) = e7/0% Fx(t))(w).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione di partenza
Sia x(t) una funzione sommabile suR e {; € R, allora

FIx(t = to))(w) = e o Flx ()] (w).

Dimostrazione. Se x(t) & una funzione sommabile su R allora lo & anche la sua
traslata. Infatti

+oo +oo
/ Ix(t — to)| dt =<Ho:ﬂ/ |x(7)| d7 < oo.
— 0 —o00
Calcoliamo la trasformata di Fourier

+o0o A +o00o )
Fx(t — to)](w) = / x(t — ty)e it gt =(t=1=7) / x(r)e IwTHh) gr

—o0

= g iwh /+°° x(T)e T dr = e Fix(1)](w).

oo



Trasformata
di Fourier

. Feo Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Definizione

Proprieta

delia Comportamento rispetto rispetto al riscalamento

Trasfor-
;'::i:ri Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R — {0}, allora
Formula 1

d’inversione f[X(Ct)](UJ) = 1A
Trasformata

della con-
voluzione

o 7).

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto rispetto al riscalamento
Sia x(t) una funzione sommabile suR e ¢ € R — {0}, allora

Fix(en](e) = 1 AOIE),

Dimostrazione. Consideriamo ¢ > 0. Se x(t) &€ una funzione sommabile su R allora lo
¢ anche la funzione riscalata x(ct). Infatti

+o00 1 +o00
/ Ix(ct)] ot =(et=7) E/ IX(r)] dr < oc.

oo oo

Calcoliamo la trasformata di Fourier

Flx(eH)(w) = /j—oo X(ct)e—th gt =(ct=") %/j—oo X(T)eij% dar

¢S] oo

1 w 1 w
= J7HOIE) = AN,

Il caso ¢ < 0 segue in maniera analoga ed ¢ lasciato allo studente come esercizio.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

FI&x(D](w) = Fx(D](w — wo)-



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione delle proprieta della
Trasformata di Fourier

Comportamento rispetto alla traslazione della funzione trasformata
Sia x(t) una funzione sommabile suR e wy € R, allora

Fle (D)) = FIXOIw - wo)-

Dimostrazione. Se x(t) & una funzione sommabile su R allora lo & anche la funzione
riscalata e/~olx(t). Infatti

+o0o X +o00o
/ |e’“’°tx(t)|dt:/ [x()] dt < 0.
—o0 —o0
Calcoliamo la trasformata di Fourier

Fleotx(t)](w) = / - efolx(t)e it dt = / m x(t))e fw—wolt gt

- —o0

= Flx(O))(w — wo)-



Trasformata
di Fourier

F.Feo Esercizio

Definizione

Proprieta
della

Trasfor- Siano
mata di

Fourler x1(t) = eIt xp(t) = xq(2t), xa(t) = X1 (t — 3), x4(t) = x1 (2t — 3), x5(t) = €% xq (1).
Formula Calcolarne le trasformate.

d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Esercizio

Siano

xi(t) = eI xa() = x1(2t), x3(t) = X1 (t — 3), xa(t) = x1 (2t — 3), x5(t) = €%'x1 (1).
Calcolarne le trasformate.

Ricordiamo che % (w) = 125, allora



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano
xi(t) = e, xp(t) = x1(21), x3(t) = x1(t — 3), xa(t) = x1(2t — 3), x5(t) = € xq(1).
Calcolarne le trasformate.

Ricordiamo che % (w) = 125, allora
%o(w) = Fla(@0)w) = 3 Fa(] (%) = 5 —



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano
xi(t) = e, xp(t) = x1(21), x3(t) = x1(t — 3), xa(t) = x1(2t — 3), x5(t) = € xq(1).
Calcolarne le trasformate.

Ricordiamo che X3 (w) = H% allora
%o(w) = Fla(@0)w) = 3 7ba(0] (%) = 5 ﬁ
2

%) = Fla(t = 3)(w) = e B Fx(0)] () = 1 =



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Esercizio

Siano

x (1) = eIl xa(t) = x1(2t), x3(t) = x4 (t — 3), xa(t) = x1(2t — 3), x5(t) = %'xq(2).
Calcolarne le trasformate.

Ricordiamo che % (w) = 125, allora

%o(w) = Fla(@0)w) = 3 7ba(0] (%) = 5 ﬁ
2

Ra(w) = Fla(t - 3))(w) = e P Fa (1)] (w) = e

1+ w?

%a(w) = Fl(2t - 9))](w) = Fha(2(t - 3/2)]() = 3 Fba(t—3/2)] (%)



Trasformata
di Fourier

F. Feo Esercizio

Proprieta
della
Trasfor Siano
Fourier x1(t) = e~ 1 xy(t) = x1(21), x3(t) = X1 (t — 3), xa(t) = X1 (2t — 3), x5(t) = ¥ xy(1).
Calcolarne le trasformate.
Ricordiamo che i (w) = 2, allora
+w

%o(w) = Fla(@0)w) = 3 7ba(0] (%) = 5 ﬁ
2

Ra(w) = Fla(t - 3))(w) = e P Fa (1)] (w) = e

1+ w?

%a(w) = Fl(2t - 9))](w) = Fha(2(t - 3/2)]() = 3 Fba(t—3/2)] (%)

1 2
21+ (3)°

i3, 1 w i3
— 7/§w7 Y _ aJsw
=e’/2 2.F[x1(t)](2>_e 2



Trasformata
di Fourier

- Ulteriori proprieta della Trasformata di
Fourier

Definizione

:;'I’Ig'ie“" Ci chiediamo: se trasformano una funzione a valori reali, la trasformata & ancora a

Trasfor- valori reali?
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Ulteriori proprieta della Trasformata di
Fourier

Ci chiediamo: se trasformano una funzione a valori reali, la trasformata & ancora a
valori reali?
Abbiamo visto il caso del'impulso e di x(t) = e~ Il
Vale la seguente proposizione.
Ulteriori proprieta
Sia x(t) una funzione sommabile su R.
i) Se x(t) & reale e pari allora X(w) & reale pari.
ii) Se x(t) & reale e dispari allora X(w) & puramente immaginaria dispari.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Ulteriori proprieta della Trasformata di
Fourier
Ci chiediamo: se trasformano una funzione a valori reali, la trasformata & ancora a
valori reali?

Abbiamo visto il caso del'impulso e di x(t) = e~ Il
Vale la seguente proposizione.

Ulteriori proprieta
Sia x(t) una funzione sommabile su R.
i) Se x(t) & reale e pari allora X(w) & reale pari.
ii) Se x(t) & reale e dispari allora X(w) & puramente immaginaria dispari.
i)
x:R—R pari
4
X:R—R pari



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Ulteriori proprieta della Trasformata di
Fourier
Ci chiediamo: se trasformano una funzione a valori reali, la trasformata & ancora a
valori reali?

Abbiamo visto il caso del'impulso e di x(t) = e~ Il
Vale la seguente proposizione.

Ulteriori proprieta
Sia x(t) una funzione sommabile su R.
i) Se x(t) & reale e pari allora X(w) & reale pari.
ii) Se x(t) & reale e dispari allora X(w) & puramente immaginaria dispari.
i)
x:R—R pari
4
X:R—R pari

x:R— R dispari

4
X:R — jR dispari



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Dimostrazione i)

Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Dimostrazione i)

Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).
Primo passo: x pari = X pari.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione i)

Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).
Primo passo: x pari = X pari.

+o00 X . +o00o .
X(—w) = / x(t)ei(=w)t gt =xpari / x(—t)e (=0 gt =

+oo . .
—(~t=n) / x(r)e 7 dr = R(w)

Secondo passo: x reale = X reale.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione i)

Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).
Primo passo: x pari = X pari.

+o0 X X +o0o i
X(—w) = / x(t)e~H=«)t gp = pari / x(—t)e=i«(=0 gt =

[e5s} —o0

+oo . .
—(=t=m) / x(r)e T dr = X(w)

Secondo passo: x reale = X reale. Basta far vedere che X(w) = X(—w).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Dimostrazione i)

Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).
Primo passo: x pari = X pari.

+o0 X X +o0o i
X(—w) = / x(t)e~H=«)t gp = pari / x(—t)e=i«(=0 gt =

[e5s} —o0

+oo . .
—(=t=m) / x(r)e T dr = X(w)

Secondo passo: x reale = X reale. Basta far vedere che X(w) = X(—w).

+o0 . too— —
R(—w) = / X(t)e~i—)t g —x reale / x(f)e T~ dt —

[e’s} 9]



Trasformata
di Fourier

F. Feo Dimostrazione i)

Proprieta
Trasfor- Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).

mata di Primo passo: x pari = X pari.

+o0 X X +o0o i
X(—w) = / x(t)e~H=«)t gp = pari / x(—t)e=i«(=0 gt =

[e5s} —o0

+oo . .
—(=t=m) / x(r)e T dr = X(w)

Secondo passo: x reale = X reale. Basta far vedere che X(w) = X(—w).

+o0o X “+o00
R(—w) = / X(t)e~i—)t g —x reale / x(f)e T~ dt —

[e’s} 9]

oo
= / x(t) e« dt = X(w)



Trasformata
di Fourier

F. Feo Dimostrazione i)
Proprieta
dell
Trea‘sﬂn:’r_- Ricordiamo che una funzione x(t) di variabile reale si dice pari se x(—t) = x(t).
mata di

Primo passo: x pari = X pari.

Fourier

+o0 X X +o0o i
X(—w) = / x(t)e~H=«)t gp = pari / x(—t)e=i«(=0 gt =

[e5s} —o0

+oo . .
—(=t=m) / x(r)e T dr = X(w)

Secondo passo: x reale = X reale. Basta far vedere che X(w) = X(—w).

+o0o X “+o00
R(—w) = / X(t)e~i—)t g —x reale / x(f)e T~ dt —

oo
= / x(t) e« dt = X(w)

La dimostrazione di ii) & lasciata come esercizio allo studente.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata di funzioni pari e dispari

Sia x(t) una funzione sommabile su R.
i) Se x(t) & pari allora

X(w) = 2/+oo X(t) cos(wt) dt
0
(perché [T2° x(t) sin(wt) dt = 0)
ii) Se x(t) e dispari allora

X(w) = 2//0+°° X(t) sin(wt) dt

(perché ff:: X(t) cos(wt) dt = 0)
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Formula d’inversione

Si puo risalire a x(t) nota la sua trasformata X(w)?

Definizione
Una funzione x(t) si continua a tratti su R, se & continua in ogni [a, b] C R tranne al
piu in un numero finito di punti che sono discontinuita di prima specie (salti).
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Formula d’inversione

Si puo risalire a x(t) nota la sua trasformata X(w)?

Definizione

Una funzione x(t) si continua a tratti su R, se & continua in ogni [a, b] C R tranne al
piu in un numero finito di punti che sono discontinuita di prima specie (salti). Una
funzione x(t) si C! a tratti su R, se essa & continua a tratti e la funzione derivata &
continua a tratti.
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Formula d’inversione

Si puo risalire a x(t) nota la sua trasformata x(w)?

Definizione

Una funzione x(t) si continua a tratti su R, se & continua in ogni [a, b] C R tranne al
piu in un numero finito di punti che sono discontinuita di prima specie (salti). Una
funzione x(t) si C! a tratti su R, se essa & continua a tratti e la funzione derivata &
continua a tratti. Ammette quindi un numero finito di punti di non continuita e di non
derivabilita di prima specie (salti e punti angolosi) in ogni [a, b] C R.
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Integrale nel senso del valor principale

Definizione
Una funzione reale x(t) continua in R € integrabile nel senso del valor principale su R

se esiste e
R

lim x(f)dt € R
R—+c0 J_R

e indicheremo tale valore con v.p. ff;‘j x(t) dt.
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Integrale nel senso del valor principale

Definizione
Una funzione reale x(t) continua in R & integrabile nel senso del valor principale su R

se esiste e
R

lim x(t)dt € R
R—+oco J_R

e indicheremo tale valore con v.p. ff;’ x(t) dt.

integrabile = integrabile nel senso del valor principale
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Integrale nel senso del valor principale

Definizione
Una funzione reale x(t) continua in R & integrabile nel senso del valor principale su R

se esiste e
R

lim x(t)dt € R
R—+oco J_R

e indicheremo tale valore con v.p. ff;’ x(t) dt.

integrabile = integrabile nel senso del valor principale

vp. /j: X(t) dt = /Mo x(t) dt

—o0

Inoltre
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Integrale nel senso del valor principale

integrabile nel senso del valor principale = integrabile
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Integrale nel senso del valor principale

integrabile nel senso del valor principale = integrabile

Esempio
La funzione

t se t| <1
x(t) =
1/t selt|>1

non ¢ integrabile su [0, +o0) e quindi su R ( perché & continua e infinitesima per
t — 400 d’ordine 1), ma & integrabile nel senso del valor principale. Infatti

R

lim x(t)dt =0
R—+oco J_R

(usando che la funzione & dispari), quindi

+o0
Vv.p. / x(t)dt=0
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Integrale nel senso del valor principale

Definizione
Una funzione complessa x(t) continua in R & integrabile nel senso del valor principale
su R se esiste e

R
lim x(f)dt € C
R—+oco J_R

e indicheremo tale valore con v.p. ffo"j x(t) dt.
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Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C'a tratti in R, allora
1 roo t -
7vp/ X(w)e/Wt dw = w
2 oo 2

dove x(t1) = lima;_,o+ X(t + At) e x(t7) = limpa;_ o+ X(t — AL).
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Formula di inversione

Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C'a tratti in R, allora

+oo . + -
Lv_p_/ ’)?(w)e/“’ dw = w
2 oo 2

dove x(t1) = lima;_,o+ X(t + At) e x(t7) = limpa;_ o+ X(t — AL).

(senza dimostrazione)
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Formula di inversione

Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C'a tratti in R, allora

—Wv.p. /_+0<> /)?(w)e/“’t dw = 7X(t+) —g x(7)

dove x(t7) = limp;_,o+r X(t + At) € x(t7) = limp;_, o+ X(t — Al).
(senza dimostrazione)

Si osservi che v.p. [T2° X(w)el“! dw = lim/— o0 [ 75 X(w)e! dw
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Formula di inversione

Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C'a tratti in R, allora

1 too . + -
7vp/ X(w)e/“’t dw = M
2 o 2
dove x(t7) = limp;_,o+r X(t + At) € x(t7) = limp;_, o+ X(t — Al).
(senza dimostrazione)

Si osservi che v.p. [T2° X(w)el“! dw = lim/— o0 [ 75 X(w)e! dw

Nei punti di continuita si ha x(t+) = x(t~) = x(t) e quindi la formula mi restituisce il
valore x(t). Nei punti di discontinuita (salto) mi restituisce il valore %
il punto medio tra gli estremi del salto.

, Ovvero
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Formula di inversione

Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C'a tratti in R, allora

—Wv.p. /_+0<> /)?(w)e/“’t dw = 7X(t+) —g x(7)

dove x(t7) = limp;_,o+r X(t + At) € x(t7) = limp;_, o+ X(t — Al).
(senza dimostrazione)

Si osservi che v.p. [T2° X(w)el“! dw = lim/— o0 [ 75 X(w)e! dw

Nei punti di continuita si ha x(t+) = x(t~) = x(t) e quindi la formula mi restituisce il

+ _
valore x(t). Nei punti di discontinuita (salto) mi restituisce il valore % ovvero
il punto medio tra gli estremi del salto.

Formula di inversione per funzioni continue
Se la funzione x(t) & sommabile e C' a tratti e continua in R, allora

—vp / X(w)e*! dw = x(t)
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Formula di inversione

Formula di inversione
Se la funzione x(t) & sommabile e C' a tratti e continua in R, allora

1 too o
—v.p./ X(w)e“tdw = x(t)
2 oo

Si riscrive come segue

FX(w)](t) = 2mx(—t)

ovvero N
X(t) = 27x(—t)

(formula di dualita)
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. Formula di inversione

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula

d’inversione SiaT>0e

Trasformata

della con- X([) =
voluzione 0

1 sete[-T/2,T/2]

altrove.
Trasformata

aela Sappiamo che

derivata
2sin(T/2w)

Derivata ~ w sew # 0

della X(w) =

Trasfor-

mata T

sew=20

pUnzion Vediamo cosa ci restitusce la formula.

ade-
crescenza
rapida



1 oo ) |
_v.p./ R(w)e! du —
27 -

R

?(w)eiwt dw
R

lim
om R |

<o <P o«

o
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1 Foo
—V.p.
27 P /;oo

R . - R
/ /)?(w)e/‘“t dw __(definizione TF) / /
—R —R —

X(w)e! dw = ZL lim

T R—+o0 J_

T/2

T/2

R

e 7 dr

X(w)e! dw
R

¢! duw
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d’inversione

*VP / w)e’“’t dw = ZL lim X(w)e’mdw

R—+oo R

R . . R [ (T2 ‘
/ /)?(w)e’“’t de —(definizione TF) / / e~ 7 gr | &t dw
-R _R\J-T)2

- R
__(Teorema Fubini) / / e/w (t—7) dwdr — /T/2 ?/w(f—-r) o
T/2 ~T2 it=7) | g
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di Fourier

F. Feo

Formula
d’inversione

*VP / w)e’“’t dw = ZL lim X(w)e’“'dw

R—+oo R

R . . R [ (T2 ‘
/ /)?(w)e’“’t de —(definizione TF) / / e~ 7 gr | &t dw
-R _R\J-T)2

- R
__(Teorema Fubini) / / e/w (t—7) dwdr — /T/2 ?/w(f—-r) o
T/2 ~T2 it=7) | g

__(Formula Eulero) 2/ T/2 sin (R(t - T))d _(t—7=0) Z/T/ZH sin (Ro) do
T/2 t—7 —T/24t O
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Formula
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in/ w)eltﬁdw_zi lim x(w)e’“'dw

R—+oco J_R

R . - R T2 ‘
/ /)?(w)e’“’t dw :(dehmzmne TF) / / eIt dr e/“” dw
-A _rR\J=T)2

- R
__(Teorema Fubini) / / e/w (t—7) dwdr — /T/2 ?/w(f—-r) o
T/2 ~T2 it=7) | g

__(Formula Eulero) 2/ T/2 sin (R(t - T))d _(t—7=0) Z/T/ZH sin (Ro) do
T/2 t—7 —T/24t O

_(¢=Ro) 2/R(T/2+t sm(qb) (l¢p —additivita dominio integrazione

R(-T/2+t) ¢
0 sin (¢) R(T/2+1) sin (¢)
2 ——dp+2 4
/ T/24+t) @ ¢ /o ® ¢

(j::* ]ba) _ _Q/H(*T/2+T) Md¢ 42 /R(T/2+1‘) sin (¢) d¢
0 ¢ 0 @
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lim — 0 sey=0

RySin(¢)d¢— w/2 sey>0
R0 Jo ¢ —n/2 sey<0

Formula

dinversione  Si 0sservi che il conto é banale per y = 0. Inoltre se y < 0 usando che la funzione

integranda e pari
W sin (¢) 0 sin(¢)
——=d¢ = d
~/0 ] ¢ /7Ry [ ¢

Inoltre dalla proprieta dell’integrale

A sin (¢) O sin(9) ¥ sin (¢)
——=d¢ = do = — d

In conclusione il caso y < 0 siricava da quelloy > 0
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di Fourier
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Formula
d’inversione

lim
R—+c0 Jo (b

0 sey=0

Ry SIn((b)d(z):{ 7T/2 Sey>0
—n/2 sey<0

Si osservi che il conto é banale per y = 0. Inoltre se y < 0 usando che la funzione

integranda e pari
AV sin (¢) 0 sin(¢)
do = —d
~/0 ] ¢ /7F!y [ ¢

Inoltre dalla proprieta dell’integrale

RY sin (¢) 0 sin @) —RY sin (®)
do = dp = — d

In conclusione il caso y < 0 siricava da quelloy > 0
Il conto per y > 0 lo faremo nel corso di Metodi per I'lngegneria usando la teoria dei
residui.
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Allora

lim
R—+o0

0

lim
R—+c0 Jo

R(T/2+1) gin () oo

¢

R sin (¢)

_2/0

w/2 sey >0

dp=< 0 sey=0

—7m/2 sey<0
R(-T/2+1) 2m

sin (9) dé = -

¢ 0

se|t|<T/2
se|t|=T/2
sel|t| >T/2
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Formula
d’inversione

. 2 sey >0

lim Rymdqb: Z)r/ seizo

R=+o0Jo ¢ —n/2 sey<0

Allora
. _ . 2r  sel|t| < T/2
R(T/2+t R(=T/2+1)

lim (/Hmdmz/ @ gp—d =  selt|=T/2
R—+oo  Jo ¢ 0 ¢ 0 selt|>T/2

In conclusione

1 seltj] < T/2

+oo .
iv.p./ X(w)etdw=1{ 1/2 selt|=T/2
2m —oo 0 selt|>T/2

+o0 X
2iv.p./ X(w)e“tdw = x(t) per|t| # T/2
& —0
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Trasformata della convoluzione

Definizione di convoluzione di due funzioni
Siano xq, X» due funzioni sommabili su R definiamo

—+0o0o
(o)) = [ (et - € de
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Trasformata della convoluzione

Definizione di convoluzione di due funzioni
Siano xq, X» due funzioni sommabili su R definiamo

—+0o0o
(3 % x2)(t) = /_ % (€)xat — €) de

Proprieta
® X1 % Xp = Xo % X; (p. commutativa)
® (X1 *X2) * X3 = Xy * (X2 * X3) (p. associativa)
® xi % (X2 + X3) = X1 * X2 + Xq * X3 (p. distributiva)
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se xq, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se xq, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl(x1 * x2)(D](w) = Flx1 ()] (w) Fx2()](w)
Dimostrazione

Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti
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Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

[ oemoa= [ \/f: x1 ()t — &) de]
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

[ oemoa= [ \/f: X(€palt - 6 de| o

g/_j/_j X1 (€)xe(t — &) dEdt:/_:o/_:o |x1(€)| Ix2(t — €)] ot de
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Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

[ oemoa= [ \/f: X(€palt - 6 de| o

g/_j/_j X1 (€)xe(t — &) dEdt:/_:o/_:o |x1(€)| Ix2(t — €)] ot de

+o0 +o0
= [ Tl [ bett- o) doe



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della con-
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

[ oemoa= [ \/f: X(€palt - 6 de| o

g/_j/_j X1 (€)xe(t — &) dgdt:/_j/_j |x1(€)| Ix2(t — €)] ot de

+o0 +o0
= [ Tl [ bett- o) doe

_(r=t-¢) /j: |x1(§)|/::o Xo(7)| drdg = (/j: X1 (8)] d€) (/j: xa(7) dT)



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
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voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fl0a = x)(D](w) = Flx (D](w) Fle()](w)

Dimostrazione
Passo 1. La funzione (xy * x2)(t) & sommabile su R se xy, xo sonno due funzioni
sommabili su R. Infatti

[ oemoa= [ \/f: X(€palt - 6 de| o

g/_j/_j X1 (€)xe(t — &) dgdt:/_j/_j |x1(€)| Ix2(t — €)] ot de

+o0 +o0
= [ Tl [ bett- o) doe

_(r=t-¢) /j: |x1(§)|/::o Xo(7)| drdg = (/j: X1 (8)] d€) (/j: xa(7) dT)

< +oo
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

FlOa * x)()](w) = Fhx (O](w) Fxa(t)])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+oo .
Fl(x1 = x2)(D)](w) = / (%1 * x)(t)e 7t ot

— 00
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Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

FlOa * x)()](w) = Fhx (O](w) Fxa(t)])(w)

Dimostrazione
Passo 2.

+oo .
Fl(x1 = x2)(D)](w) = / (%1 * x)(t)e 7t ot

— 00

+o0o ) +o0o +o00o +oo .
= [ Te [ Txepett-gdca= [ [T e et - o dsat

— 00



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fllx # x2)(D)(w) = Fhx (D)](w) FPe(t)](w)

Dimostrazione
Passo 2.

+o0 )
FIO1 % x2)(D](w) = / (x4 % x2)(t)e " ct

—o0
+
—o0

400  p+oo ) +o0 +oo .
= [T T eme@nt-gdde= [ xe) ([ eﬂ%(zfs)dr) de

+o0o ) ¢S] +o00o +oo .
= [ Te [ Txepett-gdca= [ [T e et - o dsat



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fllx # x2)(D)(w) = Fhx (D)](w) FPe(t)](w)

Dimostrazione
Passo 2.

+o0 )
FIO1 % x2)(D](w) = / (x4 % x2)(t)e " ct

.
400  p+oo ) +o0 +oo .
= [T T eme@nt-gdde= [ xe) ([ eﬂ%(zfs)dr) de

=9 [ ([ e Onryar) e

—o0 oo

+o0o ) ¢S] +o00o +oo .
= [ Te [ Txepett-gdca= [ [T e et - o dsat



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fllx # x2)(D)(w) = Fhx (D)](w) FPe(t)](w)

Dimostrazione
Passo 2.

+o0 )
FIO1 % x2)(D](w) = L (x4 % x2)(t)e " ct

+o00 i +o00 +oo oo .
- /_ et /_ xi(E)xa(t - €) de ot = /_ /_ eIt (€)xp(t — €) e o

= [T T ettt -gade = [ ([ e a- o) ae
_(r=t-9) / ) ( / T i+ (7) dT> de
+o0 . +o0 .
= [ T ([ et nrar) o6



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della convoluzione

Proposizione
Se x4, Xo sono due funzioni sommabili su R allora

Fllx # x2)(D)(w) = Fhx (D)](w) FPe(t)](w)

Dimostrazione

Trasformata Passo 2.
della con-

s Floa %) (0)](w) = L ::O(x1 « %) (t)e it at
+
= [T T ettt -gade = [ ([ e a- o) ae
=(r=t=¢) [ :° x1(€) ( L +: e /(T8 xo (1) dT) d¢
- /_ +: X1 (€) eI ( /_ +: eI xo(7) dT) de

= ([ Tx@eicae) ([ et mamdr) = fi@sh)

+o0o ) ¢S] +o00o +oo i
= [ Te [ Txepett-gdca= [ [T e et - o dsat



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata Fourier della derivata

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata

della con- Proposizione

voluzione . . .
S Se x & una funzione sommabile e continua su R con derivata continua a tratti e
della sommabile su R allora

derivata FIX' (Hl(w) = jwFx(1)](w)

Derivata

della . .

Trasfor- (senza dimostrazione)

mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia

Disegnarne il grafico!

Trasformata Fourier della derivata:
esempio (Trasformata di un segnale

0
a+t
a—t
0

triangolare)

set< —a

se —a<t<O
se0<t<a
set>a



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata Fourier della derivata:
esempio (Trasformata di un segnale

Sia
0
a+t
x(1) = a—t
0
Disegnarne il grafico!
0
(=19 !,
0

triangolare)
set< —a
se —a<t<O
se0<t<a
set>a
set< —a
se —a<t<O
se0<t<a
set>a



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata Fourier della derivata:
esempio (Trasformata di un segnale
triangolare)

Sia
0 set< —a
at+t se —a<t<O0
x(f) = a—-t se0<t<a
0 set>a
Disegnarne il grafico!
set< —a
i )1 se —a<t<O0
x(t) = —1 se0<t<a
0 set>a

Controllare che siamo nelle ipotesi della proposizione precedente.



Trasformata

di Fourier . .
Trasformata Fourier della derivata:

F. Feo
esempio (Trasformata di un segnale
triangolare)

Sia
0 set< —a
a+t se —a<t<0
x(1) a-t se0<t<a
0 set>a

0 set< —a
1 se —a<t<O0

Trasformata / —
e x (1) = -1 se0<t<a
derivata - =

0 set>a

jwa_ w0 w0 _ o—jwa i cin2
& jwel _é jj _ 4jsin Lwa/Z) sew#0

Flx'(O)(w)=
0 sew=0

Infatti
olwd — g0 g0 _ gjwd  glwd 4 giwd _2  2cos(wa) — 2
. - . - jw

Jw Jw Jw
4jsin*(wa/2)
w

= _—2[1 — cos(wa)] =" Pisezione __—22 sin?(wa/2) =
w jw



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia

Trasformata Fourier della derivata:

0
x(n=1 2*!
0
0
X=4 1,
0

set< —a

se —a<t<O0
se0<t<a
set>a
set< —a

se —a<t<O
se0<t<a
set>a

gwa_giw0 w0 _g—jwa _ 4jsin(wa/2)

FIX(B](w) =

Jw Jw

w

esempio

sew#0

sew=20



Trasformata

di Fourier - .
F Feo Trasformata Fourier della derivata:
esempio
Sia
0 set< —a
_ ) a+t se —a<it<O
x(f) = a-t se0<t<a
0 set>a
set< —a
I 1 se —a<t<O
x(1) = -1 se0<t<a
Trasformata 0 set>a
del[a
derivata e/wa'ie,'wo B w0 _g—jwa _ 4jsin2(wa/2) se w 75 0

FK D))= ™ e “
0 sew=20

Usando la proposizione precedente si ha
P2
w

Y(w):%sew;éo



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Sia

Trasformata
della
derivata

Si osservi che jwX(w) =0

Trasformata Fourier della derivata:

X'(t) =

e/waie/wﬂ

set< —a

se —a<t<O0
se0<t<a
set>a

set< —a
se —a<t<O
se0<t<a
set>a

gw0_g—jwa 4 sinz(wa/Z)

Jw

0
Usando la proposizione precedente si ha

juR(w) = 4j sinziwa/Z)

X(w)

direttamente si ha X(0) = &°.

Jw

w

02
:wsew;éo
w

sew#0

esempio

sew#0

sew=20

se w = 0 non permette di ricavare X(0). Calcolando



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della derivata d’ordine n

Proposizione
SianeN. Se x,x’,---,x("1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" &
continua a tratti e sommabile su R allora

FIXD(D](w) = ()" Flx(D)(w)



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della derivata d’ordine n

Proposizione
SianeN. Se x,x’,---,x("1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" &
continua a tratti e sommabile su R allora

FIXD(D](w) = ()" Flx(D)(w)

. Conseguenze
rasformata
della Ricordando che F[x("(t)](w) — 0 quando |w| — oo allora

derivata

Atlw) =0 (5 ) el =+

FIx() _
1
Jw[?

i.e. lim 0

|w]—+o0




Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della
derivata

Trasformata della derivata d’ordine n

Proposizione
SianeN. Se x,x’,---,x("1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" &
continua a tratti e sommabile su R allora

FIXD(D](w) = ()" Flx(D)(w)

Conseguenze
Ricordando che F[x("(t)](w) — 0 quando |w| — oo allora

Atlw) =0 (5 ) el =+

ie. lim
|w]—+o0

La funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ﬁ per |w| — 400 se x(t) hale
derivate fino all'ordine n sufficientemente regolari e sommabili (precisamente

x,x', -, x("=1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(") & continua a tratti e
sommabile su R).



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della
derivata

Trasformata della derivata d’ordine n

Conseguenze

Flx(t)] =o (|oj|”) |w| = 400

se x,x’,---,x("=1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" & continua a tratti
e sommabile su R.

Per |w| — +o0 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ﬁ se x(t) hale
derivate fino all'ordine n regolari e sommabili.
In particolare per n > 2, segue che F[x(t)] € sommabile su R.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della
derivata

Trasformata della derivata d’ordine n

Conseguenze

Flx(t)] =o (|oj|”) |w| = 400

se x,x’,---,x("=1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" & continua a tratti
e sommabile su R.

Per |w| — +o0 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ﬁ se x(t) hale
derivate fino all'ordine n regolari e sommabili.

In particolare per n > 2, segue che F[x(t)] € sommabile su R.

Esempio

X(t) = 7' & sommabile e quindi & trasformabile.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della
derivata

Trasformata della derivata d’ordine n

Conseguenze
1
Flx(t)] =0 |w| = 400
|w]”
se x,x’,---,x("=1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" & continua a tratti

e sommabile su R.

Per |w| — +o0 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ﬁ se x(t) hale
derivate fino all'ordine n regolari e sommabili.

In particolare per n > 2, segue che F[x(t)] € sommabile su R.

Esempio

X(t) = 7' & sommabile e quindi & trasformabile.

Inoltre x(t) & C> e quindi F[x(t)] = o( ) per ogni n € N.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Trasformata
della
derivata

Trasformata della derivata d’ordine n

Conseguenze

Flx(t)] =o (|w1|") |w| = 400

se x,x’,---,x("=1) sono funzioni sommabili e continue su R e x(" & continua a tratti
e sommabile su R.

Per |w| — +o0 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ﬁ se x(t) hale
derivate fino all'ordine n regolari e sommabili.

In particolare per n > 2, segue che F[x(t)] € sommabile su R.

Esempio

x(t) = t21T & sommabile e quindi & trasformabile.

Inoltre x(t) & C> e quindi F[x(t)] = o( ) per ogni n € N.

Vedremo nell’esame di Metodi matematici per I'lngegneria che F[x(t)](w) = me~ 1<,
L'espressione esplicita di F[x(t)](w) conferma quanto trovato teoricamente, i.e. che
F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di tutte le potenze ﬁ per ogni n € N.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Derivata della Trasformata

Proposizione
Se x(t), tx(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) & derivabile suR e

X' (w) = FI(=it)x(D](w)



Trasformata
di Fourier

Derivata della Trasformata

F. Feo
Proposizione
Se x(t), tx(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) & derivabile su R e
X' (w) = FI(=it)x(D](w)
Derivata
el Conseguenze
rasfor- ~ N
mata Ricordando che F[(—jt)x(t)](w) & una funzione continua ne segue che x(w) & C' se

x(t), tx(t) sono funzioni sommabili su R.



Trasformata
di Fourier

F Feo Derivata d’ordine n delle trasformata

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-

?::.fi:ri Proposizione

S Sia n € N. Se x(t), tx(t),- - - , t"x(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) &
ainversione  derivabile nvolte suR e

Trasformata /)?(n)(w) = 'F[(_jt)nx(t)](w)

della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Derivata
della
Trasfor-
mata

Derivata d’ordine n delle trasformata

Proposizione
Sia n € N. Se x(t), tx(t), - - - , t"x(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) &
derivabile nvolte suR e

X (w) = FI(=1)"x(D](w)

Conseguenze
Ricordando che F[(—jt)"x(t)](w) & una funzione continua ne segue che X(w) & C" se
x(t), tx(t), - - -, t"x(t) sono funzioni sommabili su R.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Derivata
della
Trasfor-
mata

Derivata d’ordine n delle trasformata

Proposizione
Sia n € N. Se x(t), tx(t), - - - , t"x(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) &
derivabile nvolte suR e

X (w) = FI(=1)"x(D](w)

Conseguenze

Ricordando che F[(—jt)"x(t)](w) & una funzione continua ne segue che X(w) & C" se
x(1), x(t), - - -, t"x(t) sono funzioni sommabili su R.

Se t"x(t) sono funzioni sommabili su R per ogni n, allora X(w) & C>°.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Derivata
della
Trasfor-
mata

Derivata d’ordine n delle trasformata

Proposizione
Sia n € N. Se x(t), tx(t), - - - , t"x(t) sono funzioni sommabili su R, allora X(w) &
derivabile nvolte suR e

X (w) = FI(=1)"x(D](w)

Conseguenze

Ricordando che F[(—jt)"x(t)](w) & una funzione continua ne segue che X(w) & C" se
x(1), x(t), - - -, t"x(t) sono funzioni sommabili su R.

Se t"x(t) sono funzioni sommabili su R per ogni n, allora X(w) & C>°.

Se x(t) = O (1/|t|"+2) per |t| — allora X(w) ammette la derivata d’ordine n.
Ricordiamo che

x(t) = 0 (1/11™2) & Ix()] < - per|t grande

- |f|’7+2



Trasformata

di Fourier
F. Feo
Abbiamo visto che
@ Per |w| — 400 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ‘Jﬁ se x(t)
ha le derivate fino all’ordine n regolari e sommabili.
0 X(w) & C"se x(t), tx(t),- -, t"x(t) sono funzioni sommabili su R.
Derivata
della

Trasfor-
mata



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Abbiamo visto che
@ Per |w| — 400 la funzione F[x(t)](w) va a zero piu velocemente di ‘Jﬁ se x(t)
ha le derivate fino all'ordine n regolari e sommabili.
0 X(w) & C"se x(t), tx(t),- -, t"x(t) sono funzioni sommabili su R.
Si puo dire un po’ grossolanamente che la trasformata di Fourier scambia regolarita
con velocita di annullamento all'infinito.

Derivata
della
Trasfor-

mata



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

0.9

0.8

0.7 F

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

[t—p|

x(t)=e 2

Gaussiana
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Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Trasformata della gaussiana

Sia x(t) = e—t. Tale funzione & sommabile e quindi e trasformabile.



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della gaussiana

pefinizione  Sia x(t) = e~ . Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.
Proprieta oo

della 2

Trasfor- / e f at = \/TT'

mata di —0o0

Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Derivata
della
Trasfor-
mata

Trasformata della gaussiana

Sia x(t) = e—t. Tale funzione & sommabile e quindi e trasformabile.

/Oo e dt=/x

// *(X“’)dxdyf I|m // —04y%) dx dy
R2 OH)

dove B(0, R) = {(x,y) € R?: x? + y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha



Trasformata
di Fourier

Trasformata della gaussiana

F. Feo

Sia x(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.

/Oo e dt=/x

// *(X“’)dxdyf I|m // —04y%) dx dy
R2 OH)

dove B(0, R) = {(x,y) € R?: x? + y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha

27 R R R
// e~ OC+®) gy ay = / d0/ pe " dp = 27r/ pe P dp=mn [—e—f’z]
B(0,R) 0 0 0 0
Derivata

della >
Trasfor- =T (_e*H + 1)

mata



Trasformata

di Fourier .
F Feo Trasformata della gaussiana
Sia x(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.
oo —[2
dt=+m
// e (¢ “’)dxdyf I|m // —04y%) dx dy
R2 B(0, H)
dove B(0, R) = {(x,y) € R?: x? + y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha
27 R R R
// e~ OC+®) gy ay = / d0/ pe " dp = 27r/ pe P dp=mn [—e—f’z]
B(0,R) 0 0 0 0
Derivata
della
5 _ —-R?
Lo = (- +1)

lim // —04y%) dxdy = I|m TI'( E_R2+1>:7r
B(0,R)

R— o0



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Derivata
della
Trasfor-
mata

Trasformata della gaussiana

Sia x(t) = e~ Tale funzione & sommabile e quindi & trasformabile.

/Oo e dt=/x

// *(X“’)dxdyf I|m // —04y%) dx dy
R2 OH)

dove B(0, R) = {(x,y) € R?: x? + y? < R}. Passando alle coordinate polari si ha
27 R R R

// e~ OC+®) gy ay = / d0/ pe " dp = 27r/ pe P dp=mn [—e—f’z]
B(0,R) 0 0 0 0

= (-eF +1
( )

li —( %) = ir 1) =
Ffl—>moo//oﬁ dx dy im TI'( e + )

Ricordando le formule di riduzione e osservando che e~ (*+¥?) = e=(®)e~¥*) si ha

// e~ (¥4 dxdy == / / e eV dxdy = (/ e dx) (/ eV dy)
R2 RJR R R

quindi I'asserto.



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana

Definizione

L siax(t)=e

Trasfor-

mata di ~ i 2

Fourier X(O) = e dat = \/771'
Formula -
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Sia x(t) = e~ .

Trasformata della Gaussiana

2(0):/7oo e Cdt=x

X(t) = —2tx(1)

FIX (D)(w) = Fl-2tx(1)](w)



Trasformata
di Fourier

F Feo Trasformata della Gaussiana
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L siax(h=et

Trasfor-
mata di

Fourier 5(\(0) = / e_t2 at = \/7?

Formula e

d’inversione

Trasformata
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voluzione

Trasformata

della FIX'(H(w) = F[-2tx(1)](w)
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Derivata
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JwX(w) = —2jX' (w)
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Trasformata della Gaussiana

Sia x(t) = e~ .

2(0):/00 e Cdt=x

X (t) = —2ix(1)
FIX (D)(w) = Fl-2tx(1)](w)
JwX(w) = —2jX" (w)

X (w) = —g?(w)
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Trasformata della Gaussiana

Sia x(t) = e~ .

?(0):/00 e Cdt=x

X (t) = —2ix(1)
FIX (D)(w) = Fl-2tx(1)](w)
JwX(w) = —2jX" (w)

X (w) = _gy(w)

Problema di Cauchy
{ X (w) = —4X(w)
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F. Feo

Problema di Cauchy
X'(w) = =¥ X(w)
%(0) = /7

Dalla condizione iniziale si evince che X(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Derivata
della
Trasfor-
mata
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Derivata
della
Trasfor-
mata

Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy
X'(w) = =¥ X(w)
x(0) = 7

Dalla condizione iniziale si evince che X(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Integrando si ha
2

In([X(w)]) = f% +k ki €R
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Derivata
della
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mata

Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy
X'(w) = =¥ X(w)
x(0) = 7

Dalla condizione iniziale si evince che X(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Integrando si ha
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Derivata
della
Trasfor-
mata

Trasformata della Gaussiana
Problema di Cauchy
X' (w) = — 5 X(w)
%(0) = /7

Dalla condizione iniziale si evince che X(0) = 0 non & soluzione. Per cercare soluzioni
non nulle 'equazione differenziale diventa

Integrando si ha

Ricordando che X(0) = /7 si ha

X(w) = ?(O)e‘WT2 = \/Ee‘sz

E ancora una gaussianal!
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Sia x(t) = e~ .

X(w)

r

S .
e e it gt

oo

Trasformata della Gaussiana: calcolo

diretto
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Sia x(t) = e~ .

Trasformata della Gaussiana: calcolo

diretto
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Definizione
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della
Trasfor-
mata di
Fourier

Formula
d’inversione

. 2 . . . P
Tastormata Sia Xa(t) = e~3"  a > 0. Bisogna pensarla come funzione riscalata e quindi
della con-

voluzione Xa(t) = e_(‘/gl)z.

Trasformata
della 1

Fhatlw) = 7o) () = [Te

Derivata
della

[iastors E ancora una gaussianal!
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Fourier

Formula
d’inversione

e Nell'esame di Metodi matematici per I'lngegneria vedremo

della con-
voluzione

1
142

della

Trasformata |:
derivata

[ @) =met

Derivata
della
Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Ulteriore trasfomata notevole

Nell’esame di Metodi matematici per I'lngegneria vedremo

SR

Esercizio: provare che ﬁ & sommabile.
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Definizione
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Fourier
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della con-
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Trasformata
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derivata
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Funzioni
ade-
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rapida

Studio del circuito RC con generatore di
tensione

Il circuito RC mostrato in figura & composto da una resistenza e da un condensatore
carico di capacita C. Nel nostro caso & presente una sorgente esterna di tensione e(t).

DA
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Studio del circuito RC con generatore di
tensione

Il circuito RC mostrato in figura & composto da una resistenza e da un condensatore
carico di capacita C. Nel nostro caso & presente una sorgente esterna di tensione e(t).

Sia s(t) la tensione alle facce opposte del condizionatore. Essa verifica la seguente
equazione differenziale

RCs'(t) + s(t) = e(t) (equazione di Kirchhoff).

Infatti e(t) = Ri(t) + s(t) con lintensita di corrente i(t) data da i(t) = C s'(t).
(=] = = =

DA
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— Studio del circuito RC con generatore di
tensione

Definizione

Proprieta
della

mata di RC S (1) + s(t) = e(t)
Fourier

— Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza f) ad entrambi i
d’inversione membri

Trasformata

et RC Fs'()](f) + Fls()](f) = Fle(t)](f)

voluzione

Trasformata

e RC2xjf 3(f) + 3(f) = &(f)
Derivata

della

Trasfor-

mata

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Derivata
della
Trasfor-
mata

Studio del circuito RC con generatore di
tensione

RCS'(t) + s(t) = e(t)

Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza f) ad entrambi i
membri

RC F[s'(D](f) + Fs(D)](f) = Fle(t)I(f)
RC 2rjt §(f) + §(f) = &(f)

Si ricava che a0
~ e PN
s(f) = m = e(f)h(f)

dove ﬁ(f) = m ¢ detta funzione di trasferimento del circuito e permette di
ottenere s(t) dalla conoscenza di e(t).
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Derivata
della
Trasfor-
mata

Studio del circuito RC con generatore di
tensione

RCS'(t) + s(t) = e(t)

Applicando la trasformata di Fourier (come funzione della frequanza f) ad entrambi i
membri

RC Fs'()](f) + Fls()](f) = Fle(t)](f)

RC 2rjt §(f) + §(f) = &(f)

Si ricava che a0
~ e(f T
S(f) = —————— = e(Hh(f
) 1+ RC2xjf (Nh(7)
dove ﬁ(f) = m ¢ detta funzione di trasferimento del circuito e permette di
ottenere s(t) dalla conoscenza di e(t).

Dalla formula sulla trasformata della convoluzione segue che

s(t) = (h=e)(t)
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Nel nostr caso

Studio del circuito RC con generatore di

h(f) =

RC 1 2njf

tensione
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Studio del circuito RC con generatore di
tensione

Nel nostr caso : ’

h(f) = o~ ———
RC %Zﬂjf
Ricordando chese a> 0e u(t) =1pert > 0e u(t) =0pert <0, allora

Fle=@u(D](f) = g3z si hache

h(t) = %e’ﬁ%u(t).

Ne segue che
+oo .
s(t) = (h+ &)(t) = /0 e(t — T)Hice—m dr.
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derivata
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Studio del circuito RC con generatore di
tensione

oo

.
s(t) = (h+ &)(t) =/0

et — T)Rice—ﬁ% dr =t-7=7 /0

Se e(t) =1se0 < t < T e zero altrove, allora

® pert< Tsiha

+oo

e(o—)RiCe—'%c” do

t o— t o—
s(t):(h*e)(t):/o ARiCeTc' da:A/O RLCQR—C‘ do

:A[e

o—

t
RC

];:Au—e%c’)
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Derivata
della
Trasfor-
mata

Studio del circuito RC con generatore di
tensione

+oo T +o0o e
s(t) = (h+ e)(t) = /O et~ 7) e e o =177 /0 o(0) pge” T oo

Se e(t) =1se0 < t < T e zero altrove, allora
® pert< Tsiha
s(t) = (h+ &)(1) /tA1 S do—a [ L% d
= * = —e = —e
o RC 7 /OHC 7
o—t

:A[eTC]; = A(1 — eRt)

® pert>Tsiha

o—t

s(t) = (h e)(t) /TA1 e do—n [ e d
= * = PR — _
o RC 7 /0 RC 7

ot T It —t —to T
:A[e Hc]o — A(e'C — eRt) = AeRC (eFc — 1)
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F Feo Funzioni a decrescenza rapida

Le funzioni a decrescenza rapida sono delle funzioni regolari tali che le funzioni stesse
e le derivate decrescono piu velocemente di una qualsiasi potenza.

Tale insieme ¢ indicato con S(R) ed é caratterizzato dallimportante fatto che su di
esso la trasformata di Fourier € un automorfismo e grazie a questa proprieta &
possibile definire la trasformata di Fourier delle distribuzioni temperate (Esame di
Metodi).

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Le funzioni a decrescenza rapida sono delle funzioni regolari tali che le funzioni stesse
e le derivate decrescono piu velocemente di una qualsiasi potenza.

Tale insieme ¢ indicato con S(R) ed é caratterizzato dallimportante fatto che su di
esso la trasformata di Fourier € un automorfismo e grazie a questa proprieta &
possibile definire la trasformata di Fourier delle distribuzioni temperate (Esame di
Metodi).

Abbiamo visto che tanto piu veloce x(t) tende a zero per |{| — oo tanto piu & regolare
X(w), quindi S(R) & un buon candidato affinché la trasformata di Fourier sia un
automorfismo.
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Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, 3 > 0 tale che

[t*DPx(t)] < Cap VEER.



Trasformata
di Fourier

F. Feo

Definizione

Proprieta
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Fourier

Formula
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Trasformata
della con-
voluzione

Trasformata
della
derivata

Derivata
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Trasfor-
mata

Funzioni
ade-
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rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, 3 > 0 tale che

[t*DPx(t)] < Cap VEER.

Esempio: x(t) = e~ 4> 0&adecrescenza rapida.
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£ Feo Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, 3 > 0 tale che

[t*DPx(1)| < Ca,p VEER.

Esempio: x(t) = e~ 4> 0&adecrescenza rapida.

Esercizio: provare I'affermazione precedente.

Funzioni
ade-
crescenza
rapida
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Funzioni
ade-
crescenza
rapida

Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, 3 > 0 tale che

[t*DPx(1)| < Ca,p VEER.

Esempio: x(t) = e~ 4> 0&adecrescenza rapida.

Esercizio: provare I'affermazione precedente.

Risoluzione esercizio: Facendo le derivate d’ordine n di e—afz, ci si convince che &
sufficiente provare che t7x(t) con v > 0 €& limitata Vt € R.
Osservando che lim¢_, ;o 17 X(t) = 0 segue che

[t"x(t)| < costante per |t| > M
per un certo M > 0. Per |t| < M le funzioni {7 e x(t) sono limitate e quindi

[t"x(t)] < costante per |t| <M
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Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, s > 0 tale che

[t*DPx(1)| < Cayp VEER.

Proprieta: x € S(R) = x(t) sommabile su R e quindi & trasformabile.
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Funzioni a decrescenza rapida

Una funzione x : R — C di classe C*° si dice a decrescenza rapida se Va, 8 € Ny
esiste una costantte C, s > 0 tale che

[t*DPx(1)| < Cayp VEER.

Proprieta: x € S(R) = x(t) sommabile su R e quindi & trasformabile.

Per dimostare la sommabilita basta osservare che la funzione & continua e si ha
|2x(t)| < Cop VEER

da cui segue che
Ca.0
x(H)| < — tt>M
o1 < T 1
con M > 0. Per il teorema dei Carbinieri lim;_, | o X(t) = 0. Tale funzione &
infinitesima con ordine almeno 2 (segue dalla stima) e quindi € sommabile.
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Funzioni a decrescenza rapida

Proposizione
Se x € S(R) allora X € S(R), i.e.

F:x € S[R) — X e SMR).

Inoltre F & un automorfismo (applicazione lineare biunivoca di S(R) in S(R)).
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Funzioni a decrescenza rapida

Proposizione
Se x € S(R) allora X € S(R), i.e.

F:x € S[R) — X e SMR).
Inoltre F & un automorfismo (applicazione lineare biunivoca di S(R) in S(R)).

dimostrazione
Calcoliamo

W Dﬁ')?(w) __formula derivata della trasformata wa]-'[(fjt)ﬁx( t)](w)

= ()P (jw)* FIt"x(1)](«)
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Funzioni a decrescenza rapida

Proposizione
Se x € S(R) allora X € S(R), i.e.

F:xe8R)—xeSR).
Inoltre F & un automorfismo (applicazione lineare biunivoca di S(R) in S(R)).

dimostrazione
Calcoliamo

W DB’)?(W) __formula derivata della trasformata wo‘]-—[(fjt)ﬁx( t)](w)

= (=) P () FIt° x(D](w)

__formula trasformata della derivata (_j)a+[3]_-[Da ( tﬂx(l‘))] (w)
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Funzioni a decrescenza rapida

Proposizione
Se x € S(R) allora X € S(R), i.e.

F:xe8R)—xeSR).
Inoltre F & un automorfismo (applicazione lineare biunivoca di S(R) in S(R)).

dimostrazione
Calcoliamo

W Dﬁ’)?(w) __formula derivata della trasformata wa]:[(fjt)ﬁx( t)](w)

= (=) P () FIt° x(D](w)

__formula trasformata della derivata (_j)a+[3]_-[Da ( tﬂx( t))] (w)

Poiché x € S(R) e D*(tPx(t)) = S, D¥t? D>~k x(t) ne segue che
D(t8x(t)) € S(R) e quindi & sommabile. Inoltre dalla stima precedente si ha

w05 ()] = [ x| = | [ o xene it

+oo
g/ ’Da(tﬁx(t))’ dt < costante
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Funzioni a decrescenza rapida

Osservando che abbiamo provato che se x(t) € S(R) allora X(w) € S(R), ovvero
I'insieme delle immagini di F € contenuto in S(R), i.e. F : S(R) — S(R).
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Funzioni a decrescenza rapida

Osservando che abbiamo provato che se x(t) € S(R) allora X(w) € S(R), ovvero
I'insieme delle immagini di F € contenuto in S(R), i.e. F : S(R) — S(R).

Ricordando che .
X(t) = 2wx(—t)
allora |- ’
x(t) = ZX(~1) = - FIRW)(-1)

i.e. la generica funzione x € S(R) ¢é la trasformata di Fourier di un elemento di S(R)
ovvero 'operatore F & suriettivo. Liniettivita € conseguenza della definizione: funzioni
regolari diverse hanno diversa trasformata di Fourier. Infine & chiaro che I'operatore F
€ un’applicazione lineare e quindi &€ un’automorfismo.
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Testi consigliati:
® M. Bramanti, C.D. Pagani, S. Salsa - Analisi matematica 2 - Zanichelli
® G.C. Barozzi - Matematica per I'Ingegneria dell'Informazione - Zanichelli
Si possono inoltre consultare:
® M. Codegone - Metodi Matematici per I'lngegneria - Zanichelli
® S. Abenda, S. Matarasso - Metodi Matematici - Progetto Leonardo
Funzioni
ade-

crescenza
rapida
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